Riv. Mat. Univ. Parma (2) @ (1965), 117-128

Luier Saxrtosont (%)

Ancora sulla formula di Lidstone. (%%

L. - In un recente lavoro (1) ho studiato alcune equazioni funzionali, che
s’incontrano nelle assicurazioni del ramo vita su due teste, e mi sono occupato
di una equazione funzionale posta allo scopo di riconoscere se esistono leggi di
mortaliti, che verificano esattamente la formula di LIDsTONE
(1) sz,;} ::Px,;f +Py,;f_'-P;l ’
la quale, come & ben noto, permette di determinare (in modo approssimato) il
premio annuo per Passicurazione mista su due teste, quando si conoscono i cor-
rispondenti premi annui sulle singole teste e il premio finanziario.

Dopo aver mostrato che non esiste alecuna legge di mortalitd, che soddisfi
alla equazione funzionale ora detta, mi sono prefisso di dare una dimostrazione
analitica della formula di LIDSTONE e di assegnare una espressione esatta del-
Perrore che si commette applicandola, trovando, poi, un termine correttivo, di
facile calcolo, che ne migliora sensibilmente il grado di approssimazione,.

La dimostrazione analitica, da me esposta nel citato lavoro su tale argomento,
e fondata sostanzialmente sullo sviluppo in seric di MAc LATRIN di una funzione
di due variabili, e il procedimento riveste un carattere generale; scegliendo op-
portunamente la forma analitica di questa funzione, si deduce facilmente la for-
mula di LIDSTONE e si determina l’espressione dell’errore ad essa relativo.

In questo lavoro ho ritenuto interessante ritornare sullo stesso argomento
per studiare come le considerazioni generali e i risultati trovati si prestino ad
altre applicazioni riguardanti alcune questioni di Matematica attuariale.

(*) Indirizzo: Via Nomentana 220, Roma, Italia.
(**) Ricevuto: 9-1-1965.
(1) L. SantoBONI, Su aleune equazioni funzionali che si incontrano nella Matematica
attuariale e sulla formula di Lidstone, Ann. TFacolthy Sci. polit. econ. comm. Univ,
Perugia, n. 8 (1963-64), 259-276.
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Mostrerd, cosi, che per assicurazione mista su due teste & possibile stabilire
una relazione analitica fra le riserve matematiche, analoga a quella rigunardante
la formula di LIDSTONE.

Fard poi un’altra applicazione dei risultati al caso dell’assicurazione di morte
temporanea su due teste, deducendone alcune conseguenze per la assicurazione
vita intera.

Studierd infine se le considerazioni analitiche precedenti si possono esten-
dere ad una funzione di tre variabili, mostrando non solo che cid & possibile,
ma che il procedimento & applicabile allo studio di alecune forme di assicurazione
del ramo vita su tre (o piun) teste.

2. — Supponiamo che una funzione f(x, £), di due variabili, sia sviluppabile
in serie di Mac LLAURIN in un campo piano connesso contenente il quadrato

di cui due vertici opposti siano 'origine (0, 0) e il punto (1, 1).
Consideriamo quindi i tre sviluppi in serie seguenti:

2 1 7] 0k
f(1,1) = {0, 0) + gr,ﬁ [[& + é—,f}] flo, ﬁ)]gzg,

© ) k
f(l, 0) ..—.f((), 0) + gkg—‘ [[5&] f(OC; O):I ’=07

(8] 051

| =

B
(21)

(0, 1) = (0, 0) + ;;.-
Potendosi scrivere, come & evidente,

f(1, 1) = f(0, 0) + 2,1—, [2 (L) [;ﬂ i [a%} flot, ﬂ)]

@ Yk ERLG
=110, 0) + 3 5 [[2] s £+ [55) 1 )

risulta senz’altro

@) 71, 1) = (1, 0) + 70, D—1(0, 0) + 3
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essendosi posto

=) e o

I1 carattere generale del risultato espresso dalla (2) & evidente; di esso, come
vedremo nei nn. successivi, & possibile fare delle applicazioni a talune que-
stioni.

3. — La formula (2) si pud applicare per riconoscere che nell’assicurazione
mista su due teste », y, di duvata =, il premio annuo P, 5| resta collegato ai
premi P, 3|, P, 3, relativi alle singole teste, e al premio finanziario Pzl .

Infatti, indicata con I, la funzione di sopravvivenza nel caso continuo e
posto 6 ==log, (1 + ), dove i rappresenta il tasso tecnico adoperato, si consi-
deri la funzione

1

1
3) floy B) = = .
P B ) )Pt at
]

I premi annui, che c’interessano, hanno evidentemente le espressioni (nel caso
continuo)

1
qu,;l: —“6:f(17 1)"'_(57

_[(Zz+t/lx) (ZV-H/ZII) eot d¢
Q

1
Pos| = 5———————0=(1, 0—3,
[ Gegefls) e—2¢ At
o

Py = —d=4(0,1)—4,

n

[ (Zi:—i-i/lu) e~ dt
0

L == (0, 0)— 4.

n

[e—ot
0

Py =

In virtl della (2) risulta quindi la relazione esatta fra i premi

> 1
Po 7 = P,z + P, 5 — Pz + sz 71 e

che resta pertanto stabilita per via puramente analitica. I chiaro inoltre che
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Perrore, che si commette applicando la formula (2) di LIDSTONE, & rappresen-
tato dalla serie

2 1
Szghi;_!l)k7

con riferimento alla funzione (3).
Si riconosce percid che, come primo termine correttivo per tale formula,
si puo assumere il primo termine della serie §, cioé¢ l'espressione

1
H(z, y, n) : fapl0r 0) = 5675) [2 9ulets B) pplery B)—plots B) Paplts f)’)]gzg,

ossia

1 n ) n
) | Hz, g, ) = =5 [2 [10g (lefL) - €0 At [log (lyofl) - 7" dt—
S ;
— a5 [10g (osofle) - Tog (Lwdly) - € ] .

0
Come ho mostrato nel gia citato lavoro, & possibile assegnare per la (4)
forme approssimate. Se la durata n dell’assicurazione ¢ breve, si pud applicare
la formula di G. OTPAVIANI:

mentre, se la durata non ¢ breve, si possono stabilire altre formule approssimate;
di esse riporto la seguente

[t lyin _
5qz 7o log EZH log ‘;7 {con 0 < i< n),
. # v

H(z, ¥, n) o=

che ha il pregio di rispondere bene alle esigenze di calcolo numerico e che mi-
gliora sensibilmente il grado di approssimazione della formula di LIDSTONE.
Questa si pud scrivere, pertanto, pitt correttamente cosi:

P

v

P,

o] 22 P 5l — P5) + H(z, g, n).

e ml T
4. - Consideriamo ancora un’assicurazione mista su due teste #, y, di durata n,

e domandiamoci se esiste una relazione esatta fra la riserva matematica Vo,

relativa alle due teste, e le riserve ,V,, .V,, relative alle singole teste.
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Vedremo che un tale legame si pud stabilire con un procedimento analitico
in virth della (2).
Infatti, consideriamo la funzione

. _ e B
©) e D)= e )

(P(Oi, ﬁ) = J (Zac-}‘u//lac)Oc (ly+u/lu)ﬂ e——du du s

1]

n—i

pla, ) = J Lotrruflat)” (Zy+t+u/lu+t)ﬂ e du.

o

Nel continuo, per le riserve matematiche che ¢i interessano, si hanno, evi-
dentemente, le espressioni:

o /n-—-ta:c—f-t, vt w(l, 1) .
Vou =1 T e P,
A /ﬂ—tax+t 1 p(1, 0) 1
Ve=1 It w1, 0 — 10
/n-—-t(—l’u+t (0, 1)
V, =1zt 1 =1-—£0, 1).
7, - Co =110, 1)

da cui, in base alla (2), resta dimostrato che le riserve sono legate dalla relazione

-1
Vay = Ve + V,—[1— (0, O)]—sz Ti b

oppure
7 TSI 7 s 1
(6) tIa:z/"_‘tIa:—T'iTy_"}'?l““‘zzkk—!-Pkg
essendosi posto
a7

Vi =1—f(0, 0) =1 =

~
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La formula (6) mostra dunque che per le riserve matematiche della mista su
due teste sussiste la formula approssimata

(7) tTrry = lV'x + tVy“— V'ﬂ ’

analoga a quella di LIDSTONE, e che I’errore che si commette applicandola & rap-
presentato dalla serie

o 1
‘SZZI:ﬁPky
2 {7

con riferimento alla funzione (5).

5. — Se si vuole un termine correttivo per la (7), si pud assumere come tale
il primo termine della serie S, cioé espressione

) 1
Kz, y, t, n) ‘= fup(0; 0) = m [P Pap— P Wp— Pup ¥ — Pp Vs P -+

2
oS00 (¥ @ %]EZR )
ossia

l - fn—t
az, [a.;; [10g (o erufllets) 10 (Lptpraflyee) - €™ dru—
! 0

— 7| [1og (larully) - 10g (ly+afl,) = e~ du—
0

(8) Klw, y, 1, n) =

a2
n

n—i¢ n
— f 10g (Lot rvuflore) ~ €72 Au [log (Lrufly) - €7 du—
o ]

n—¢

— 108 Qreraflyre) - ¢ du [log (orafle) - ™™ du) +
0 o

ND

n

T =5 Gy [log (levufl) - ¢ du [log (ufly) - ¢ A2 .
5 0 o

Introduciamo ora la forza di mortalitd p, relativa alla funzione di soprav-
vivenza l,; detto & un conveniente punto interno all’intervallo (@, @ +-u) e
indicato con o un infinitesimo per % — 0, si pud scrivere

z4u
108 (lotafly) = — [, ds = —w g = — [, + w0].

z
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Nel caso che la durata n dell’assicurazione sia breve, si pud trascurare I'in-
finitesimo % o, e quindi si pud porre approssimativamente

log (Zx-ht/lm) =—U U, .
Operando in modo analogo per ciascuna delle funzioni logaritmiche, che fi-

gurano sotto i singoli segni di integrale nella (8), si trova per il termine corret-
tivo la seguente espressione approssimata:

1, n—i
Kz, y, t, ) == [a;; feartt flyts , u? ¢ du—
n o

n n—t n
- C a2 0 t — 4 —&i i
— Uy e o [P €7 QU (pty prore S o ) [w e du [ue “du| +
. (1]

0 0

2 _ n
T = ) e s ([ 0 e™% du)?,
A ;
ossia
a7 _ -
9 K@y, b, n) = o /cy‘zrd[fz (La)3) — az) (Ta?)z(] +
3 ,

n

Mot Byt - 7 Mo Hy - =
+ = ey (Lef)z ——[ ‘ ] La);) (L ":]
a%i l:a | et Port | Myt (e} (o)

dove i simboli (I a)qy, (I a®)7) indicano i valori attuali, nel caso continuo, delle ben
note rendite certe, crescenti secondo la successione dei numeri naturali e se-
condo la successione dei quadrati dei numeri stessi.

Partendo dalla formula (8), si potrebbero trovare altre espressioni appros-
simate del termine correttivo K(z, ¥, ¢, n) nel caso che la durata # non sia breve,
ma non ritengo di dover insistere sull’argomento.

In base alla (9) la formula (7) resta quindi cost corretta

Vw2 Ve + . Vy— Vz—[ — K(z, y, t, n).

6. — Un’altra applicazione della formula (2) a questioni riguardanti le assi-
curazioni del ramo vita pud farsi, per esempio, nel caso dell’assicurazione tem-
poranea di morte. Precisamente, ¢ facile stabilive, mediante 1a (2), un legame
fra il premio annuo P;",;‘ relativo a due teste x, ¥ e i singoli premi annui P;, Wl

P, essendo n la durata dell’assicurazione.
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Infatti, ricordando che

1 ¥/
P;;] = —q—"=
’ /naa; /naac
Pl - l l n EZV
xysmj —
nzy [nBay

(dove d indica il tasso tecnico di scomto), consideriamo la funzione

w(a )
Pla, B)’

(10) Hoy p) =

essendo
?/)(OC, /3) =1-— (la:‘:‘n/zsc)“ (Zv‘*'n/ly)ﬁ 6_6ﬂ7

L

ol B) = [ (larfle) (wefly)? e~ s .

o

I premi annui, che c’interessano, hanno evidentemente, nel caso continuo,
le seguenti espressioni:

7

1
-P.'w,;f: = (1——,1E'x,,)—~6:f(1, 1)‘—6,

/naaw
' 1
P—]: = (1"“72Ea:)~‘(§:ﬂ15 O)——é,
z,n Il

' 1
Pu,;I = ﬁ(l*nEz’)’“a :f(oy 1)"—6’

ny

e percid, qualora si osservi che f(0, 0)— ¢ = 0, in virti della (2) si deduce la
formula

(11) Poml =P + Ps + 8,
essendo
® 1
S == zk i‘;_‘ —Pk 3

2

con riferimento alla funzione (10).
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Resta cosi dimostrato che, nell’assicurazione temporanea di morte, il premio
annuo relative a due teste e 1 premi annui relativi alle singole teste sono legati
fra loro mediante la relazione (11).

Dalla (11) segue poi la formula approssimata

! ! t
(12) P2 Pyl + Py,
analoga a quella di LIDSTONE, per la quale si pud assumere come termine cor-

rettivo il primo termine della serie S, cioé l’espressione

-+

x=0
B=0

1
U(w? v, 77’) = jaﬂ(()? 0) == m [(p %ﬁ_‘Pa Yo~ Pap y)w(pﬁ 1/)«]

2
e U
= o0, 0y LY P ")5]22?,’

ossia

(13) U@, y, n)= (¢~ @[~z 10g (Lotnle) - 10g (Lyeafly) +
10 (L) - [1og (owfL) e dt -+ Tog (L) flog (1-fL) - i) +
¢ o .
+{(@—e™/ 7‘31 } [2 f log (L+d/l,) €% dt f log (Lywgfl,) - e dt —
o H
— a5 f" 10g (Ly+fl,)* 1og (I+/l,)- ¢ at] .
;

Secondo le varie applicazioni numeriche, che interessano, si potranno ri-
cavare dalla (13) espressioni approssimate di U(x, y, n) e, in luogo della (12),
si potrd serivere la formula pilt approssimata

I 1 7
Pyl P.u + P, + U, y, n):

7. — Le considerazioni del n. 6 si applicano evidentemente al caso dell’assi-
curazione vita intera a premi vitalizi, che indicheremo con i simboli P,,, P,,
P,.

Qualora si osservi che

lim { ¢™°" log (Ly+afls) } = 0, lim { e7*10g (lotfle)* 10g (lafly) } == 0,

n—rce, n—>w
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dalla (13) si deduce, passando al limite per # - co, 'espressione
Uz, y, + o0) = Ulw, y) =

+ o +
= 6 2 [log (lu L) - ¢t [log (adll,) - ¢™% dl—
0 0
+ @

1
- 5‘/10?; (Latefly) - Yog (/L) - o0t dt} .

4

Una espressione approssimata di U(w, y) si ricava sostituendo, in entrambi
gli integrali, a log(l.+,/I,) una medesima media %, dei valori che il logaritmo
stesso assume al variare di ¢, e a log(l,+/l,) una medesima media %, dei valori
del logaritmo, dedotti in modo analogo. Segue quindi

LT(Q}‘, Y) = b, h,
e in conseguenza si oftiene per i premi annui la formula corretta
-Pa:z/%—Pa: +Py ‘%'dhmhy,

dalla quale, ricordando che

1 1
P,o=——d P, =——d
) z a‘z 2 Ty amy b
discende l'altra
1 1 1 1
— e — o — e —— L d D b, .
.y a, a, ag]

8. — Le considerazioni esposte al n. 2 si possono estendere al caso di funzioni
di tre (o piu) variabili. Mi occuperd ora brevemente di tale questione.
Supponiamo che una funzione f(x, f, v) di tre variabili sia sviluppabile in
serie di MAc-LAURIN in un campo connesso dello spazio contenente il cubo, di
cui due vertici opposti siano Porigine (0, 0, 0) e il punto (1, 1, 1).
Consideriamo quindi i quattro sviluppi in serie seguenti:

® 1 3 @ PRY
’f(l’ 1, 1) = f(0, ¢, 0) 'T“;LF [[E -+ 5;3‘ + @J fle, By ’y):}g:g,
=0

a k
0, 1,0 = 10, 0, 0) = S| (7] g0, 0]

[
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Risulta evidentemente
(14) (1, 1, 1) = {1, 0, 0) + (0, 1, 0) + f(0, 0, 1)—2 f(0, 0, 0) = &,

dove con § & stata indicata brevemente la serie formata da tutti e soli i ter-
mini dello sviluppo di f(1, 1, 1) contenenti le derivate parziali miste (dal se-
condo ordine incluso in poi).

B chiaro che la formula riveste un carattere generale e che si puod applicare
allo studio di questioni, relative a tre (o pil) teste, analoghe a quelle esposte
nei nn. precedenti. Mi limiterd soltanto a trattare 1’assicurazione mista su tre
teste @, ¥, z, di durata «, per stabilire una relazione fra il premio Pyl e 1 premi
Pz Pyr, P3|, relativi alle singole teste.

Allo scopo consideriamo la funzione

1

(15) : flo, fy ) = e

essendo

9oy By 7) = [ ol (Lyedlly)? (Lofle)? €% it
o

Nel caso continuo il premio P..:7 ha evidentemente I’espressione

1

szz,}ﬂ :(p(l, 1, 1)—-

éd=4f1, 1, 1)~ 9,
mentre
1
Px,n} :(}9(—1"6‘;—0)——6 :’f(l, O, 0)-—(5.

1

Pl = s000)

— 6 =f0, 0, 0)— 4.
In virth della formula (14) risulta quindi la relazione fra i premi

-P:uy-’:,;‘ = -P;w:;zl -+ Pz/,;f + Pz;ﬁl - SP;! + N H

dove con 8 si & indicata la serie che figura nella (14), con riferimento alla fun-
zione (15).
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Per la mista su tre teste sussiste percio la formula approssimata

(16) Poyszi o2 P3| + Py + Posj— 2P

analoga alla formula (1), e I’errore, che si commette applicandola, & rappre-
sentato dalla serie S.

Come termine correttive di tale formula si pud assumere, evidentemente,
il primo termine della serie S, cioé P’espressione

H(z, y, 2, 0) = faﬁ(oy 0, 0) +fﬁy(07 0, 0) & fay(()) 0, V) =

1 . , e
= 0.0, 0] [2 @95 —@Pup) + (2 0gp,—@ws) + 2@.0,—¢ %y)]gzg ;

=0

ossia

17) H(”’, Yy By W) = =3 { flO x+t/la:)'6—6t dz J’log (l2,+,/ly)'0"6t dt —

.0

— a5 f 10g (Lot4/1,) - 10g (Ly44/1,) - €% At -2 J‘log(l,,+,/ly)-c—‘” de f 10g (Lo4sfl,) -6 % dt —

o 0
n

— a5 f 1og(zy+,/zy)-1og(zz+t/lz) e70t dt 42 f 1og (Lo+fiz) e~ % [ 10g (LprefT,) - €% dt —
0

\-——'ok_

— a3 f 10g (To+4/L:) - 10g (Totofls) - €% dt] .

Essendo ¢ un conveniente punto fissato nell’intervallo (0, n), per questa
espressione si pud assegnare la forma approssimata

nyt
H(@, y, 2, n) r—.g—&;![log (oi3/la) - 10g (Tota/l)
+ 10g ( v+t l,) 10g (l,+,,/l g (L.ﬁ/l:) 'IOg (Zz+n/lz)] 3

che migliora sensibilmente il grado di approssimazione della formula (16), la
quale pud secriversi, pitt correttamente, cosi

Pmyz,?z] = Pac,;| + -Py,Tzl + Pz,;[ - 2—P7z[ + H(z, ¥, 7, n).



