Riv. Mat, Univ., Parma (2) & (1965), 103-116

CORRADO SCARAVELLI (%)

Su i polinomi di Appell. (;

Introduzione.

Nella presente Nota mi occupo di una classe, assai estesa e ormai classica,
di polinomi in una variabile: i cosiddetti polinomi di Appell, aventi come
casi particolari i polinomi di BERXOULLI e i polinomi di EULER. Si ha una suc-
cessione di polinomi di APPELL, in una variabile #, in corrispondenza di ogni
successione di quantitd indipendenti da x. L’importanza di tali successioni di
polinomi dipende dal fatto che esse sono una naturale generalizzazione della
successione z" (n = 0, 1, 2, ...) delle potenze (con esponenti interi non negativi)
della variabile .

Qui, dapprima (cfr. § 1), richiamo la definizione di questi polinomi ed
indico un simbolismo assai utile per rappresentarli, poi (cfr. § 2), espongo e
provo in modo assai semplice (senza fare ricorso a delle serie) le principali pro-
prietd di tali polinomi. Il lavoro si chiude (cfr. § 3) con una estesa bibliogra-
fia che intendo sfruttare in successive ricerche.

§ 1. -~ Prime nozioni.

1.1. - Definizione.

Detta z una variabile indipendente (reale o complessa) e fissata una qual-
siasi snccessione di quantitd, indipendenti da z,

1) Aoy Uy lloy vy Ay ooy
(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca n. 40 del Co-
mitato per la Matematica del C.N.R., per anno 1964-65. — Ricevuto il 15:X-1965.
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si chiama « successione di polinomi di Appell, nella variabile «, relativa alla
successione (1) » la successione seguente:

Ay(@) = a,
Ax) = ay 0 +

Aux) = ay 2* + 2a, © -+ a,

b

o

=
|

= 4y 8% - 30y B A B0, T+

(2)

A ~ " e | y a1+ " g T2 i " Uy T n}a
Au(@) = |G & |y [ @@ o |G G T

.

dove appare chiaramente come sono distribuiti i termini della successione (1)
nei vari polinomi: in A,(#) compare s0lo @,; in 4,(z) compaiono solo ay, a,;
in A4,(x) compaiono s0lo @y, a;, @:; e cosi via; in generale in A4,(#) compaiono
5010 @y, @y, Ggy ..., G, € cosi via. Precisamente, nel passaggio da A, (=) ad
A,(z) entra la nuova quantith a, non figurante nei polinomi precedenti.

Piu concisamente, la successione (2) si pud scrivere:

(2" A, (x) = ir [7;} a, o (n==0, 1, 2, ...),

0

éiove g’intenda che la potenza z* quando & r = n sia sempre eguale ad 1,
anche quando diventa 0° (perché ¢ inoltre a = 0).

Si ha, pertanto (come ho gid affermato nella Introduzione), una successione
di polinomi di APPELL, in una variabile , in corrispondenza di ogni successione
(1) di quantitd indipendenti da @. Per tale ragione la (1) si dird « la successione
generatrice (o pill semplicemente la generatrice) dei polinomi A,(z), [0 del
polinomio A,,(sv)) ». Abbiamo quindi che wna successione di polinomi di
Appell ¢ data quando ¢ data la sua successione generatrice. In particolare, se
1a successione (1) ¢ quella dei numeri di BERNOULLI

1

1 1 1
Bozl, Bl-——“—— B2:E’;B3:O’ B4:—-§'6,B5:0, BB“—:Zz', sery

27

1a successione (2) & quella dei polinomi di BERNOULLI; se la successione (1) &
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quella dei numeri di EULER

By=1, B =0, E=—1, B, =0, By =25, By =0, B, =—61, ...,

b

la. successione (2) ¢ quella dei polinomi di BULER.

L.2. - Alcune osservazioni.

Gli 4d,() (n =0, 1, 2, ...) sono stati chiamati «polinomi di APPELL»
in quanto fu PAPPELL che li studio per primo nel 1880 (cfr. [4]) ().

A,(x) si dice «il polinomio di APPELL di indice n» Tale polinomio &
sempre di grado < n, ed & proprio di grado = se e solo se a, = 0.

B interessante notare che, detta « una guantitd determinata indipendente
da x, i polinomi 4,(x) sono una generalizzazione dei polinomi

li

roin
(3) (@ + )" =3, T]a’a:"" (n=20,1, 2, ...).
1]

Precisamente, 1a (3) ¢ la successione dei polinomi di APPELL avente per suc-
cessione generatrice le potenze

(4) a® =1, a'=a, a* .., a%...

Nel easo particolare a == 0, la successione dei polinomi (3) diventa la succes-
sione delle potenze della variabile #:

(3" 1, », % ..., 3", ..
e la successione (4) si riduce alla successione
(4" 1, 0, 0, ..., 0, ....

Aggiungiamo che si usa chiamare «serie generatrice dei polinomi A, (x)»
"la serie (convergente 0 no)

0

(5) S? A, () f;;

(*) Sembra che tale denominazione sia da attribuire al PincaErLE (cfr. [32], p. 130).
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che si oftiene moltiplicando formalmente, secondo la regola di CAucHY, le due
serie

‘ i t
(6) >a U s >n m"?—b—!:e“ .

Qualora la prima delle serie (6) risulti convergente, detta f(t) la sua somma, si
dice che '

o) e

¢ «la funzione gewmeratrice dei polinomi A, () ».

1.3. - Simbolisme.

Come esprimere brevemente un polinomio di APPELL mediante la succes-
sione generatrice {a,} e la variabile  ?

La risposta puod essere subito ispirata dalla successione (3) di polinomi di
APPELL, che si ottiene materialmente dalla successione (2) mutando «, in a:
ci0 ha condotto a porre

A (z) = (a + &) (n=0,1,2 ..),

aggiungendo di intendere il secondo membro «in senso simbolico » (vale a dire,
dopo avere sviluppata la potenza del binomio @ + x, si deve sostituire ogni po-
tenza a” con a,). '

Si pud, pero, evitare 1'uso di una scrittura simbolica (che pud dare luogo ad
inconvenienti), introducendo una notazione della cosiddetta « Algebra delle
successioni» (3). In base a quést’Algebra si pone ’

(7) A (@) = a,~ @ (n=0,1,2 ..),

dove l'operazione indicata nel secondo membro & stata chiamata « moltiplica-
zione binomiale delle successioni». Il secondo membro di (7) si legge:
«a, moltiplicato, binomialmente », per " » o pill brevemente «a, per
(binomiale n) am ».
Si verifica facilmente che tale moltiplicazione binomiale gode delle proprieta
commutativa e associativa, ossia, dette

boy b1y Doy ooy by, oo Coy C1y Coy eey Cyy e

(®) A. MAMBRIANT, Sull’ Algebra delle successioni, Ann. Mat. Pura Appl.: (4) 8 (1930),
103-139 (Mem. I); (4) 9 (1931), 25-56 (Mem. II).
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altre due sucecessioni, si ha
n ™ bp=0," t, (@0 ™ bo) ™ ey =an™ (by " €a) .
Nel seguito userd per i polinomi di APPELL il simbolo indicato in (7).
1.4. - Esempi semplici.
10) Essendo @ una costante, abbiamo:

ar n " = (CL + 3}')".

20) Si ha:
1= +(—1)"n_,vn _ e+ ) 4 @—1)" 17— (— 1) - _ @+ — @1
2 A 2 ! 2 - 2 ’

30) Poniamo, con 1’Algebra delle successioni,
. EE gy B Eey = & = 0, & =1, 0 =g = & == & = ...,
e consideriamo le successioni seguenti
e (m=0,1,2, ...), e(m=0,1,2 .., &.®m=012 .) .,
ossia estesamente le successioni (?):
(1,0, 0, 0, ..., &ay ...

0,1, 0, 0, ey Encgy -

I polinomi di APPELL aventi ordinatamente queste successioni generatrici sono
allora:

n n
(8) &yt AN = wn, Epe ot =n mn—l, En—s % ot == [2 mn-2’

(3) Esse sono le cosiddette successioni unitarie dell’Algebra delle successioni [cfr.
loc. cit. in (3)]. )



108 C. SCARAVELLI [6]
40) Risulta
n e = (s 1),
o N

Wt = n(e -+ 1)1 o+ a(n— 1) (@ -~ 1)z,

50) Abbiamo:

z+h

hntt 2 L Ryl o gl
n " = ( . L) % — in dt .
n -1 [

z

§ 2. - Principali proprieta.
2.1. - Combinazione lineare di polinomi di Appell.

1°) Una combinazione lincare, con coefficienti costanti rispetto alle varia-
bili n ¢ », @i dati polinomi di Appell, ¢ un polinomio di Appell la cui
generatrice é la combinazione lineare, ordinatamente con le stesse costanti, delle
generatrici det dati polinomi di Appell.
Cioé, essendo

Ay (@) = a, . oam, vy Apa(@) =, o
dati polinomi di APpELL, e ¢, ..., ¢, date costanti rispetto a n e «, si ha:
9 e (@™ @") + ... + o, (@0 ™ 27) = (¢ U+ oo 0 ay,)
Infatti, dalla definizione (2') di polinomio di APPELL segue facilmente che ¢
51 (a'x,n,'lm") = (¢ ;) * A

e inoltre

n

n ) n
(@ * &™) + (A + @") = (A0 + o) - 2",

e quindi in generale la (9).

20) T utile notare ancora che si ha, essendo % una costante rispetto a u e @,
(10) k(@™ am) = (k" @,) ™ (b* 1) = (k" a,) * (k 2)",

dove l'ultimo membro é un polinomio di AppPELL della variabile & = k.
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2.2. - Derivazione dei polinomi di Appell.

19) Derivando (rispetio alla variabile x) 1 polinomi di una successione di po-
linomi di dppell

Aux) =a, * on (n=0,1, 2, ..),

81 ottiene uma nuova successione di polinomi di Appell, e precisamente la
suceessione

(11) Al@) = Ny, ¥ o n=01,2 ..,
intendendo che sia na,_; = 0 per n = 0, Inoltre ¢
12) Ax) =n A, (@) (n=0,1, 2 ..)®,
intendendo che sia nd,_(x) = 0 per n = 0.

Infatti, si ha A.(@)= a, * ne*1, ma & [cfr. 1a seconda delle (8)] n z" 1=
= gn 2", onde

(13) Al@) = a, " (eny ) .

Applicando ora la proprietd associativa e commutativa della moltiplicazione
binomiale delle successioni (efr. n. 1.3), la (13) si pud scrivere

(13") AlN@) = (6ay ™ @a) * @7y
ossia proprio la (11) in quanto si trova subito che &

Enmg * Op =N Oy y con na,, =0 per n=0.

Daltra parte, 1la (13') per la proprietd associativa della moltiplicazione bino-

1
(*) Osserviamo che, posto &, (z) = pou Ay(x), 1a (12) prende la forma

(12) A} = Gp_y() -

zm\f Zn—1
(m) Twm—nt’

Cid a generalizzazione di
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miale delle successioni si pud scrivere

A:;(/[") = Ep-1 . (@ . XY = €y K An(x),

da cui segue subito la (12), intendendo sia nd,_ (x) = 0 per n = 0.

20) (Condizione necessaria ¢ siufficiente affinche una successione di polinomi
Az (n=0, 1, 2, ...) sia una successione di polinomi di Appell, ¢ che si
abbia:

(14) Ay(x) di grado <, A,’,(m) = n A, (7), (n=20,1,2, ...).

Dimostrazione.

La condizione (14) & necessaria. Infatti, per una successione (2') di polinomi
di APPELL la prima delle (14) & soddisfatta e pure é soddisfatta la seconda delle
(14) come afferma la (12).

La condizione (14) ¢ sufficiente. Infatti, sia A, (2) (n = 0, 1, 2, ...) una data
successione di polinomi pei quali vale (14). Poiche Aq(x) deve essere di grado
zero, sard Aq(w) = ¢,, con ¢, costante (rispetto ad ). Per A4,(x) ¢ poi A;(m) =
= Aq(x), ossia Ai(a:) = ¢, da cul (integrando) 4,(x)= ¢,z + ¢;, con ¢, costante
(rispetto ad ). Per d,(x) & Aé(m) = 24,(x), ossia A;(fv): 2¢, # -+ 2¢,, da cui
(integrando) A.(@)= ¢, 2? -~ 2¢, # -+ ¢y, con ¢, costante (rispetto ad x). Analo-
gamente, per A,(x) & A, (@)= 34,(x), ossia A, (z)= 3¢,a? + bc; & + 3¢, da
cui (integrando) Az(w)= ¢, 2* + 3¢y @® -+ 3¢, & - ¢35, con ¢; costante (rispetto
ad 2). Si constata dunque che

Ao(z),  Ay(@),  Au(m), Ay@)

sono proprio i primi quattro polinomi di una successione di polinomi di APPELL.
Ragionando ora induttivamente, suppengo che ci¢ continui a verificarsi fino
al polinomio A, ,(x). cioé che sia

P,

7-lfp —1

Ap(z) =3 ¢, oY,

n—1 ” r
0

Segue allora

iy —1

Al@)y=n A, () =n3, [ } ¢, dUT
o

7

ed integrando
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con ¢, costante (rispetto ad #), ossia proprio

n

& (™) -
A(@) = 3 ol =, - B
o J

La proposizione enunciata ¢ quindi dimostrata.

2.3. - Polinomi di Appell di generatrici le successioni-resto della generatrice
di un dato pelinomio di Appell.

Premetto che, data una successione
{a’n}' . o, Qyy @yy Ay, gy ony

si chiamano « successioni-resto della {a" } di indici 1, 2, 3, ... » ordinatamente
le successioni

Ay, Gy  Ayy gy eeny
Goy @3y gy ey
A3y Qg '

successioni di termini generali rispestivamente @yin. @ans Us4n, ... (volendo che
la variabile n parta sempre dal valore zero). ‘

Nelle applicazioni, accanto a un polinomio di APPELL A,(z) = a, " a", @
utile considerare i polinomi di AppELL (tutti di grado <)

n
(15) . A () = gy - 2" (r=1, 2, 3, ...)
aventi per generatrici le varie successioni-resto della generatrice di A,(z). I poli-
nomi (15) si diranno « 1 polinomi-resto del polinomio di APPELL A,(x)». Abbia-
mo ora:

I polinomi-resto di ,A.(x) di un polinomio di Adppell A,(x) si esprimono
tutti semplicemente mediante 1 polinomi della successione

Ag(w), Ai(x), Aoz), ..., A.(=®), ...;
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precisamente si ha

{16) (@) = Apa(@) * (— @),
088ia

r (,).
(16) rda(@) = 2 (—1)"" [S]Am(w) @,

Dimostrazione.

Detto brevemente (p,’,,(m) il secondo membro di (16’) e sostituendo in esso
ad A.+.(2) la sua espressione, si ha

(p",‘n(m) = ﬁs (“ 1),-_5 [:] {sgv [8 -: n] a’v w8+n_v} 2778 =

0
. r - —s ) SEn s +72‘ bn—y
=3 [s];,[ ' ]a,,uo .

Invertendo qui, nell’'ultimo membro, V’ordine delle sommazioni, si ottiene

r+n r 7 s 4n
— rtn-—p o r—3
(pr,n(m) - ,S?;‘V a’v & 023 ( 1) [8} [ » J .

Essendo poi

0 per v=20,1, 2, ..., r—1

scor-()

G i
y—7 per v =17, 1r+1, v -+

si ha pin semplicemente

r+n n
(pnn({g) e zi‘ [v _ 7.} a, gt \

T
od anche, ponendo »— # = p,

L % n
J— —d .
Pp (@) == D [M} O, o= a,,, " o,
[+

dove 'ultimo membro é proprio Vespressione di ,4,(z) data da (15). La (16'),
cioé la (16), & cosi dimostrata.
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In particolare da (16’) si ha:

(1]
[2]
[3]
[4]
[5]
(6]
[7]
[8]
19]

[10]
f11]

[12]
[13]

[14]

A E) = @, ot = A (@) — 2 A,(0),

2 An(®) = oty P = Agg) — 20 Ay(@) A+ a® A,(e),

s An() == Qgan * 27 == Ayua(@) — 32 A, (@) + 3a? Ay (@) — o8 A (2) .
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Sommario.

Quesio lavoro si occupa delle classiche successioni di polinomi di Appell: dap-
prima si richioma lo definizione di tali polinomi e se ne indica un utile simbolismo;
indi si dammo dimostrazioni, in forma elementare, delle loro principali proprietd. Segue
una estesa Bibliografia.

Summary.

This paper deals with the classical Appell polynomials. After reéalling a defin-
ition for such polynomials, a useful symbolism is suggested and some of their main prop-
erties are proved in an elementary way. The work ends with an extensive Bibliography.



