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U. BarsuTrt:t e S. GUERRA (%

Sulla stabilitad degli integrali dell’ equazione

4

o'+ B() @ =0. (*¥)

In una Nota sul problema della stabilitd (1) delle soluzioni dell’equazione
0.1) 2" +Btyx =0,

J. A. PAVLIUK (%) ha provato la seguente proposizione:
«Se B(t) soddisfa la condizione

+ o
(0.2) [10(B)|dt<oo,
ove
B 5 [B\?
(0.3) ME:@—E@%

allora Desistenza di un limite inferiore m, per B{(f), con 0 < < B(f), su
R, = [ty, + o0), & necessaria e sufficiente per la limitatezza di tutte le soluzioni

di (0.1).»

(*) Indirizzo degli Autori: Istituto Matematico, Universita, Trieste, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’'ambito del Gruppo di Ricerca n. 24 del C.N.R. (anno ac-
cademico 1964-65). — Ricevuto: 3-1I-1965.
(?) Per una aggiornata bibliografia sull’argomento rimandiamo all’opera citata
in [1].
(?) Si veda [2]. Di questo lavoro, stampato nel 1960, & apparsa una recensione su
Math. Rev. (vol. 27, n. 3, 2684, p. 523) solo nel 1964.
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Questa proposizione fu sostanzialmente provata una decina di anni addietro
in [3] (®) e vogliamo qui rilevare, anche, che esistono casi di notevole interesse
nei quali 1a (0.2) non & verificata e pud aversi, o no, stabilith come nell’esempio
seguente:

(0.4) o + (b2 + qen_t ¢ > © =0 (a, b costanti),

studiato da GUIDO ASCOLI ().

Nella equazione (0.4) tutti gli integrali e le 1010 derivate sono limitate in
futuro se le costanti ¢ e b soddisfano la condizione |a| | b/, cid che non ac-
cade invece se |a|=]b].

In [7] e [8] si trovano criteri che prevedono la limitatezza per gli integrali
della (0.1) in casi analoghi alla equazione (0.4) (%). Utilizzando la medesima tec-
nica dei lavori [3] e [7], fondata sull’'uso appropriato del teorema di ASCOLI (°),
noi plovmmo, in questa Nota (al n. 2), un nuovo criterio di st‘tbilitzl il quale
consente una sintesi che compendia un teorema dato in [7] (), casi partico-
lari di un teorema dato in [8] () e permette di ritrovare tutta una varieth di
esempi atti a rilevare una fenomenologia indicata, per la prima volta, da
G. PropI in [8] (%).

1. - Su alcuni sviluppi formali.
Consideriamo 1’equazione

(1.1) ¥+ A@)y =0

(®) Utilizzando questa proposizione fu possibile comporre il noto criterio di R. Cac-
c10PPOLI [4] con un altro di L. A. Gusarov [5). 8i veda, in proposito, [3], n. 6, p. 87 e 88.

() Si veda [6].

(5) In [9] sono stati dati criteri che prevedono casi di instabilitd, analoghi all’esempio
(0.4) quando sia | a|==|b], e passati ormai nell’uso col termine « Risonanze »; cfr. [6],
[8] e [10]. '

(6) Si veda [11]. Ricordiamo, per facilitare la lettura, questo teorema:

« Se Pequazione 4" + 4(t)y = 0 ha tutti i suoi integrali e le loro derivate limi-
tate su B, e se A(t) = B(l) + A1), ove A(f) & su B, assolutamente integrabile, allora
della stessa proprietd gode l'equazione z” 4 B(f) x = 0.» ) :

(") Teorema B a p. 173.

(8) Teorema B a pag. 84.

(®) Nota II a p. 34.
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e imponiamo che essa abbia come integrali le due funzioni

(1.2) () = R cosv, y,(t) = Esenw,
con ‘

(1.3) o(t) = [4/F(z) d7, R(t) = [F@)] "
ed ‘

(14) F(t) - k2 6u,(t)+u,(t)7

essendo & una costante reale non nulla e wu,(t), u,(¢) funzioni quasi ovunque de-
rivabili due volte e limitate su ogni intervallo limitato di R, .
Si trova per la- A(#) (con facile caleolo) la forma

. 1
(1.5) A(t) =k ¢t 4 1 (% 4 uy) —7e (g -+ 1)

Sviluppiamo e"“**: secondo le potenze di %, + u, e scriviamo tale sviluppo
nel modo seguente:

@ (u1 - aty) )T

— z (ul ‘T'

(g F u)P gy, w) =

(1.6)  emte =

r=0 r=0 r!
I k 2. (g + )" ,
=1 + (u + %) + E——l—;'—*} 4 (g A u)PPE gy, Up) =
r=2
[ | | vp 1 : /7‘ r—i 1
= |1+ (uy +us) + = 20(7 wy " g || (g o) gl ) =
L r=2 s o\E== 3
I Pour 2y ur— D r—:z S
R R - e O (A Tl | S
B v T =% (r— ! ! 1=0 1

r=1

i 1
[ AN
4 [ul“ 4ttt Z( ; W g | gy, ),
avendo posto

o«
(g 4 )71
(1.7) Yoy ) = 3
r=p+1 7l

e gioverd subito osservare che risulta

< c!“x‘*‘"n] .

(1.8) l g%y o)



4 U. BARBUTI e S. GUERRA 4]
Per la (1.6), 1a (1.5) puo scriversi nella forma

P
Wy uy~ L
r=2 (r ““1)Y

1 " ? )
(1.9) A(f) = k* + [l» (A +;u1] ~+ K Z +k + A1),

-—-l:::~<1

essendo

: 1 2 1 1 2
Alt) z{k W g(uy, wy) — 6 1y } + {7 w2t (2y, u,) + 1 uZ»—]—G u, } +

P ' r—2 1 .,
—i—{kﬂg(ul,uq 2( N )u”“ "o k2 ’zo (2(,)14{“‘11;) 3 uluz}.

(1.10)

= i=0

2. - Un criterio generale di stabilita.

Vale il seguente
Teorema:

Se la costante reale non nulla k e la funzione C(f) (integrabile su ogni tratto
finito di B, ) sono tali che per esse:

il)‘ gli integrali

4 +
f C(t) sen 2kt dt , f C(t) cos 2kt dt
t '
esistono,

L,) posto:

+co + (==}
Pt) =— f C(r) sen 2kr dr, (t) = — f C(7) cos 2kt dz ,
t

i

le funzioni @*(t), (i) sono integrabili su R, ;
inoltre per la funzione D(t) sono soddisfatie le ipotesi:

i) D@) limitata su R,

jo)  per un certo intero p > 1 DrH(t) ¢ assolutamente integrabile su R,
js)  D'(t) e D"(t) sono assolutamente integrabili su R, (), allora gli inte-
() 8i noti come, se il prodotto D()D'(f) ¢ assolutamente continuo su ogni tratto

finito di Ry, integrabilitd della D"(t) consegua dall’assoluta integrabilith della D"(#); '
basta fare una integrazione per parti di D™(t).
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grali della (0.1), comn

Z; Dy
2.1) B@t)=k*+0C(@t)+ S‘ >y I"r)— += [—- ) cos 2kt -+ p(t)sen2ke] - Zz @—_—i—)-,%:;

e le loro derivaie riescono tutte limilate in futuro.

Determiniamo u,(t) e u,(f) in guisa tale che, quasi ovunque, risulti

1,
k2w, -+ 1 u; = C(t)

D)
I

Uy ==

Risolvendo la prima delle (2.2) rispetto ad u, si trova

t

cos 2kt ”
W) =—"0 (% 14 j C(z) sen 2kz dr) 1+
?
(2.3) °,
en 2k
L x;]‘ (% 14 / C(z) cos 2kt dt) ,
payin 20
ove @, e y, sono costanti arbitrarie.
Ponendo, in virtd dell’ipotesi i),
+ +eo
(2.4) o =—4 f C(t) sen 2kt dt, Wo = — 4 f C(t) cos 2kt dt ,
% i}
la (2.3) da luogo alla
2
(2.5) () = - [—p(t) cos 2kt + p(t) sen 2ki] -

k

Se ora queste u,; e u,, determin&te dalle (2.2) e dalle (2.4), si sostituiscono nella
(1.9), la A(?) assume la forma

(2.6) A(t) = B(t) + (%),

essendo B(t) la funzione indicata in (2.1) e A(¢) quella indicata in (1.10).
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La i), Ia },) e la j;) ci assicurano, per la (2.5) e la seconda delle (2.2), che le
funzioni u,(%) e u.(t) sono, con le loro derivate, limitate su R, ; quindi, per le
(1.4), (1.3), (1.2), tutti gli integrali della (1.1) e le loro derivate sono limitate
in futuro (11).

II teorema risulterd allora dimostrato se dimostreremo 1’assoluta integrabi-
lith su B, della funzione A(?) (**). A tale scopo cominciamo con l’osservare che,
dalla (2.5), si ha

(2.7) ~ uy(t) =4 [p(t) sen 2kt -- p(t) cos 24kt]
e che, sempre dalla (2.5) e da quest’ultima, segue

(2.8) 4 k2l 4 1(.; =16 [@xt) + »3(t)] .

Dette L ed M due costanti positive tali che |, + | <L, |u, | << M e posto

el }r-t ]

N = max <_Z— , ﬂi)’ si ha, per la (1.8) e per la (2.8),

, L1 .
B2 ultt glay, ) — G Uy | << K2 et -1 gt 4 Tl <

2
SNME k2wl +uy ) =161 [pt) + v2(1)]

e, per i), il secondo membro & su R, integrabile.

8i ha poi
1 1 2 1 1
.2 +1 ; " ! 2 + I P i
(210) | B2 gluns we) + Jup— gy | KRRy | Tg Y

e il secondo membro, per le j,) e j,) ¢ integrabile su R, .
Infine, detta P una costante positiva tale che |u,| << P e posto

p—1 1 2 ] r=2fp )
2 » + Mr—i-tpr 01, z - 2 7. M pi Q. ,
r=1 7 et &\

(1) Si yeriﬁca subito che le (1.2) hanno wronskiano uguale ad 1. Esse risultano per-
tanto linearmente indipendenti.
(**) In virtt del teorema di Ascori. Si veda la nota (5).
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risulta

2 (p+1 2 17z .1
k2 g(2s, %)E(p ) )N”H T, +k Z;—Z <> r“i»mgu;u; <

r=31 7

(2.11)

1
<k E[Quud +(p +1)|ugul |] + Qe ul + —él 2%y

per la i,) « ¢ integrabile su R, e, sullo stesso intervallo, sono integrabili le

funzioni |u, 2|, |u, u,| per esserlo la uiz [ipotesi i,) e in vitrd della (2.7)] e
la 2«2+ [ipotesi j,)].

Dalle disuguaglianze (2.9), (2.10) e (2.11) segue I’assoiuta integrabilith su
R, della funzione A(t) e il teorema risulta cosi provato.

3. - Primi corollari ed osservazioni.

Se & ((f) =0 vengono a sopprimersi le ipotesi i) (in quanto ovviamente
verificate), e quindi, dal teorema del n. 2, segue il

Corollario: Se per la funzione D(t) valgono le ipotesi ji), Jo) Js), allora
tutit gli integrali dell’equazione

, n o
(3.1) <k + Z 3 k2r~"> ® =0

e le lorvo derivate risultano Limitate in fuluro.

Se, invece, & D(f) = 0, allora vengono a sopprimersi le j) e si riottiene cosi
il teorema B della Nota [T7].

Vogliamo ora qui rilevare ’interesse del teorema di Ascourr sul quale poggia
la nostra analisi. Esso precisa che: aggiunta di un termine A(f), assolutamente
integrabile su E, , alla funzione B(f) della (0.1) & irrilevante rispetto alla limi-
tatezza in futmo delle soluzioni della medesima equazione, qualunque sia la
funzione B(f); vale a dire esso assicura una specie di stabilita assoluta rispetto
alla classe delle funzioni B(f) per ciascuna delle quali gli integrali della (0.1)
risultano stabili. Questo fatto non avviene pid se, per esempio, A(?) é soltanto
a variazione limitata su R, [efr. esempio (5.5)]. Cid significa che Paggiunta di
un termine cosi fatto potra conservare la proprieté‘x ora indicata per una sotto-
classe di funzioni B(?).

In quest’ordine di idee notiamo il contenuto del teorema del n. 2:
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Per una equazione del tipo

(3.2) a" +{k + 0 o =0,

ove C(t) soddisfa alle ipotesi i), 1,) che escludono risonanze (2), la pm’turba,zione‘

2 Dt 2 D1t
(3.3) > 7 kir)_o + = [—~ o(t) cos 2kt -+ p(t) sen 2kt] - Z — (7) —
r==1! -

ove D{t) soddisfa alle i,), iz), Ja), € trrilevante ai fini della limitatezza delle soluzioni.

4. - 11 caso p = 1.

Osserviamo che, nel caso p =1, la (2.1) diviene
(4.1) B(t) = k* + O(t) + D(),

¢ notiamo esplicitamente i seguenti corollari.
Corollario I:
La funzione O(f) soddisfi alle ipotesi i), i,);
la funzione D(t) soddisfi la j,), sia a quadraio integrabile su R, e D'(t) sia
a variazione limitata su Rt‘J .

In queste condizioni per gli integrali della (0.1), essendo B(?) la funzione indi-
cata in (4.1), vale la stessa test del testo del teorema del n. 2.

Basta dimostrare che 1’essere D'(¢) a variazione limitata su R, implica Ia
Jo). Infatti tale ipotesi implica che D"(¢) esiste quasi ovunque e che, essendo,
per ogni ¢,

4.2) [1D"0)| &r < V(D's 1o, 1),

ove V' indica la variazione totale di D'(t) su [t, t], essa & su R, assolutamente
integrabile.

Si osservi poi che, essendo D'(t) a variazione limitata su R, D'(t) pud de-
comporsi nel modo seguente

(4.3) D'(t) = 6(2) + e(?),

(1) Cir. [7], teorema B, a p. 173.
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con 4(f) funzione assolutamente continua in ogni tratto finito di R,,, a varia-
zlone limitata su R, , «(f) e o'(¢) assolutamente integrabili su R, (*). Segue
allora:

S 1o D] = 0" + D) D) =

(4.4)

quindi

@s) D) —— Do D) + 5 [DW 8] + D) att) + D) ()

e, integrando tra ¢, e ¢ [si tenga conto che D(?) 6(t) & assolutamente continuo]:

]'D'(T) tr = — [ D) D'(w) dx + [D(x) 3@, +

) t,

3 i

’-,l—[D’(r) a(r) dr + f D(z) o/(7) dr .

£ ty

Di qui si deduce subito I'integrabilita della D) su R,, e dunque la j;) & verifi-
cata.

Corollario II:

La funzione C(1) soddisfi alle ipotesi i), 1.);
T funzione D(t) soddisfi la i), sia @ quadrato integrabile su R ed ivi a va-
riazione limitala.
In queste condizioni vale la tesi del precedente Corollario I.

Si osservi preliminarmente che, per la D(t), vale la decomposizione (4.3),

() Si veda [3] a pp. 85-87. Si ha precisamente la proposizione;

« Se f(t) & a variazione limitata su B, , esistono due funzioni ¢(i) e «(t), dotate quasi
ovunque di derivate prime, per le quali & f(I) = @(f) + «(t), con. ¢{t) assolutamente con-
tinua su ogni tratto finito di B, , a variazione limitata su R, insieme con la sua derivata
e aft), «'(t) assolutamente integrabili su R, .»
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cioe
(4.7) D(t) = () + «(t),

con d(t), &'(f) a variazione limitata su Rtn e «(t) ivi assolutamente integrabile;
conseguentemente, per il Corollario I, I'equazione (0.1), ove B(#) ha la forma

(4.8) B(t) =k* + C@t) + 6(t) ,

ha tuttii suoi integrali stabili e quindi risultano stabili, per il teorema di Asco1i,
gli integrali della (0.1) quando B(f) ¢ della forma (4.1).
B poi facile verificare che i due Corollari I e II possono comporsi nel se-

guente
Corollario III:

La funzione C(t) soddisfi alle ipotesi 1), 1i,);

la funzione D(2) sia la somma di due funzioni Dy(t) e Dy(t), entrambe a qua-
drato integrabile su R, , Dy(t) limitata ¢ avente derivata a variazione limitata su
B, e Dy(t) a variazione limitata sullo stesso intervallo.

o
In queste condizioni vale la tesi del Corollario I.

5. - Esempi critici.

Del teorema del n. 2 vale il seguente
Corollario:

Se per la funzione D(t) valgono le ipotesi j,), ju), j»), allova tutti gli integrali
dell’ equazione

h2\ sen ht ? DR sen ht 2 Dr1(1)
7oL 2 2_.. e AR N —
(5.1) " -+ {k + (k 4> — +2 s T > e 7627_4} 0

r=1 re=2

(t, >0, I costante, o> 1/2)

e le loro derivate sono limitati in futuro.

Supponiamo u,(¢) della forma

sen hit
(5.2) Uy (1) = el
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¢id che avremo, per la prima delle (2.2), se risulta

@ 2 ger 4 e

2\ sen ht ahcosht = olo + 1) sen ht
{5.3) Ct) = (7 2 ) - .

Bastera allora osservare che, per tale C(¢), qualunque sial, le ipotesi i), i)
sono verificate (come facilmente puod vedersi utilizzando il secondo teorema
i della media), che il secondo e il terzo addendo che figurano nella (5.3) risultano
su R, assolutamente integrabili e tener conto della (2.5) e della (5.2).
Abbiamo riportato questo corollario per l'interesse eritico al guale esso da -

Iuogo. Se h = &:2k con || =1, risultano stabili gli integrali dell’equazione
- . . | - Drity sen 2kt 2 D1(1) o
({).4) 2" T {7»"‘ 1‘1;1 1 o2 € P g T:W x=0.

L’equazione (5.4) fornisce una vasta gamma di esempi analoghi al seguente

B sen 2t 2 1
(3.5) o {1+ +— + ]2 =0,

i ,\/ )

1 1
di G. Propr (%). Infatti, se assumiamo D(t) = 75 » con B> Pl e per tale

funzione le ipotesi J;), j.), js) sono ovviamente verificate, la (5.4) diviene

sen 2kt ? 1 sen 2kt T 1 1
- vl 0
(5.6) " -+ {] R By e+ 8 +r§1 71 Jer2 7B + e e rzs (r— 1)1 er«4t(r~1)ﬂj
In particolare, per k =1, ¢ =1, p =2 si ottiene P’equazione
- R 1 ‘sethﬂLl .1 ’;0 >1 3>1
(6-1) At e e tam) 0 2Ty F)

(35) Ricollegandoci con quanto osservato al n. 3 circa il teorema di Ascorr, ricordiamo
che, in [8], &. Prop1 ha mostrato, per primo, che A(f) non pud pil dirsi irrilevante, ri-
spetto alla stessa istanza, se tale funzione &, su R, , a variazione limitata, producendo
Iesempio (5.5), il quale risulta avere i suoi integrali tutti limitati per un criterio da Lui
provato; mentre non lo sono quelli dell’equazione ottenuta dalla (5.5) sopprimendo il

2 1
termine 7 - 7 a variazione limitata, per ragioni di risonanza.
t 4
La classe degli esempi indicati in (5.7) gioca ancora lo stesso ruolo.
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6. - Formule asintotiche.

Ci proponiamo ora, a scopo indicativo, di assegnare una rappresentazione
asintotica per gli integrali della (0.1), quando la funzione B(t) sia del tipo (2.1),
in ipotesi pitt particolari di quelle del teorema del n. 2.

Ricordiamo, a tal proposito, che ad ogni integrale della (1.1) se ne pud far
corrispondere uno della (0.1) che ne differisce per termini dell’ordine di

+ N
f |A(7) | dz, essendo A(t) la funzione definita in (1.10). Si ha ciod:
]

(6.1) #(t) = R(c, cos v + ¢, sen v) -+ e(t),

essendo (16)
R — { %2 6(2/1:)[ —p() cgs 2k - 1p(2) sen 2kt] -+ pie) /12 }«1/4

[
2 (2[R —g(n) cOS 2kr+yplr) sen 2ke] + Dinyfk? \1/2
v:f{koe/[tpr v+l 7] (3 } dT,

L

¢, ¢ costanti arbitrarie e

(6.3) 6(t) = O ( ﬂmﬂ.(r) | dr).

Dalle (2.9), (2.10) e (2.11) segue, per il valore assoluto della funzione ), la
disugnaglianza

1, I, 4
| A@) | < [702 (6" Mr=1+te% Q 4 Q) u? + T ulz ] + [kz e® [ud*t| n faeg | +

(6.4)

1 1, ’
+ 15 e ] +[7¢26L(p+1)[ulu§[+§]uiuz|} ;

quindi, tenendo conto della seconda delle (2.2), della (2.5), della (2.7) e della

(1%) Cfr. le formule (1.2), (1.3), (1.4), (2.2) e (2.5).
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(2.8), si ottiene:

120 | <HE{[e*®) + )] + [| D@ | + | D"@) | + D"()] +

+| D2(t)[—e(t) cos 2kt (1) sen 2kt] | +| D' (t)[p(t)sen2kt +yp(t) cos2kt]| <
{6.5)
<H{[p*t) + y2(t) +| D201 + [| D"() | + D"()] +

L +[e® | +]»® [1-[1D0)| +| D'®)1],

con H costante positiva opportuna.

Per semplicitd aggiungiamo alle ipotesi j) le ipotesi che D(t) e D'(t) siano
assolutamente continue in ogni tratto finito di R,o, che D(t) — 0 per ¢t — + oo
e che, inoltre, D'(t) sia su R, a variazione limitata. In queste circostanze si ha

12 i
(6.6) [ D"(z) dv = [D(z) D'(x)]},— [ D(v) D"() dv
ty to

e, poiché, per t — -+ oo, D(f) =0,

+ +o
(6.7) ’ f D"(z) dv =— D(t,) D'(ts) — [ D(z) D"(v) dv .

Dalle (6.6) e (6.7) segue

+o + o
(6.8) : f D"(z) dr =— D(t) D'(t) — j D(z) D"(z) dv ,
da cui
’ + o + o
(6.9) f D) de <] o) |[| D'() | + f | D"(r) dr]
¢ t

con o(t) =0 per ¢t - + oo.
Utilizzando per D'(f) la decomposizione canonica di JORDAN si puod scrivere

(6.10) D’(t1) =D'(t) + P(t; ) — Ar(t, t) (t<<t) ’
essendo P(t, t,) ed N(t, 4;) rispettivamente la variazione totale positiva e nega-

tiva di D'(t) su (t, t,); passando al limite per ¢, — + oo ed osservando che D'(t;) —
—0 e che P ed N tendono a limiti determinati e finiti, limiti che indichersmo
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con P(t, -+ oo) ed N(f, -+ oo), si ottiene

(6.11) . D'(t) =— P(t, + oo) + N({, -+ o0)
e quindi

(6.12) | D'(t) | < V(D"),
essendo V(D') la variazione totale di D'(f) su (¢!, -+ oo). Poiché risulta anche
: + '
(6.13) f | D'(z) | Az = V(D)
: ?
ne segue, per la parte infinitesima e(?) della (6.1), Pespressione

+
(6.14) e(t) = 0 ([ [¢%(x) + p(x) + | D) |] de) +

o ([[o@) | + W@ [ D) |+ D) [ dx) +0 (VD).

Notiamo che tale espressione non ¢ semplice, in quanto essa riflette una note-
vole molteplicitad di casi. Si ottengono formule semplici nei casi particolari in
cul sia C(t) = 0 oppure D(t) = 0 (V).
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Summary.

A new theorem on stability for the solutions of the equation " -+ B(t) x = 0 including,
for some cases, known criteria (Cacecioppoli, Gusarov and others) is staled by a

suitable use of Ascoli’s theorem (see [11]) — a method already applied in [3], [7],
[9] — our theorvem anables one construct critical examples like that given by G. Prodi
wn [8].






