Riv. Mat, Univ. Parma (2) & (1964), 233-288

FoLvia Skor e Lutet Tanz: CATTABIANCHT (%)

Variazioni di segno condizionate

e presenza di un punio singolare su un arco. (*%)

§ 1. - Introduzione.

1.1. - Considerazioni preliminari.

La serie di potenze

abbia raggio di convergenza 1 (limi |a, |[1/* = 1). Sulla circonferenza Jz] =1
esiste almeno un punto singolare: un eclassico teorema di FABRY (}) assegna
una condizione sufficiente a garantire 1a presenza di un punto singolare sul-
Tarco I,

1.1) I,: =1, —Azx<argz<dx (0< Ad<1).

Sia {'n,b} una successione crescente di interi positivi, O0<<d <1,
{ v, (mod 257:)} una successione di orientazioni. Consideriamo Ia successione
di «tratti» di interi positivi

1.2) Li=(@—0m<m<@+0mn) O<0<l; h=1,2 3,..)

(*) Indirizzi degli Autori:
F. Skor, Istituto Matematico dell’Universitd (Via C. Saldini 50), Milano, Italia.
L. Taxzi Carrasraxcui, Istituto Matematico, Universitda, Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di Ricerca Matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche. — Ricevuto il 16-V-1964.
(¥) Vedi per es. L. BIEBERBACH [1], pp. 43-44.
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e supponiamo che {n,,} e {y,,} siano scelte in guisa da avere

]

. —in g 1fn
(1.3) Re (a,, ¢ )y >0, {Re (@, € %)} 51 perh— 4+ oco.
Consideriamo la successione di sequenze di numeri reali
(1.4) Re (a,, ¢~ (mel, h=1,2, 3 ..
e le variazioni di segno da esse presentate.

T condizione di FABRY, denotiamola con (&), si vale di una suddivisione
di I, in intervalli parziali

Jn,z (Z =1, 2, .., h(h)), (U J”’l = I,, Jn,z A Jh,l' = &)
l .

ed & imposta dalla distribuzione delle variazioni di segno in J, T Indichiamo
eon fj Pampiezza di J,; e con a1 il numero delle variazioni di segno della

sequenza

(1.5) Re (a, e '), medy ;.

(§) «Se esitono 0 <A<, 0<0<1, {m}, {y (mod2m)}, J). tali
che valgano (1.3) e inoltre

(1.6) n = Max i, = o(i) (h =1, 2, 3,..)
. 1
(1.7) P < A (4 indipendente da 1, 1),

allora esiste un punto singolare sull’arco 7, (1.1)».

Questa condizione si pud esprimere in modo equivalente (?) nella seguente
forma (&) di POLYA-BIEBERBACH (%):

(§) «Detti m* gli indici @ €I, che introducono variazioni di segno,
se 4 ¢ la densitd massimale della successione degli m*, allora esiste un punto
singolare sull’arco I',».

T.a condizione sufficiente (&) potrebbe essere rinforzata qualora anzicheé
computare tutte le variazioni di segno fosse consentite di computarne soltanto
alcune: in questo senso & stata introdotta la nozione di y-variazione di

(%) Circa tale eqnivalenza si veda M. Cuciant [3].
(3) G. Pérya [5], p. 626; L. BimErBACH [1], p. 51; M. CUGIANT [8], p. 278.
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segno (4). Le variazioni in senso ordinario sono le 0-variazioni. Da questo punto
di vista G. Riccl [8] ha recentemente stabilite che

(N) «Sia I; il tratto (1.2) e v, una successione di interi v, = - oo,
v, == o(#n,); cousideriamo la funzione condizionatrice

w , —
i, v,) = exp {nh T [;~} — D(u, v,) — log n, -+ K} - Re (a,, e,

1y,

dove
[><] z_k 1
Tz "—”’S‘ — = p? gt L 6L
) L (28 — 1) 6 " 15 o
% [10gl‘b -+ G} 1< u<w
Du, v) =
w 1
v 1Og*~;~cJ 1< <n,
v

¢e>1--2log?2, K >0 arbitrario.

Poniamo m = #, -~ « € I, e denotiamo con », il numero delle y,-variazioni di
segno della sequenza

Re (a,, ¢ %), mel,.
Allora, se il numero », verifica la disuguaglianza
Py K Vps

il punto 1 & singolare per f{z)».

L’introduzione delle wy,-variazioni consente di dimostrare anche condizioni
sufficienti che impegnino il comportamento della successione {a,, }, in modo
prevalente, lungo una successione {J h} di «tratti ridotti» J,, concentrici
con [,, di ampiezza relativa infinitesima, ossia di ampiezza o(n,) .

(%) Vedi G. Rriccr [6], p. 2. Asseguata la sequenza di numeri reali a, (v = 1, 2, 3, ...)
e la « funzione condizionatrice » p(u) (1 =« =< n), si dice che due elementi «,, a,, pre-
sentano una y-variazione di segno quando & a, > (), @, << — p(u 4+ 7) oppure a, <
< — P(u), @y > w(w + 1), mentre tutti gli (eventuali) elementi intermedi a,(u << t<<
< % 4 7) sono tutti in modulo non superiore a w(t), ciod [a, | S p@) (wu<<t<<u 4+ 7).
In sostanza, il numero delle v-variazioni di segno di una sequenza & quello della sequenza
ottenuta quando si frascurino tutti gli eventuali |a,|=< w(w).
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La considerazione delle variazioni di segno condizionate per un criterio
sufficiente a garantire la presenza di un punto singolare sull’arco I", ha condotto
M. Cuciax (®)) ad una condizione che equivale alla seguente (conservando
ad>0,0, n, L, vi, J »,ts ji, 1 significato introdotto precedentemente):

(@) « Esista una successione di numeri reali positivi f,, con 8, =0,

Bife .y, — - oo, tale che, posto

— =
Jh,z = ((1 L B < m < (1 Bt ’”'h) (l =0, Jh,z €l
e detto /".,,,, il numero delle y,-variazioni di segno per m €J, 513 risulti
7&]4,1 < A:).h,ls

essendo la funzione condizionatrice y,(u) definita nel modo seguente:
[ 2

waltt) == 0 er u << pu?

2 p
I — iy

i) == ;’— exp{nh (‘u»2 — P, [y’h)) } - Re (r,t,nh e ) per = /9’1.12 ’
‘R N =

dove K >0, m ==n, 4 u, p = ujn,,
D, Bi) = By log"* ﬁ uﬁl’a log

Allora, sull’arco I', esiste almeno un punto singolare.

Da questo criterio M. CUGIANI ricava anche criteri per il tratto ridotto con-
centrico con I,.

Osserviamo che nella condizione (@) il sistema dei tratti parziali J n,1 Ti-
sulta vincolato in modo speciale.

1.2. - Posizione del problema.

Considerando le condizioni (5), (§), (1), (€) che abbiamo sopra ricordate,
sorge spontaneo il problema di formulare un eriterio che lasci la partizione
(Ja,) di I, libera come in (&) e consideri la distribuzione delle y,-variazioni di
segno della sequenza Re (a,e~ %) (m € I,) ammettendo di poterne trascurare
un certo numero v, comunque distribuite in I,, in modo che le rimanenti Z,,’;
in ogni J,,; verifichino la condizione di densita A, , < 4fy; e, in condizioni cosi

(®) M. Cuerant [2], pp. 105-106.
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generali, pervenire a una funzione condizionatrice possibilmente « sensibile »
come quella di (). La parte essenziale della funzione condizionatrice dovrebbe
essere cost formata da rivelare quale influenza bilanciata abbiano in essa, da
una parte, la strattura (J,,) e, dall’altra, il numero », delle variazioni non com-
putate per Ia condizione di densitd; questa funzione dovrebbe essere indicativa
anche nella zona centrale di I,, per quanto possibile.

Abbiamo studiato il problema suddetto e in questa Memoria presentiamo
il criterio generale (Teorema A) le cui ipotesi, atteggiate in vari modi e in casi
particolari, conducono a criteri espressivi: ivi compresi quelli riguardanti il
tratto ridotto, che si deducono come corollari secondo lo schema ben noto (5.

Osserviamo che, se da una successione di interi m, contenuta in I = u i,

h
¢ di densitd massimale 4, si tolgono », elementi in I, con v/, — 0, allora la
successione residua ha ancora densitdh massimale 4: questo fatto fa prevedere
che la determinazione della funzione condizionatrice 1y, Sensibile nel senso
detto sopra, richiederd una indagine, almeno indiretta, della struttura del
seguente limite iterato, che definisce la densitd massimale 4,

. . Nz, o
Iim  lim -u
r—1— -0 (1 - ’l‘).’]?

(N(a, b) ¢ i1 numero degli interi m con a < m <{b).

§ 2. - I risultasi.
2.1, - 1l teorema principale.

Teorema A.
La serie di potenze

<o
f&) = X a, #
0

abbia raggio di comvergenza 1 (Im |a, |1m=1).
Bsiste almeno un punto singolare sull’arco

1.1) ry: 2|=1, —drn<arge<dn (0<4<1)

(6) Vedasi G. Riccr [6], pp. 7-8.
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quando & verificata la seguenie condizione:
Sia possibile determinare

6 (0<0<1), {m} (m<<mas),  {yu(mod2m)},
(2.1) V, = - 00 COR Ty = 0(N,),
tali che
(1.3) Re (a,, e~y >0, {Re (@, e~ ) }ll"h -1 per b — 4 co
e inolire, posto
Li=(1—0m<m<d +0mn,),

esista una partizione di I, in intervalli parziali contigui disgiunti

Jup = (<< m < Mygq)
la cuwi lunghezza diciamo j, . (, essendo uno dei punti di divisione) con

(2.2) 7, == Max Jap = o{m),  jn—> -+ oo,

e tale che, considerate la sequenza finita di numeri reali

[6]

Re{a,, e~ 7ny, (m € 1,),

le yy-variazioni di segno da essa presentate stano cost distribuite in I, che, tolte v,

di esse, con

(2.3) 143 < Us ’

delle vimanenti, in ogni intervallo parziale J,, ne siano contenute A,y dove

(2.4) I <A fn-

La  funzione wu(u) = p(u; vy, §,) condizionatrice delle wvariazioni di segno,

per m =y, = u €1I,, ha Uespressione

. [ % . N
(2.5) WalU; Tay Ju) = eXP |, IT ] — Dy, (U5 Uy, jh)l -Re (a, ¢~%n),
l I I

ny
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dove
]7(v)——§: 22" T VLR (12 ]<1)
YT skpk—1 7 8T TnC k2 ;
(2.6) (I)h(u) = q}]‘(’lﬂg Vpy jh) =z

Uy u /jh u ", ':_ jh "«L 10g M,
T 1()‘&', - -+ (‘(A) /)— 109, = —+ O | D s
3 Ny j

e(d) =2(1 = 24) (1 — A).

La eostante implicata in O(...) dipende da A. Risulta

L w . U
= - 10g = 0| v, log — - o(4)j, log —
“h h

N Up + Tn

e

. . log n,
per = uy = (v, -+ ) exp {_Q,, . {1 4 — .'} } , 0, 4+ oo.

Osservazioni.

1) 8i pud assumere o(4d) == 9/4 indipendente da A (quindi esiste una
costante ¢* estremo inferiore dei numeri ¢ positivi per i quali vale il teorema pre-
cedente, ed & ¢* < 9/4).

2) Nella (2.6) i primi due termini della fanzione @,(u; v, §,) per 4, b fis-
sati risultano monotoni crescenti al crescere di ciascuna delle tre variabili
Uy Vny G-

3) Se la proprietd enunciata dal criterio vale per (8, n,), essa vale, a maggior
ragione, per (4, vn,,,l), dove ), < B e , & 1na sueccessione parziale di #, (questo
consente il diradamento della successione #, ¢ la contrazione del tratto I, in I ,‘}”).
Poiché j,/n, =0, come nuovo intervallo I}V st pud assumere Iintervallo
(I — 0, <<m <1 + 0,)n, ampliato, eventualmente, a sinistra e a destra
dei due . ne (€ I,) terminali che eventualmente debordassero da esso: risulta
IO = (1 — 0)m, <m < (1 + 0p)my), con 0, = (1 -+ )0, 0] = (1 + &)0,, dove
a,', < )(0g) =04, & —0-+. Si potra pertanto supporre, quando occorra,
0< 0<<1fe.

4) Nell’espressione della funzione @,(u; v,, §,) 1 primi due termini si possono
includere nel terzo termine 0((1),, + in + log n,,)/nh) quando u sia « abbastanza
piccolo ». Nel n. 2.2 seguente verrd valutata un’espressione ;" (che denomine-
remo «soglia di sensibilith » della funzione condizionatrice), tale che per uw =
= u, la somma dei primi due termini risulti preponderante rispetto all’ultimo
termine O(...).



240 ¥. SKOF e L. TANZI CATTABIANCHI [8}

2.2. - La «soglia di sensibilita» della funzione condizionatrice.

Nellespressione della funzione condizionatrice (2.5) consideriamo la parte
mPy(u), che possiamo anche scrivere nella forma (trascurando, per semplicita,
Vindice &)

¢ log% + e(A)j log;: + O -+ § + logn).

11 risultato del Teorema A @& sensibile soltanto per

) L U . %
2.7 v +9-Flogn =0 ['u log - 4+ Iogqf ,

Y N ‘16 g “’ ) o .
(2.9) vlog- +jlog 5= (v +3j + logn),

essendo Q2 = Q, — + oo lentumente quanto si vuole. Lia (2.7)' pud essere scritta
nella forma

(v +=Plogu = 2-(v +j +logn) +vlogv +jlogi.

Esaminiamo gli ultimi due termini a secondo membro: essi sono del tipo
wlogw +ylogy. T facile constatare che risulta, uniformemente rispetto ad
(2, ),

(2.8) wlogr +ylogy = (z +y)log (z +y)—0-(x +y), 0<0<log2 ().

() Infatti, considerata la ditferenza
oz, y) = (v -+ y)log (z + y) — (xlogx + ylogy),
essendo g(x, ) = o(y, #), si pud supporre y < x: allora, posto y = az (0 < « = 1), risulia
olw, o) = o {(1 4 ) log (1 + o) — «log o}
ede(l + o) log(l + o) £ 2log2, — xlog o< 1/e, e anche o(w, y) < (2log 2 + 1/e) (z-4-v).
Valutiamo ¢’ = Infe¢ per cui g(z, y)=c¢-(z + y). Lssendo oz, y) = log 2-(z - z),
& intanto ¢’ = log 2; essendo poi
e@ , Y@ +y) = {(1 + o) log (I + ) — elog a} /(1 + &) = g(a),

si tratta di determinare il massimo della funzione g(e) per 0 < « < 1. 8i trova facilmente
che tale massimo ¢ dato da log 2: risulta pertanto ¢’ = Inf¢ = Min ¢ = log 2, ossia

0< o, yyslog2-(x L y),
da cui la (2.8).
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Tenuto conto di (2.8), la (2.7)" assume la forma
log u = Q-(1 +logn/(v -+ j)) +log (v +j)—0.

Trascurando il termine favorevole — 6 (¢ < 0 <C log 2), 'espressione « soglia »
w* = g,* viene individuata da

log w* = Q-(1 + log n/(v + ) + log (v -+ ),

ossia da

* R log ny
(2.9) U, == (v, <+ jp) exp {-Qh' {1 -+ g ""] };

Uy + I
che si pud anche scrivere nella forma
; * . r log Qi, + i) ’ B
(2.9) uS = (v, ) Qym, AR (2, =exp2,).

Iy

Si vede subito che ¢ /v, — + oo, u) /i, —= -+ oo, u (v, -+ ju) = + oo.
Si trova poi che per £, — - co abbastanza lentamente la «soglia» u* &
3 f=l h
infinitesima rispetto ad #,, ossia che risulta

(2.10) )t Iny, =0

(e precisamente si trova che se log n,/(v, -+ j,) == O(1) basta assumere 2, =
== o(log{n,l/(wh -+ jh)}); se poi log n,/(va + §u) = -+ oo (eventualmente lungo
una successione parziale di u,), basta assumere £2, = o(r, -+ ,)).

La (2.10) ci garantisce che I’intervallo (centrato su %,) nel quale la funzione
condizionatrice del Teorema A cessa di essere espressiva (nel senso che non &
verificata la (2.7)) ha ampiezza velativa 24, /n, infinitesima.

Diremo «soglia di sensibilitd » ammissibile per la funzione condizionatrice
(2.5) ogni successione u:‘ per la quale valga (2.10).

Osservazioni. 1) L’espressione (2.9) della « soglia» «,;* & valida qua-
lunque sia I’andamento del rapporto log m,/(v, -+ §,): qualora si voglia tenere
conto di questo andamento, in corrispondenza dei diversi casi che si possono
presentave, si oftengono per lespressione w;° le seguenti forme equivalenti,
ma pit semplici. Possiamo supporre, diradando eventualmente la successione

24
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{nh}, che esista lim (log m,/(v, + j,)). Allora:

log n,, . \ ;
1)  se P -0 si pud assumere " =0, (v, -+ i),
R TT I
logn, . ® . g
2)  se — ;> + oo si pud assumere u, = (v, -+ ;) woWCntin)
Un  In
o log n,, R ) . . o
3) se T -, con 0<< A< + oo, si pud assumere per u, Vuna
3 i

o Paltra delle due espressioni in 1) e 2), che risultano equivalenti nel senso che,

1

fissato O, + — co abbastanza lentamente, si pud trovare Q) — 4 co lentamente
quanto si vuole, e viceversa, tali che sia Q," (v =+ Ja) = (V5 + j,,)n,?’”‘/(v"”").

2) Le proprietd che avevamo in vista per la funzione condizionatrice
(1), annunciate nell’Introduzione (al n. 1.2), si possono ritenere, in certo senso,
realizzate dall’espressione (2.5) stabilita nel Teorema A. Sebbene la funzione
(1) presenti un intervallo di centro #, e di ampiezza relativa infinitesima nel
quale la «sensibilith » viene a mancare, tuttavia, nella parte rimanente del-
Vintervallo I, 'espressione di log y,(u) presenta il termine »,T(u/n,), che supera
u?/n,; accanto ad esso i due rimanenti termini

(vnfm) log (ufmy), e(d)(jr) 1) log (1/in)

pongono in rilievo I’influenza che sull’abbassamento della funzione exp {n,,'

T(ufn,) + hanno, da una parte, andamento del numero v, delle y,-variazioni
? ? 1/’

non computate (v, <<v,) per rispondere alla condizione di densitd Ah'z< Ajh'l

e, dall’altra, andamento dell’ampiezza j, = Max j,, connessa con la « finezza »

della suddivisione.

2.3. - Due aspetti limiti del teorema principale.

Pud accadere che dei primi due termini dell’espressione di @,(u) uno sia
preponderante rispetto all’altro e inoltre non venga assorbito in O(...). In cia-
scuno di questi due casi possibili il Teorema A prende i due seguenti aspetti.

Teorema B. Se le ipotesi del Teorema A sono verificate con Dulteriore
proprietd jufv, — 0, allorva il criterio rimane valido quando alla funzione condizio-
natrice P, (u; vy, 1) 8t sostituisca quelle nella quale D, é la sequente:

v [ v, + log n
(p’?)(%; Uy, *) = (1 -+ 0(1)) i log — - 0 [,.’L_L*_’i_”] .
My
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Esempio. La sequenza dei valori m* dell’indice mel » che introducono una y,-va-
riazione di segno (tali m* verranno qui, per comodita, chiamati « nodi ») sia costituita
da interi della forma (progressione aritmetica) t¥ -+ @ (t intero variabile, N intero indi-
pendente da & e da 4, « intero indipendente da 1) e da altri ¥, interi, comunque distri-
buiti in 7,, con », < v, - -~ co. In questo caso si possono assumere i », nodi come
nodi in soprannumero (rispetto alla condizione di densita (2.4)) e si pud scegliere la sud-
divisione di I, in intervalli parziali Jy,. tutti della stessa ampiezza , multipla di N,
Jo = &N = o), fu—+ + co. Allora & A = 1/¥, /%, — 0 e siamo nelle condizioni del
Teorema B. Risulta, per u = u;,

2, [
I g, % .
D (u) ~-Zlog — |

ey U
Osservazione. Nel caso in cui jp verifichi la condizione
7x log(n4/7,) = O(@'h),

pint forte di §, = ofv,) (questa condizione presa insieme a fr = -+ co richiede
va/10g 1y ~> - oo), nella funzione condizionatrice ¥, la funzione @, puod essere
sostituita da quella pit semplice

1

¥y w le

My Uy, Ty,

Teorema C.  Se le ipotesi det Teorema A sono verificate con Dulteriore
proprieta v,fi, — 0, allora il eriterio rimane valido quando alle Funzione condizio-
natrice , si sostituisca quelle nelle quale D, ¢ la seguente:

33 In

i | In + logn,
Pu; s ) = (e(d) + 0(1)) L log £+ 0 [fi—(-’g—"’ } :

T T
Ny,

Esempio. Consideriamo l’esempio che segue 'enunciato del Teorema B e pen-
siamo che i », nodi in soprannumers siano distribuiti nei posti m* =4 tN - o disponi-
bili alla destra di %, e pilt prossimi a n, . Associamo un gruppo di s, intervalli consecutivi
a partire da n,, verso destra, a formare un unico intervallo J ,;1, della nuova configura-
zione, di ampiezza j, = 4,5, . Assumendo j, — -- oo abbastanza lentamente e 8§y — -+ oo,
Suinftn = - oo, si constata che siamo nelle condizioni del Teorema C. Risulta, per
U= u;f,

” s, 7 u
BP(w) ~ o(4) -:;ﬁ log .
h R Jh
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Osservazione. Vale un’osservazione analoga a quella che segue il
Teorema B: la condizione

vy 10g (a/vy) = O(ja)s

pitt forte di v, = o(j,), consente di sostituire in w, la funzione @, con

D wy vy) = e(4) Zi log Yo [2’;} .
‘h

2.4. - Alcuni esempi di confronte fra i teoremi dati.

Esempio I. Una configurazione di nodi per la guale il criterio espresso dal
Teorema B & pit Javorevole di quello espresso da! Teorema C.

I nodi siano disposti come nell’esempio che segue l'enunciato del Teorema C. Se
j,— -+ oo abbastanza lentamente, cosl che j, = o(zy), e se s, verifica, oltre alle condi-
zioni dichiarate s, — - oo, §jaft, — -+ co, all'ulteriore condizione (8,§;)%/v, = o{ny),
si pud constatare che risulta, per u = Max {uy, (s3n)% v} >

1 @
(2.11) DP(u) = o(DP(u)) .
Infatti &
) u o, u w8y u
DP(u) ~— - —log —, () ~¢(4) — - ——log — .
n, W ¥y Ny U 8 Jn
da cui la (2.11).
Esempio I1. Una ronfigurazione di nodi per la quale il Teorema C & pid javore-

vole del Teorema B.

Indichiamo con I ,'l e con I, le due parti del tratto I, rispettivamente a sinistra e a
destra di m,. La sequenza dei nodi che introducono le yy,-variazioni di segno in I; sia
la seguente: scelta {p,} . con p,— -+ oo, Py = o(n,), assumiamo gli intervalli

« pieni di nodi» (cioé wun nodo in
ogni intero m)

[ R, - 2p, < MmE N, + (26 4+ Ly,

J
] np (2t + D < m = 0y, 4 (20 4 2)p, « vuoti @i nodi», R

1=0,1,2,...

’ . - . . . .
In I, si abbia la configurazione simmetrica rispetto ad n, .

1)  Sono verificate le condizioni del Teorema C con A = 1/2, quando si scelgano:
Jue = In = 2D (intervalli parziali tutti uguali), » =0, e quindi v, = + oo lentamente
quanto si vuole, v, = o(j,). La funzione @, data dal Teorema C risulta
n log
n

i Tn

u
D (u) ~ o(4) -, w= .
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2)  Per ottenere una nuova partizione di I, in intervalli J,',y, utile per applicare il
Teorema B, ancora con A= 1/2, occorrera estrarre da I, v, nodi da considerare come
nodi in soprannumero, e avere j,'L = Max j,',’, = 0{m), ;7',',< p «

Se vy /p, = 2m/jy — -+ oo, Iespressione ®P(u) che si ottiene & sfavorevole rispetto
a quella ottenuta in 1), poiché risulta @{D(w) = o( BN (u)).

Se m/p, = O(1), non & possibile ottenere una partizione di I, tale che j; = o(p,) e
pertanto non ci si pud ricondurre al Teorema B, risultando 7',: 7 o(r,). Infatti, essendo
v, == O(p,), esiste in I, almeno un intervallo di ampiezza p, contenente un numero di
nodi non inferiore a

(Ol'l'h - V}e) : (9%11/2)):) == ]715(1 - 8]1)5 con g —> 0 E

e quindi per ogni n >0 e == Ry(y) abbastanza grande esiste almeno un intervallo di
ampiezza p, contenente pitt di (1 — »)p, nodi. Se fosse j, = o(p,), in tale intervallo di
ampiezza p, sarebbero contenuti (numercsi) intervalli J,",l (poiché 7'," == 0(p,)) e in al-
meno uno di essi, diciamolo 7',;,, si troverebbero piu di (1 — 277)7‘,2, nodi (1 — 25 >1/2
per 5 abbastanza piccolo): non risulterebbe cosi rispettata la condizione di densitd con
d=1/2.

Si & cost mostrato che ogni partizione di /, in intervalli parziali J;, , utile per Iappli-
cazione del Teorema B conduce ad una funzione condizionatrice meno vantaggiosa di
quella del Teorema C.

Esempio 1II. Una configurazione di nodi per la quale il Teorema A & pik ja-
vorevole del Teorema C.

Consideriamo la sequenza dei nodi presentata nell’esempio I (tratti « pieni» e tratti
« vuoti» di ampiezza p,, alternati) e supponiamo p;, intero, multiplo di 4.

1) Sono verificate le condizioni del Teorema C con 4 = 1/2, quando si scelga
Ja,p = Ju = 2pp, ¥, = 0 come in II, 1), e si ottiene
In d Pr

%
DB (u) ~ c{d) = log — ~ 4 —log — {1 = wy)
oy, Tn Ty, P

(teniamo presente che c¢(d) = 2 per 4 = 1/2).

o . .. . . - . ’ -
2)  Assumiamo la seguente partizione di J, in intervalli J, ;. adatta al Teorema A.
11 sistema degli J,',,, ¢ costituito dagli intervalli:

Wy + (l_ 3/2)})h < ‘I’é Ty, ‘:” ([ - ]/’Z)Ph (l = i 23 :i: 3; )

7

Ty —1 = gy — Ppf2 < Zmy)
s

Ip1 = <ms=ny, + p/2).

. . v . . s - .
Risulta j, = MaX j, ; = p, . Da ciascuno dei due intervalli J; _;, J,:,l si estraggano p,/4
nodi, da considerare come nodi in soprannumero. Eventuali porzioni di tratti « pieni» che
si trovassero agli estremi di /, possono essere trascurate operando una lieve contrazione
del tratto 1, (si veda Osservazione 3), al n. 2.1). Abbiamo cosi v, =p,/2 e A4 = 1/2. La

funzione @,(u) fornita dal Teorema A risulta (¢(1/2) = 2)

1, uw P w 5p U
g (3
(1'),,(u)~—l—log——-+2-—og~=_—5——log~ (= uy),
= Ny, Pr oy, Pn =y oy

ed & pit favorevole di quella ®P(u) fornita dal Teorema C.
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2.5. - Forme semplici per la funzione condizionatrice.

Dal Teorema A si possono dedurre i due seguenti teoremi, nei quali la fun-
zione condizionatrice ¢ meno favorevole (perché pit piceola), ma ha una forma
pitt semplice: tale funzione viene assunta eguale a zero in un tratto centrale
iy — Ay <m <y, + A, dove A, viene scelto convenientemente ed & comunque
tale da superare il valore u," della «soglia di sensibilita » della funzione condi-
zionatrice.

Teorema D. Il Teorema A rimane valido quando alla funzione condizio-
natyice p, M esso contenuta si sostituisca la sequente

0 per 1 <{u<<Ad,
1
y(u) = )
exp (u*/n,) - Re (a,nh e~ %n) per A, < u < Ony,

dove

AI 3 . A . 31 ny s
e e g
n = e Pl 5 i) milog Tl

con f costante, f > 0.

Teorema . Il Teorema A rimane valido quando, fiassato o con 0 <
<a<l, alla funzione condizionatrice vy, si sostituisca la seguente

I
0 por 1<u< A,
"
y)h(u) = ; "
exp (au?*/n,)-Re (an, =) per Ay < u< On,,

dove

A” 1 3 . A . 1 N nh ]112
w = 'é/(vh -+e(A)jn)n, log m[

con f costante, § >1/(1 — ).

Osservazione. In questi due teoremi la funzione condizionatrice &
indipendente da v, e §,, tuttavia le saccessioni v, e 4, risultano vincolate in di-
pendenza dell’ampiezza del tratto {concentrico con I,) nel quale la funzione
condizionatrice si ¢ assunta eguale a zero: & facile constatare che tale ampiezza
¢ infinitesima rispetto ad #, e questo fatto rende i due teoremi pill espressivi.
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Dimostrazione del Teorema D.

Ricordiamo (cfr. n. 2.1, Teorema A) che
T a2 " a7 n | gas’
n Dlu; v, §) == 1001— - e(d) g log “ + O -+ 'ﬂ-jw log n)
(per semplicitdh abbiamo trascurato l’indice 7). Poniamo
w =1 +e(d)j

¥

(risulta, per ipotesi, w == o(n), w — -+ oc). Poiche, per la (2.8), risulta

+ 0w +y)log2, 06, <1,

1 1
x log = + ¥y logi = (¢ -+ y) log

x4y
e si ha inoltre

+¢(d) log 4-7,

w K2
A) jlog = = ¢(4) j log ——
o(d) jlog = = (d) j log 7

possiamo serivere
n D(u; v, §) = w log (ufw) + Ofw + log=n) .

Supporremo anche qui, ovviamente, che sia » = uff, per cui, valendo (2.7),

risulta »
w + log n = o(w log (u/w)),
e pertanto

(2.12) nD(u; v, §) = (1 -+ o(1))w log (u/w) .
Fissato ' > 6, ci proponiamo di determinare A’ = A, tale che si abbia

ud
ﬁ'n-“*z n @u; v, §) per ogni u= A’

Allora risulta w,(u; », j)>exp (u/n)-Re (a,,he*"”h):: y;,',(u). Fissato ", con
6 < B < B, tenuto conto di (2.12), basterd assumere

(2.13) wt/(f"n®) = w log(u/w) ,
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ossia

(ujw)* : log (wjw)t= i/}” (nfw)?.

. . . . Iy 4~ .
Qui soltanto il primo membro dipende da u ed & crescente per w >+/¢-w. Sia
. 4/~ .
w4, il numero reale = 4/¢-w per cui

(/) : log (ugf0)t == 7 " (nfu0) .

Poiché njw — -+ oo, il primo membro — - oo e quindi, poiché non & #%yfw — 1 4
. . 4/~

(infatti u/w = Ve =>1), ne segue u,/w — -+ co, log (u,/w) = -+ co e, passando
ai logaritmi nell’uguaglianza, si ottiene

log (upfw)t = 3(1 + o(1)) log (n/w) ,
e ne segue, sostituendo nella precedente uguaglianza,
4 1 3 v 53 .
== (1 -+ o(1)) v B" w n®log (njw) .
Fissato f, con 6 < f’< B, la (2.13) & certamente verificata per u= A",
assumendo

' . 1/4
A == {Z B w u? log (n/w)} (f>6).

Dimostrazione del Teorema E.

Fissato o, con 0 <<o<<1 &

P 2 2 2
nT[l—b] >EL— “—‘ocy— (1 — ) ull ;
K T n n
tutte le volte che risulta
u? . o uw
(2.14) (I —o)—>n P (u; v, j) = (1 -4 o(1)) wlog =~

risulta pure wy,(u; v, j) >exp (xu?/n)-Re (a,n’ e~ ) == y;Z(u). La (2.14) & cer-
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tamente verificata se, fissato § >1/(1 — «), si assume

uinz= B wlog (ujw),
ossia

1
(w/w)?: log (ujw)* = 5 f'njw .

Un ragionamento analogo a quello svolto precedentemente per il Teorema D,
conduce a considerare 'uguaglianza

1
(uo/w)? : log (uejw)? = 5 B njw.

Passando in questa ai logaritmi, si ottiene
log (u,/w)? = (1 -+ o(1)) log (n/w) ,

€ ne segue, sostituendo nella precedente uguaglianza ,
2 i 1 ! -
ug = (1+o0(1)) 5 B w nlog (njw) .
Fissato § >p' >1/(1 — &), basterd assumere
1 1f2
A" = 5 f wn log(njw)
perche, per = A", valga la (2.14).

2.6, - Il tratto ridotto.

Dal Teorema A possiamo ottenere i due seguenti criteri sufficienti per Uesi-
stenza di almeno un punto singolare sull’arco I',, fissando Vattenzione sopra
una successione di tratti

I = (y,— A, < <y, + Ay, Ay = o(ny), (h=1,2,3,...),

concentrici con I, e di ampiezza relativa infinitesima, nell’ipotesi che in I,— J,
(h=1, 2, 3, ...) le componenti Re (a,, ¢~"1) siano vincolate in grandezza;

Pesame della distribuzione delle y,-variazioni di segno ¢ richiesto soltanto in J, .
Analoghi criteri si possono oftenere dai Teorvemi B e C.
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Teorema ¥. Sie 0<A<1. Sia possiile determinare
0 0<O0<1), my (1< pny), s (mod2m), A;, v,
tali che
{Re (@n, e~ n) }1/"/. 1 per b — 4 oo, A, = o(ny), v, = 0(ny)
¢ inoltre, posto |
Ii=(1—0m<m< @ -+ 0)n,),
Iy = (ny,— A,: <m < my 44y,
sia
(2.13) [Re (@ €7 70) I< exp (u?/n,)- Re ((th e~y (m o=, ~uel, — Ju);

esista inolire una partizione di J, in intervalli parziali contigui disgiunti J, %7
lo cui lunghezza diciamo Jug (1 essendo wno dei punti &i divisione), con

7 = Max jh,l = 0(), jp — + oo s
!

per la quale, considerata la sequenza finita di numeri reali
Re (a,, e=) (med,)

le p-variazioni di segno da essa presentate siano cosi distribwite in J, che, tolte
v, di esse, con

Py < Uy
delle rimanentt, in ogni intervatlo parziale J g M Slano contenute Anis dove
A < Ay
La funzione y(u; vn, ju) condizionatrice delle variazioni di segno, per m = n, -+
4 u ed,, ha Uespressione presentata mel Teorema A.

Esiste almeno un punto singolare per la serie di potenze f(2) sull'arco I' ; quando,
fissato § >>6, ¢ possibile scegliere Vampiezza 24, del tratto ridotio J, in guisa da
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avere
3, ' . . i 1/4 ,
(2.16) 7 Blon + (i) %5 log I < A, = o(n,).
{2 & 4

Teorema G. Sia 0<<a<l, f>1/(1-—a). Vale Uanalogo criterio ot-
tenuto dal precedente sostituendo alla (2.15) la condizione

[Re (a,, e=*n) }< exp (ocu?/m)-Re (a, ¢=7n) (m o=y, +u€l,—dJd,),

¢ alle (2.16) la condizione

Hy, 11/ 2

— U <A = o
’l"h + e ({] ):,.h J S 13 ( h)

1 .
{é‘ ﬁ(‘l’h *ff‘ C(A)7h> i, log

Le dimostrazioni di questi due Teoremi F e G si deducono rispettivamente
da quelle dei Teoremi D ed E, osservando che essi riguardano il caso in cui le
¥, yy-variazioni di segno in soprannumero sono tutte contenute nel tratto rvi-
dotto.

2.7, - Confronto del teorema principale con risultati neti.

Veniamo a mostrare in quale modo i risultati noti (vedi n. 1.1) sono con-
tenuti come ecasi particolari nel Teorema A,

a)  Condizione (&). Se ¢ possibile soddistare alle condizioni del Teo-
rema A assumendo v, = 0, ;»'h’l < Afn,ey wi(u) identicamente nulla (si contano
le 0-variazioni), allora esiste almeno un punto singolare sull’arco I',: si ottiene
cosi come caso particolare il teorema di E. FABRY (8).

b)  Condizione (&) con A = 0. Se & possibile soddisfare alle condizioni
del Teorema A assumendo y, identicamente nulla, », numero globale delle 0-va-
riazioni in I, v, == o(m,), allora 4 e j, possono essere arbitrari e quindi A pic-
colo quanto si vuole e j, = o(n,): se segne che z == 1 & singolare (B. FABRY) (%).

¢)  Condizione (R). Se & possibile soddisfare alle condizioni del Teo-
rema A assumendo », uguale al numero globale delle y,-variazioni in I,, », =
= o(ny) (allora 4 e j, possono essere scelti arbitrariamente, 4 piccolo quanto

(8) Cir. L. BieBERBACH [1], p. 43.
(%) Cfr. loe. cit. in (8), p. 44.
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si vuole e j, == o(s,)), la funzione ¢, essendo ottenuta con

vy, w Yy -+ ]Og ,,
QII(W’; Tys ><) = 10;2 - ——;-0 [7 ,

My,

si perviene cosi ad un teorema del tipo di quello di G. Riccr [8], tuttavia con
una funzione condizionatrice meno favorevole di quella che figura in (R).

d) Condizione (€). Ci riferiamo alla condizione di M. CUGIANI enunciata
alla fine del n. 1.1. Assumiamo la particolare suddivisione di I, secondo lo
schema indicato in (@) e la relativa condizione di densitd: riferendoci alle nota-
zioni introdotte nel Teorema A, abbiamo

. 4/3 ;
=0, jJo~ @A +0) S — + oo
Questa condizione richiede

Jn ~ 0 nll4 2, - + co

e ¢id pone un vincolo alla partizione .J, , di I,, non consentendo partizioni « mi-
nute ». L’espressione

1146 140

i Gt 12 [e) 1/2 ;
B, ~ ( l l} ~ : -y

della semiampiezza dell’intervallo nel quale & y,(%) == 0 supera il valore «so-
glia» %, (si veda il Teorema A) che, con la precedente assunzione di j, risulta

uf = 0,0, 2, 0, — -+ oo lentamente quanto si vuole.

Allora la funzione condizionatrice del Teorema A risulta

pu(u) = exp {’)Z,,, {T [;; ] Dyl *, 7h)}] ‘Re (a.nh c-—im)’

"I

dove

. 1
Du(u; *, ju) = c(4)- (1 + 0) pu 100 /9 - !'&L + og ilh]’
Iz I3

Ny,

mentre la funzione condizionatrice che figura in (@), e che qui indicheremo con
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0 per u < % n,
w¥wm) = 1 K u? . )
/)h( ) ;” exXp My, [;IT"' - (I)f: (7(’; ﬂh)} ‘Re (ar"] 0—27’11) per u 2 ﬂlltz uz

Ty Ny :

dove

1/3 m
Oy (u; fr) = { " [1% ﬂ’] + ;ﬂlla} log ﬁ%

4ny,
Osserviamo che per = fYn,(>w¥) risulta
(2.17) : piE(u) = o(py()).

Infatti il rapporto fra le funzioni condizionatrici é

wmmwwnzwphﬂfﬁﬂ L @W’um+@Wumﬂ

nk

ed ¢ evidentemente

. { T[-u u~1 N 1144?
exyp |y 'ﬂn] wl = @xp Gﬂhf...}

e inoltre Dy(u; =, §,) == o(D, (u; B)): risulta infatti, considerando il rapporto
(D,,/(.D;f e ponendo u = O, nel numeratore e % = p” ', nel denominatore,

@, ﬁl g (1
S h o2 (1/6) | (8 —0)
IO e

O({ Bflog (1IB) ) = 0(2}°/(m!* Tog**n,)) — 0.

Pertanto

() T (w) ~ exp {— = . 1 cexp (n, Dy (u; ) .
h
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Osserviamo ancora che

o p1e ’ ot 114/3 ..f"3 71':/4 4/3
Dy s f) ~ 7 [log —f}} T {105-3; Q :
onde risulta
() Dy () > (1 = o(1)) exp (22 1og*® n,)

per u = Oy n¥® (Q, = + co lentamente quanto si vuole).
La (2.17) risulta dimostrata e quindi é stato ottenuto un miglicramento nel
passaggio da (@) al Teorema A.

§ 3. - La dimestrazione del teorema prinecipale,
3.1. - La funzione intera «ribhaltatrice».

In questo ordine di problemi un metodo classico consiste nel ricorrere alla
funzione intera di FABER (1% la quale, con la considerazione delle wy-variazioni,
s8i definisce nel modo seguente.

Siano my, My, ...y n, 1 valori dell’indice m del tratto I, tali che a,, introduca

<

una y,-vaviazione di segno. Poniamo o, = m,—1/2 (s == 1, 2, ..., 1),

Pue) = H[ — ] :

§=1 o%

=8

(3.1) g%(2) = T Pu).

h=1

Questa funzione (3.1), che cambia segno nel passaggio da m,, a n,, fornisce
i «ribaltamenti» che sopprimono le variazioni di segno; possiamo anzi osser-
vare che potrd essere impiegata come « ribaltatrice » ogni altra funzione intera,
analoga a g¥(z), che si ottiene infittendo la successione degli zeri p* con l'intro-
duzione di altri zeri, inseriti & coppie (o;, 0.) e collocati in modo da avere m, <<
< 01 < @2 <" My — 1 (gli zeri di queste funzioni, per comoditd, saranno anche,
nel seguito, denominati « nodi»).

Risulterd utile per la dimostrazione del Teorema A un classico teorema di
G. POLYA (*') che si pud enunciare come segue:

(3%) Cir. E. Laxpavu [4], pp. 78-83.
() Cfr. L. Bresersacz [1], p. 12.
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« Condizione necessaria e sufficiente affincheé

f2) = X an &"

in tutto il piano di Riemann abbia punti singolari soltanto su {algz <
< dm, 0 < A<, [z [ == 1, ¢ che esista una funzione intera A(z), appartenente
al pitt al tipo medio di ordine 1, tale che valga

a, = 4(n) (n=1,2,3,..)

e il suo diagramma indicatore sia un segmento dell’asse immaginario compreso
fra —idm e idm. »
Una funzione A(2) che verifichi le proprietd richieste dal teorema precedente
¢ fornita dal seguente lemma (12):
« La funzione

o

J

appartiene al tipo medio di ordine 1 ed ha come diagramma indicatore il se-
gmento dell’asse immaginario compreso fra — idx e idx, quando esiste una sue-
cessione { gk} di numeri con le seguenti proprieta:

A(z) = f[ [1 —

LSRR

a) 0<o<< 02<.j
b) o —o0r=1>0, k=1, 2, ...; I indipendente da k;
¢) Ia densitim di{gk}é 4,0 <A<l

Si tratta dunque di passare dalla successione degli zeri o* della g*#(z) ad
una nuova successione di zeri, avente densitdh A(0 << 4 < 1): cid viene effet-
tuato secondo le modalita indicate nel § 4; si perviene ad una nuova successione
{@} (di densitd A). Indichiamo con g(z) la funzione intera costruita a partire

5\

dalla successione { g }, cosl come si & costruita g*(z) a partire da { g% }:

e

(3.2) 7)) = 11 [1 — ?] .

(*%) Cfr. loc. cit. in (*1), pp. 12-13.
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Nella dimostrazione del Teorema A si prende in esame I'espressione

ne — o _
(3.3) T - T xy,

2

- 2 o2
Ny — 0

14

g(m) }
glng)

4

cioé il modulo del rapporto dei due valori g(m), g(n,) di g(z) calcolati nel punto
m € I, e nel punto n, centrale di I,: a questo fine si deve tener presente ’anda-
mento del fattore generale nella forma

mr— x?
Ay = Mwx; ny, m) =

2 __ 2
n;, &€

(n, >0, 0<<O0<<l, mzn, 1—0n<<m<(1 -+ 0)n); tale andamento
viene presentato nei due casi m <<, e m >mn,) rispettivamente nelle figure 1
e 2 del n. 5.1.

Dell’espressione [?j(m)/ﬁ(ozrh) [ verrd data una ubile maggiorazione.

3.2. - Passaggio dalla funzione g(z) alla funzione g(z; m).

Per dare una maggiorazione dell’espressione [§(7n)/§(nh,) f 51 procede ad un
opportuno « adattamento» dei nodi p; questo adattamento dipende da m e
viene effettuato tenendo presente Pandamento della funzione A(z). Siamo con-
dotti ad una nuova successione di nodi p, dipendente da m, ed alla funzione

intera
]
e
Per questa funzione & garantita la disuguaglianza
(3.4) W(m)/ﬁ(n,,) {< ]g(m; m)lg(m; m) | per ogni m €T, .

Il passaggio dai nodi della categoria o a quelli della categoria ¢ viene presen-
tato col Lemma del § 5.

3.3. - Maggiorazione del rapporto |g(m; m)/g(ns; m)|. Lemma principale.

La distribuzione dei nodi g, cosi come viene effettuata nel § 5, ¢ abbastanza
regolare sull’intervallo 0 << # << -+ oo da consentire la maggiorazione dell’espres-
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sione

log | g(m; m)/g(ny; m) | = E log A(p) = X 4 (o)
4

ricorrendo ad espressioni integrali. Questo calcolo viene eseguito nel § 6, dove,
dopo avere stabilito un confronto fra un certo tipo di somme e gli integrali
corrispondenti (vedi n. 6.1), si dimostra il seguente

Lemma principale. Siam =, +u, 1 <u<0ny, ¢ g(z) la funzione
intera
(3.2) gz) =11 [1 — =1,
o 14

dove o descrive la successione 1 o} (misurabile, con densita A) definita al n. 4.2.

&

Se {’)Lh} ¢ abbastonza diradate in modo che risults Ny [Ny, — 0 € se inolire

® g logn.

= ' ' 3 > h
(3.5) Oy = 00y By 0y b v =0 (logw), > -+ = 0{ } y
ke=h41 g

. ) . . &1 g
(3'6) ?h e "1“ (SN ,71 'L .7‘: e T 7!1—1 = 0(10g nh)y Z =¥ == 0[ 2

k1 M3
allora esisiono I' = K'(A) e ho(A) (indipendenti da h) tali che per b= h, si abbia

g(m)

g ('71/]1)

(3.7)

U . U _ .,
< exp {z:h log;— -+ e(d)g, log 7 LKy, - in -~ log n,,)} )

13
dove ¢(d) = 2(1 + 21— 4).

Il secondo membro di (3.7) fornisce la parte pit riposta della funzione condi-
zionatrice, verso la quale era dirvetta la presente ricerca.

3.4. - Aleuni lemmi noti.
Si richiamano qui alcuni lemmi noti che saranno utili per la dimostrazione
del Teorema A secondo lo schema classico.

Lemma 10, «Sia 0 <0<,

nlnl

Cn,m =

a7 el,); 8u(0) = 3 €u @, (somma di FABRY).
m2n — m) mes,

25
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v i1 ! F—— 1 \ . .
Se lim |a, [ =1, lim !S,,(O) jl-“h =1, allora z = 1 & singolare per la serie
1>+ oo h~>4

> a,em o ()

La funzione ¢(z) introdotta in 8.1 verifiea la seguente proprieta:
Lemma 20 « I{_/(nh) Illnh —1 per h — -+ co.» (M)

La validith di questo lemma é agsicurata dal fatto che n, dista di almeno 1/4
da ogni zero della funzione intera g(z).

Lemma 3° «Per 0 u<n/2 risulta

Cpm = € = exp{q n-T(u/n) -+ 0(1) } per n — -+ oo,

n,m Ny U

dove

(3.8) &) =@y =%

3.5. - La funzione condizionatrice.

La funzione w,(w) che assumiamo come condizionatrice delle variazioni di
segno della sequenza Re (a, ¢” ") (ine€l,; h =1, 2, 3, ...) & la seguente

(3.9) pu(u) = exp{fn,,, T {g—] — v, log ,01:—~ (D 1og§,ﬁ -+ K- (v, + j, -+ log fnh_)} .
h

‘I
‘Re (¢, ey,
{3

dove T(z) & la funzione (3.8) definita nel Lemma 3° ¢(4) ¢ la costante definita

3

al n. 2.1 (Teorema A) e K =K' + 2 (K' & la costante che compare in (3.7)).
3.6. - La parte conclusiva della dimostrazione.

Poiché la successione {o} ha densitd A, per quanto richiamato in 3.1, la
funzione

ammette punti singolari soltanto sull’arco I, (1.1). Inoltre ¢(z) verifica la pro-
prietd espressa dal Lemma 2°¢ (n. 3.4).

(13) Cfr. E. Laxpavu [4], p. 77.
(1) Cir. loc. cit. in (12).
(*%) Questo lemma si trova in G. Ricecr [8).
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Per dimostrare ’esistenza di almeno un punto singolare di f(2) sull’arco I,
basterd dimostrare (in forza el classico teorema di moltiplicazione delle singo-
larita di HADAMARD) che la funzione

(3.10) Flz) = § A, g(n) 27 = i A(n) &n

ammette il punto ¢ =~ 1 come singolare, e questa proprietd si riconosece provando

che 7'(z) verifica le due proprietd richieste dal classico Lemma 10 (n. 3.4)
- . . T — g m, . .
Dalle ipotesi lim |a, '/ == 1, {Re (@n, e”7) } "= 1 riguardanti f(z) e dal

Lemma 2° gegue

Tim | A (n,) [frn = Tm {] @, ’1/”/1' Lg00) [} -1,
h— -+t k] t
¢ la prima a proprietd & verificata.
Veniamo a dimostrare che vale anche I’altra proprieta, riguardante le somme
di FABRY,

B | 8,(0) Pz 1,

>+ o

seguendo uno schema noto di dimostrazione (). Possiamo scrivere

Sh(oy Vh) - Z Cnhvm'Re (@n .(_/(771‘) t’/)_i./h) = cn,m'!}(m') Re (A 3*1.?]') -

Lt

me&ly, me/),

. P gm) »
=y) - qRe(a, e77) L ¥ e, " Re (a, e ")},
B mel, ¥ gliy)

m¢"}z
Ripartiamo i termini di quest’ultima somma > in due categorie, a costituire
due somme parziali >, e >,, ponendo nella prima e nella seconda i termini per
1 quali si ha rispettivamente (m = n, - )
(3.11) [Re (@ o™ ) | >yuu), I Re (e [ <y (u).

Otteniamo

80, i) = ?]('nh){Re (“nh e_iw‘) + 21 =+ z-z}a

(*¢) Vedi, per es., G. Riccr [6], pp. 27-29.
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da cui segue
islz(gy'ylx) EE ‘(/("Ih {ll\&‘ p—iyh) “' Zlg_{z‘li}'

I termini in hanno tutti lo stesso segno, positivo come quello di Re (a, e h

1 - ’ I3
(questo per eftetto del cambiainento di segno prodotto dalla funzione g{z) «ri-
baltatrice »); se segue, a maggior ragione,

| 170 I i ,— 47y |

tSh(O: ',Vn) 12 g.(('?"h) f {I:O (a'nh e ) — | Z‘_’ I
Tanis O AT |

Veniamo a maggiorare |3 |.

| §(m)
.—(/— ("11)

wile) .

} z‘ = z %cﬂh,m { .

In forza del Liemma 30 e del Lemmsa principale, tenendo conto delle disuguna-
glianze 13 stabilite, si trova che il termine generale in >, non supera lespres-
sione

exp {— w, T [-’Li] - 0(1) 4y log = +e(A)jy log -+ (I — K){wa T+ log ma)
I

(9 Un

@ w

A+, T [é—} — 2, 10g ; o(4)i, log 4} ‘Re e e~ ) =

" & k
= exp{— 2(v, =y +logm) -+ O1) } Re (@, e ),
13
dove h=h, ¢ K =K' + 2, e quindi

%Z‘l x<20wh-exp { 2on + Ju -+ log ) -+ O(1) }-Re ( (tta, )

Re (., e~y per A= by .
i

N
1o |

Xe segue

| S iy,
ISk(O, Vi) llf"hg {§ |g(‘n,,.) i ‘Re (ccnhe""‘h)} 1.

Quindi, essendo

i SIL(O I z cn ,m -fi 770) !: ‘ 'S.'L(O) :’/h> t b

mel A
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risulta

m | 8,(0) Y = T | 900, v éllnh =1

e, in forza del Lemma 10, il Teorema A risulta dimostrato.

Rimane da esporre la parte presentata schematicamente nei nn. 3.1-8.5.

§ 4. - La funzione ribaltairice ¢() .

Nel n. 3.1 ¢ stata introdotta la funzione intera « ribaltatrice » g*(2), 1 cui zeri
costituiscono la successione {g } (i proponiamo qui di costruire una nuova
funzione intera, ancora ribaltatrice, ¢(z) tale che la successione dei suoi zeri g
abbia densitd /4, allo scopo di applicave il teorema di G. POLYA (V) gia richia-
mato in 3.1.

4.1. - Sistemazione preliminare degli intervalli J,, © I

Per rendere pit agevole 1a costruzione della successione dei nodi 0, associamo
preliminarmente sistemi di intervalli J,, consecutivi appartenenti al semitratto
I, = (1 — 0)m, < ® <), oppure al semitratto L= (n,<az<(@ -+ Y3,
con la seguente legge:

In 7, si inizia dall’intervallo adevente a m, e si procede verso sinistra: si
associano intervalli consecutivi fino ad ottenere un intervallo che abbia ampiezza
< f, e sia il massimo a godere di questa proprietd; cosl si continua fino ad esau-
rire T, . In modo analogo si opera in IZ, iniziando da =, e procedendo verso
destra. Chiamiamo ancora o w1 i nuovi intervalli ottenuti e poniamo J =
= (Paim1 < 0K Pagt)y i = (P, < TS Prita) (b 1y 2, 3y e Pao ).
Si osserva che: 19) con questa trasformazione il numero v, dei nodi o e 1,,
che sono in soprannumero per la validith di (2.4), non aumenta; 2°) di due in-
tervalli J}, J01 consecutivi, uno almeno ha ampiezza non inferiore a f,/2.

4.2. - Costruzione della successione {2} -

Perche la funzione g(z) abbia il carattere di funzione ribaltatrice come la
g*(2), il passaggio dalla successione dei nodi p* (zeri di g*(2)) alla successione dei
nodi g, avente densitd A, viene effettnato inserendo coppie (g1, 0z) di nodi fra

(27 Cfr. loc. cit. in (A1), pp. 12-15.
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elementi consecutivi di {Q } e aggiungendo altri nodi g;, secondo le modalita
seguenti:

1) Imtroduzione delle coppie (g,, 0.) nell’intervallo I, (h =1, 2, 3, ...).

< J

Si opera separatamente in I, e in I,, ma seguendo un procedimento perfet-
tamente analogo, che esponiamo qui riferendoci a I, .

Ogni intervallo J »,y Che contenga un numero di nodi > Aju, (e quindi al-
meno un modo in soprannumero) si lascia inalterato.

In ogni intervallo J,, che contenga un numero di nodi < Ajnas le coppie
(015 0,) vengono collocate negli intervalli (¢ — 1, ¢) (¢ intero) che siano vuoti di
nodi, cominciando da quello pit lontano da #,, e ponendo

o= 1—3, gy =11/

in modo da rispettare le norme seguenti:

i)  detto 7;, il numero complessivo dei nodi in J na (nodi 0% gy, p,) sia
[Ajh,l] —1< T < [Afh,z] +1;

ii) il numero complessivo > Tpe dei nodi p¥, o5, ., esclusi i nodi in
soprannumero, contenuti in n, <<z <p,, sia Ny con

[4 (7%,1 —n)]—2< N <[4 (Pup— )] .
Osservazioni.

a)  Se per rispondere a ii) fosse richiesto Tig == [Aj,,’l] 1 e sein J,,
esistono nodi in soprannumero, anziché inserire una coppia (o, g.) si utilizzera
uno di questi nodi in soprannumero.

b) Per h abbastanza grande, risulta [Aj,,,,L] 4+ 1 < fu, salvo al pit
per alcuni intervalli con §,, < (1 — mant 45, ,)/(1 — 4), che si possono presen-
tare al pitt uno per ogni coppia di intervalli consecutivi (si veda l'osservazione
20) in 4.1). Questo consiglia di rimandare all’intervallo successivo a1+ il com-
pletamento di J,, utile per verificare ii), quando sia [d4j,,] +1= jup- Con
questa avvertenza risulterd sempre verificata la relazione Tip < j,,’l.

¢) La presenza di nodi in soprannumero in J a0 €sclude la presenza di
coppie; infatti, in tal caso, esistono in J,, almeno [4j,,] -+ 1 nodi, e d’altra
parte i) e ii) richiedono al pin [Aj,l',] 41 nodi.

d)  La collocazione delle coppie (g;, g.) secondo le modalitd i), ii) @
possibile (come si pud dimostrare per induzione).
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2) . Collocamento dei nodi della categoria o .

I nodi g, vengono collocati nei punti %/4, con « intero, che appartengono
ad ogni intervallo

(L + 0y <2< (1 — Oy, (h=1,2,3, ...

Una volta introdotte le coppie (o,, 0.) e i nodi g, secondo le modalitdh qui
esposte, assumiamo come sistema di nodi ¢ la successione formata dall’unione
dei sistemi dei nodi 0%, p;. 0., 04.

4.3. - Densita della successione {g;}.

La successione { o,} ha densita 4.
Per provare che sussiste questa proprietd, basta verificare che, detto N(a, b)
il numero dei nodi p tali che a < p <b, risulta N(0, @)/z — A per a -+ oo.

Possiamo supporre la successione {nh} abbastanza diradata (si veda Dos-

servazione 3), n. 2.1) in modo che siano verificate le proprieta di diradamento,
h—1

richieste nel Lemma principale (n. 8.8): #,—y/n, —0, > v, = O(logn,) per
ke=1 .

h — co.
Per la condizione ii) in 4.2, & garantita per ogni & la limitazione [scriviamo
‘Z\T(Ih) per 1\7«1 - 0)”’!)7 (1 "T“ 0)7Z’h>]
2[A0m,] — 4 < N(I,) < 2[4 On,] + »,
e, 2 maggior ragione,

2400, — 6 < N(I,) < 240n, +v,.

Esaminiamo Pandamento del rapporto N(0, z)/x distinguendo i due casi:
vel, e¢l, (h=1,2 ..).

10)  Sia m,<a <1 + 0ny, 2 €dy; = (Pri << Pay). Risulta
N, ) <NO, (1 —0)m) -+ N((1 — 0)ny, ) - N, Pay)

h—1 . k-1 .
<D N(IL) + A{A— 00— 3200, } + 1k + A{ Ony + (papg—n,) } + v

k=1 k=1

3 3
< Aph,z +h + E'UI:<A(~’17 + ) R+ 2711:’

k=1 kes1
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da cui
3

(4.1) NO, z) < Azn{1 + (4j, + 1 + T vy (A ) .
k=1
D’altra parte si ha

NO, )= N0, (1—0)m) + N((L— )y, m) + N(n, Ph,1-1)
h—1
= > NI + A{(l —8) nh—E 20n,, }~ b+ AOny + A(pry— M) — 6
j—

= Aph,l—l —Th= A(@—j,) — Th,
da cui

(4.2) N, )= Aw{1— (4f, + Th)/(dx) } .

Per le ipotesi fatte su 4,, v, (jh = 0(ny), vy = 0(i,)) e sul diradamento di #,,
si ha

k
(jn + 1+ 3 00y =0, (dfy + Th)|e < (Aj, + Th)jw, =0 per h — oo,
kel

e da (4.1) e (4.2) segue N(0, #) ~ Ao per # — = co, z € U IZ.

Quando sia (1 — O)n, <2< m,, si trova con caleoli analogln N0, ) ~

i

~ Az per @ — + oo, w € UI,, e pertanto la stessa relazione & garantita per
3
T — 4 co lungo U I,.

h
20)  Sia (1 + O, <a<< (1— 0)nye, . Allora &

k
N, @) = z N( +A{w—7 20m; }
k=1

k=

TR
= dw + 3 v,
k=1

da cui
(4.3) NO, o) < Adw{1 + ivk (4 m) }s
e d’altra parte - .
N¢ ,(ogi Ik)*A{w~h > 20m, }—h—1
k=1 F—1

= dg~—~Th—1,

(4.4) N0, @) 2 du{1— (Th + 1)/(dn,) }.
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Da (£.3) e (4.4) segue, tenuto conto delle ipotesi, N(0, x) ~ Az per z — -~ oo,
xeu I}, .
3

Risulta pertanto N(0, x)/z — A per # — - oo, e si & cosi dimostrato che la
successione dei nodi ¢ ha densita 4.

§ 5. - Un lemma sull’adattamento della successione dei nodi.
5.1. - Preliminari.

Si counsideri la funzione

[

. {‘mﬁ —
AMm) = M@; 9y, m) == 1

3 mel,, mstn

’)Zv;; —_2 { H R i

della variabile #, definita nell’intervallo 0 < # << -+ co, # 7= %, . L'andamento
di A(z) nei due casi (1 — D), <m << 9y My, << m < (1 = O)m, & illustrato dalle
seguenti figure

i
1
|

(i-¢)n, M m" , (1+0)m, Gi-8)n,

Consideriamo il valore di 2 per il quale & A(x) = 1; esso risulta » = { (m?
-+ 91/,:;)/2}1/2. Poniamo m= (1 -+ w)n, (1/n, < < 0). Distinguendo i due casi
mel,, me I,, indichiamo rispettivamente con m' e m" tale valore di @; posto
m' = (1 — p )y, m" = (1 + ,u/")vn,,, si ha

W=l — (g 2002 = 2 — p?8 - L
po= (L pd2) 1 s g2 b u2l8

in particolare, risulta p' ~ /2, u" ~ u/2 per u — 0 (28).

(*%) Per altre informazioni, vedere G. Riccr [6], pp. 18-19.



266 F. SKOF € L. TANZI CATTABIANCHI [34]

Come & stato annunciato in 3.2, ci proponiamo di sostituire al sistema dei
nodi g un nuovo sistema {g},,, di nodi p, dipendente da m, che risponda ai due
seguenti requisiti:

1) Abbia una distribuzione abbastanza regolare da consentire l'uso di

certi integrali per la maggiorazione del prodotto TT4(e) (come verra fatto nel
, ) , e
§ 6); la regolarita della distribuzione verra conseguita mediante opportuni

« scorrimenti » nel sistema dei nodi p.

2)  Nel passaggio dal sistema { ¢} al sistema {p}, deve essere rispet-
tata la disuguaglianza

ITxe) = TTMes o {0 s
0 e

per raggiungere questo intento si terrd presente il diagramma di A(z) e si ope-
rera in modo che nel passaggio dall’allineamento dei p a quello dei 0, ogni nodo
o 0 rimanga fermo o si sposti nel verso dell’ordinata A(z) crescente. Questa con-
dizione conduce alla formazione di «intervalli pieni» di nodi (cioé un nodo in
ogni punto t—1/2 con ¢ intero) dove le ordinate A(z) sono grandi, o almeno
>1, e di «intervalli vuoti» di nodi dove le ordinate Alz) sono piccole, o al-
meno <1, e di «sovrapposizioni», cioé nodi da computarsi secondo una molte-
plicitd dichiarata. (Si potranno eventualmente sopprimere, in questa fase, al-
cuni nodi g, quando per essi risulti Ag) < 1: infatti, il sopprimerli equivale a
sostituire ad essi nel prodotto J]A(p) altrettanti fattori = 1).

Un allineamento di nodi p, utile nel senso esposto, & quello indicato dal
lemma seguente.

5.2. - Il lemma.

Lemma. 8% consideri il sistema (indipendente da h ¢ da m) dei nodi 0
{come ¢ stato costruito nel § 4) e il prodotto

TI4o; ms m) = TA ).
e e

Aecanto a questo, consideriamo il sistema { 0 },,, (dipendente da m) di nodi ¢
costituito dalla successione di punii

rid  (r=1,2,38, ..)
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con le eccerioni qui softo presentale, e Panalogo prodotto

I

Poniamo:

v, vy 4l numero dei nodi in soprannumero rispettivamente in I,, I,;
o = (=), o= (] + )/ — ),
in =201 — d)j, +5/4,
e =2 —A)j,  per ks h,
KE>4/1—4).

- . . r "
Distinguiamo m € I,, m €1,.

1) Sia (L-— O, << n, .
1.1) Heeezioni in I,:

«intervallo pieno » di nodi (m’, n, -~ a:),

«intervallo vuoto» di nodi (m— ¥, m') quando sia w,— K- (v, - §,) <
< m << Ry,

« intervallo pieno » di nodi (n,,-a,',, Ny -+ a;:),

«intervallo vuoto » di nodi (m— ¥, m -+ yh) quando sia (1 — G, < m <<

< Ny — K' (?)h _:“ ?71)
1.2)  Becezioni in I, per ogni &k 5= h:

« tntervallo vuoto » di nodi (1 -+ O)m,—jo, (1 + O)ny),

un sistema di v, -+ j, nodi ¢ sovrapposti nel punto (1 — O)n, .

4

2y Sia n,<<m<{1 + O)n,. (Eecezioni analoghe).

2.1y Feecezioni in I,:
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«wintervallo pieno » di nodi (n, — a,, m"),
«intervallo vuoto » di nadi (m", m -+ 7,) quando sia w, << m < n, = K-
(v - da),
"

. 3 » . g !
«intervallo picno » di nodi (ny,— oy, Hy + 0,),

«intervallo vioto » di nodi (i — jp, m -+ ) quando sic n, -+ K- (v, -+ ;) <

< m < (1 - 0)n,.

2.2) Feceziond in I, per ogni k <= h:

« Intervallo vuoto » di nodi ((1—0)')1.,;, (1 — Oy, +
wn sisteme di v, -+ 9, nodi p sovrapposti nel punto (1 - 0)n, .
Allora risulta

TIx(@) < TTAe) | (oe{o}w)

e
per m €D, hz=hy = 71,)({ ),j , A).

Osservazioni.

1) Conviene osservare subito che, quando sia m >=n, 4+ K-{v, - j.) con
I > 4/(1 — A), sussistono le disuguaglianze

o . ] R
(5.1) iy - G, oo’ < m— 7§,

(almeno per h :7> ko), e quando sin m <y~ K - (0, + j,) quelle analoghe m -+ §3* <
!
<M <Ky 0y

Dimostriamo (5.1). Si verifica facilmente che ¢
mY == 271 )z 2= (b K- (v, - ) -l }1/2
= (1 — A4yt n,,{ (L —A4) + 41— Dy + Ju) e + 8(vn -+ ju)? }1/2
Z m {1 +2(1— D7 (o + G} 2+ o
Per "quanto riguarda la disuguaglianza a destra in (5.1), notiamo che posto
m = (1 - @)hy, la condulone 1mposm ad m si pud serivere u > K - (v, -+ §,)/%;

d’altronde, perché sia m»-—yh =m" deve essere p— j¥/n,= ", ciod ]. 4 u—
= (1 + -+ w2/2)" da cui, con facili calcoli, si ottiene

= (1251 25 iy,
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perch¢ questa disugnaglianza sussista, basta che sia

= (2 )i == 202 2 o)L — A)jufny, + BAHZ 4 1)/,
con T >0 e hzhy ({ y's}, 7}, e questa relazione ¢ verificata pur di prendere
T <o) =242 — A1 —A)* e k= hy ({4}, 4). Infatti, si ha

o> Ko (v = o)y > Ky fny, =

== 2(2 -+ )1 — dYjp /oy + { KE—z202 + 791 —4) }jh/ﬂ*h?‘

ed essendo K -—2(2 4 7)(1—A) = K —4/(1 — 4) >0 per 7 =< 1,(4), segue Das-
serto per b= ho({j. }, 4).

2) La dimostrazione del Llemma, nel dare la costruzione effettiva del si-
stema { o }u & partive dal sistema dei g, porra in evidenza che {o tw & costruito
seguendo le intenzioni segnalate nelle osservazioni preliminari: questa costru-
zione condurrebbe a un lemma in una forma pit raffinata ma meno semplice
di quella qui enunciata, per noi sufficiente nell’applicazione successiva.

5.3. ~ Dimostrazione del lemma.

. . . i N
Dimostriamo la parte del Lemma relativa al caso m € 7, = (1, (1 + 0)n,);
. I, 4. . " . . .
il caso m e I, si dimostra in modo analogo. Per m € I,, I'andamento della fun-
zione A(x) ¢ illustrato dalla fig. 2 (m. 5.1).

5.3.1. « Sistemnz’onz d2i nodi wll intervallo (ny,, m).

Sia ny, << m < 0y = K- (v, -+ §i)

Poiche & A{z) = 1 per n, << 2 <, ) < 1 per m” < < m, & evidente che la
configurazione: « pieno» Vintervallo (n,, m"), « vaoto » Vintervallo (m”, m),
& favorevole ai fini delln maggiorazione, poiché il contributo che essa porta
al prodotto TTA(o) supera quello corrispondente ai nodi p contenuti nello stesso
intervallo n, <& < m.

Sia ora n, -+ K-(v, -+ J)-<m <1 + O0)n,.

La costruzione che verrd eseguita conduce alla formazione dell’intervallo
vuoto » adiacente a m e dell’«intervallo pieno » adiacente a n, .

a) L’cintervallo vuoto» (m-—-7%, m).

Consideriamo il sistema di intervalli J,, della suddivisione di I, aventi al-
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meno un punto in comune con Pintervallo n, << a2 << m. Sia m e J v, 3 DOSSONO
darsi due casi: m estremo destro di J,,, oppure m interno a

Nel primo caso (#w estremo destro di J ny, )y consideriamo il sistema dei nodi
o presenti nell'intervallo (n,, m), esclusi gli eventuali nodi in soprannumero (1%):
detti per un momento gy, gs, ..., 0s, ... i nodi di tale sistema, numerati a partire
da m verso sinistra, si pud stabilire una limitazione per la posizione di g,. Sia
Zh €dyy (v <7) e, entro J T Z), sia lo z-esimo a partire dall’estremo destro:
allora risultano verificate le seguenti relazioni (in conseguenza della legge se-
condo la quale la successione dei o ¢ stata costruita nel § 4), riguardanti la po-
sizione di o, e il suo numero d’ordine 1,

Ry

- o
(0'2) Qt% ’77L~“2?],,w-“'(1'—/_1):]],,1;—‘-'3—*1 ]
w=y41
Yo
(5.3) (23 djpo +7+7 (—2<7<2).
w=u-{1

Fissato il punto m — j;* (con ji da determinare opportunamente), consideriamo
inodi g = r/4 con r intero, a partire da m— j¥ verso sinistra e numeriamoli:
01y 02, 0s; -... Tenuto conto di (5.3), si ha

(5.4) 0= m-—jF—(t—1)/d,

n

0= M—JF— 3 f e (2 +T—1)/4.

w=uv+1
Poiche A(x) & decrescente nell’intervallo », < @ <<m, ci proponiamo di determi-
nare j¥ in modo che per ogni ¢ risulti g, < g;. A questo scopo, basta che sia
(per (5.2) e (5.4))
(I—Dnp +2 +1<ji +(z +-7—1)/4,
ed essendo z=1, t=2—2, j,»<j,, basta assumere
= (L— ) + 21 + 4)/4
e, a maggior ragione, basta jF = 2(1 — 4d)j, 4+ 5/4.

(1) Negli intervalli J,, , che contengano un numero v, , di nodi », ; > Aj,,;, possiamo
considerare come nodi in soprannumero i v,,— [4j, ;] nodi piu a desira in J, ,.
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Nel caso in cui m sia interno a J n,v, s S1 procede in modo analogo. Denotiamo
per un momento con m, 'estremo sinistro di J,, v € CO1 a(m) il numero dei nodi
0€d,. tali che m,<g<m.

Per ¢ >a(m) si pud riprendere il ecalcolo precedente e si ha

-1

Yo
00= My— 3 foo— (1 — A)ip,—2—1,

Wwes=p

dove v<<w,—1 (3¢ v = v,— 1 si intende P Jaw = 0). 11 namero d’ordine ¢
di p, risulta

w1

t=aim) =3 Ajpw +2 + 7 (—2<7<2).
w=v+1

Come nel caso precedente, collochiamo i nodi e nei posti #/4, con r intero, a
partire da m— j¥ verso sinistra, e numeriamoli: O1y 025 Osy ... (da m — j# verso
sinistra). Risulta

00 m—jF— (1—1);4
rp-1
= m—jf—a m)/A 2 hw—( +T—1)4.

W41

Per avere g, < ot (per ogni ¢}, basta che sia
my— Z ?.h,'ww (1 '_ A)jh,‘v"—z'“ 1 g

= m— jk— a(m)/4 Z jh,w_' (# +7—1)/4,

e, tenuto conto che é a(m) >0, m—m, <A — A)j, + v (—1 <7’ < 1), G0 < fas
basta assumere

JFZ 20— A +1 + 20 + A)4
e quindi possiamo assumere j = 2(1— A)j, - 5/4.

Per 1 <t <a(m), si presentano due possibilitd :
m— i < my oppure m; << m— jF < m. Nel primo €aso, ¢ garantita la
disuguaglianza A(g,) < Aes), perché si ha o, < m— ji <my < 0:; nel secondo
caso risulta

0= my + a(m)—t, o=m—jF—(t—1)/4,
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e per avere g, < p, basta che sia

]h = M=y — (L — /A — a{m) = 1/4,
ed essendo (=1 basta

I = m-—m—a(m) +1.

Diciamo b(m) il numero dei nodi ¢ € J. ny, Gl che p >m: allora si ha

a(m) -+ b(m) = 4j,,, + 1" (—1<7"<1),

N My < Gy, — DL,
Percheé risulti g, < p, basta dungue che sia

JEZ 4 —bm) —a(m) + 1

L
e, & maggior ragione, basta

Fza—Ay. +2.

Si pud quindi assumere anche in questo easo j3 =: 2(1 — A)j, - 5/4 .
b)  L’«intervallo pieno» (n, <+ 1/2, #, - cr;').

Tl passaggio dai nodi p dellintervallo (n,, m) ai nodi o =1{d << m-— §¥
(a partire da m — ji verso sinistra) ha condotto alla formazione dell’« intervallo
vuoto » di nodi alla sinistra di m, avente ampiezza j¥; per poter adattare tutti
i p, compresi i nodi in soprannumero, dell’intervallo (n,, m) restando nell’in-
tervallo stesso, occorrerd fare un « intervallo pieno » (nel quale vi ¢ un nodo in
ogni t—1/2 con ¢ intero), (n,, %, + a;:). Questo intervallo dovra raccogliere:
10) tutti i 'v;: nodi in soprannumero competenti a IZ; 20) i nodi g in esso presenti;
39 quei g provenienti dai g che la presenza dell’ « intérvallo vuoto » e la distri-
buzione « dosata » /4 spinge di necessitd verso sinistra; 4°) ogni o c¢he per op-
portunita si voglia aggiungere, sempre rispettando la condizione n - a;:< m’,
la quale garantisce A{p)=1.

Ci proponiamo qui di stabilive una espressione possibile di o,, che risulti
indipendente da m (n, + K- (v, + )< m <1 + O)n,).

Diciamo a;(m) Vampiezza dell’ «intervallo pieno» destinato a raccogliere
i nodi segnalati in 19), 20), 3°); tenendo conto del fatto che i nodi in sopran-
numero in (n,, m) sono al pil v;:, e eche i nodi p in (0, -+ a;i(m), m—J¥) sono
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. . YR LN s . H .
distribuiti con regolarita a distanza 1/4, si trova che g,(m) verifica la seguente
relazione

oy(m)—1/2 -+ A { (m—jF) — (n;, + cr;:(m))} -7 <

"o, . . )
<, + 4 (m—mny) + min{ m—my, Afpe } + 71 + 7oy

dove —2 <72, =2, <0, —1 <1, <1, e j§, vy, m hanno lo stesso signi-
ficato come nella precedente parte a). Essendo
. . no f . N
mm{ N~ My, Ay,w}< v, + A (m—an) + 40— gy + 1y + Ty
si ottiene

(1 — Doy(m) < v, + 34A(1— AYjp + 32 + 4).

. . . > . . . i .
Con l'aggiunta di nuovi nodi p si pud ampliare 'ampiezza o,(m) dell’« intervallo
pieno », fino ad avere

G = (3 + (L — 4), hzi({i}, 4.

Liosservazione 1) dopo l'enunciato del Lemma in 8.1 garantisce che ¢ n, +
+ o, < m".

5.3.2. — Qistemazione dei nodi nell’intervallo (m, (1 + 0)n,).

Si procede in modo analogo al n. 5.8.1.
Numeriamo, & partire da m verso destra, i nodi p, esclusi gli eventuali nodi
in soprannumero (gid considerati per formare l’« intervallo pieno»), e siano

- - . . T3 . o2 o

01y Q2 Qsy -... Iissato il punto m +j, =m + A — 4)j, (4, da detgrmlna,re
convenientemente) collochiamo i nodi suddetti nei posti /4 = m -+ j;, nume-
randoli da m -+ j, verso destra: g,, gs, g, -... Ci proponiamo di scegliere j,

in modo da avere, per ogni f, g,= p;.

Distinguiamo i due casi: m e Uestremo sinistro dell’intervallo J, , , oppure
med,, . _

Nel primo caso, se g; €J, , ed & lo z-esimo nodo in J, , (contato da sinistra
verso destra), si ha, per v >w,,

r—1
Qt</)n _L zih,w + (I*A)jh,v '—;'—Z _:_]7
W=7y
v—1
t2 A3 o +2+T (—2<7<?2),
w=1gy

o= m + g, + (t—1)/4,

26
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e si vede facilmente che per avere g,= ,-9} basta che risulti
(5.5) 21— )y = (1 - A)4;

per v =17, risulta { ==z e

o
A

m A+ (1L— A, +7-+1,

¢
0z m -+ g, +(t—1)/4,

e perche sia g, = p, basta ancora

(5.5) Jrz (@ —A), + (1 -+ 4)/4.

Nel secondo caso (m €, ), denotiamo per un momento con m, ’estremo
destro di J, ,, e con a(m) il numero dei nodi o (esclusi gli eventuali nodi in so-
prannumero) contenuti in m <<z <m,. Allora, per g, € J np CON ¥ >, si ha
t>a(m) e

v—1
Qt é my + z jh,w ‘i‘ (1 R A)jh,'u ’I_ z ”l“ 1 ]

w == ro+1
intendendo 3,7, ., =0 se 9 =12, + 1; inoltre

-1
t% a’('nl’) _’:' A Z jh,w —:’_ Z ":" T (“’

w== vy

Lo
A
ﬁ
AN
®

0= m + ?'f‘“i* (t—1)/4,
e per avere g,= g, basta assumere
(5.6) ﬁzmb~mh+wd+mm.
Per v =1, ¢ 1 <t< a(m) e risulta:

se m -+ g, = my: my = m -+ j, < o4

X
A

A

0= my—a(m) +1 +1
se m<m - g, < my:
o:z=m +7j, +(¢—1)4,
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e, tenuto conto che m,— m = (1— 4)j, -+ 1, per avere p, = 0. basta che sia
(5.7) = (1— ), + (44 —1)/4.

Da (5.5), (5.5)", (5.6), (.7) segue che basta assumere
(5.8) B = 201 — )y +5/4..

T nodi ¢ che con questa disposizione cadano in punti /4 = (1 4 8)n, (cioé
i nodi ¢ che non abbiano trovato posto entro l'intervallo m <& << (1 -+ 0)n,)
si collocano sovrapposti nel punto m” (si tenga conto che & A(m") = 1).

5.8.3. — Sistemazione det nodi nell’intervallo (1 -+ 0)n,, -+ oo).

Per la legge con la quale ¢ stata costruita la successione dei nodi g, negli
intervalli (1 = 0)n, << &< (1 — O)igeg, 1 nodi p sono gidy colloeati nei punti
r/d (r intero). Fissiamo pertanto I'attenzione sui tratti I, (k¥ % h). L’anda-
mento della funzione A(x) suggerisce di passare dai nodi § ai nodi ¢ operando
spostamenti verso destra. ’

Gli eventuali », nodi in soprannumero in [, vengono collocati tutti nel
punto (1 -+ 0)n, . I rimanenti nodi § € I, verranno collocati ancora in I, nei
punti /4 con (1 — O)ny, + if <A < (1 = 0)ny: quei nodi ¢ che non potessero
rientrare in questo intervallo verranno collocati nel punto m” (A(m”) =1).

Si tratta di determinare j; in modo tale che, numerati i p (esclusi quelli in
soprannumero) a partire da (1 — 0)n, verso destra: gy, 0s ..., 04y ..., € 1 DOdi
da (1 — O)n, + 37 verso destra: 015 Qzy w3y Oty -.ey Yisulti 0= p,.

Distinguiamo i due casi: g, €J,_,S I, 0, €Jx, S I, . Nel primo caso, se
Et ¢ lo z-esimo in J, _, contato da sinistra verso destra, si ha:

— -1
Q¢ é Ny — z jh,w_ Ajl:‘—v + 2 ':" 1 s
w=—1
—{r—1)
t::llgnkmz/—lj]l»,w_d]k,—v +& T (—Qéréz)y
w=—1

0= (1— Oy, + jp + (t—1)/4,
e per avere g, < g, basta che sia

n = (1 — dYjyo— (1 — A)zjd + 2[4 + 1
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e, a maggior ragione, basta

(5.9) iz (L= + 2+ D)4

Con questa scelta di j¥ risulta garantita la relazione g, < g, anche per ogni

. - 1" < . . .
0: € IZ. Infatti, nel secondo caso,se g, €Jx, € I, ed ¢ lo z-esimo in J,, a partire
da sinistra, si ha

-— r-1
Ot é Ny "_ Z j/:,!L‘ ";‘“ (1 —.-A)jk ‘%‘ ? + 1 3
w1

o
A
o~

IA
\t\B

v—1
t:Az?‘k’w‘["z’%’T ("*"

w=1

v—1

th Ink _:_ (1 _A)jk -I“ z jk,w —:— Z/’A ‘g' 1 ¥
we==1

ed & garantito _é, < p¢ per v >1; quando sia v =1, ¢ { == 2z e inoltre

oS + 1 —Ajy +2 -1,

v

o=y - (1 —A)j +2/4 -1
e la proprietd é ancora vera.
Tenuto conto di (5.9), si pud assumere

(5.10) Je = 2(1— A)jq
per k >h, e h= hl({js}, A) abbastanza grande.
5.8.4. — Sistemazione dei nodi nell’intervallo ((l — O)ny,, 'n,,,) .

T’andamento della funzione A{x) per (1 — 0)n, << & < #n,, suggerisce di ese-
guire sui nodi ¢ di questo intervallo degli spostamenti verso destra: tale adat-
tamento condurra alla formazione di un «intervallo pieno » (1, — aj, 2, — 1/2)
di nodi o(un nodo in ogni punto {— 1/2, con ¢ intero), che, come quello analogo
costruito in IZ, dovrd raccogliere, oltre ai nodi g gid in esso presenti e collocati
al pilt uno per ogni intervallo unitario, e a tutti i v, nodi in soprannumero
presenti in I,',, anche tutti quei nodi che la distribuzione regolarve nei punti /4
spinge necessariamente verso destra.

Denotiamo con gy, ga, ..., 0s, i nodi g € I, numerati a partive da n, verso si-
nistra; con o, ampiezza dell’«intervallo pieno »; con g, @z, ...y Q¢ --.i Nodi g
numerati da n, verso sinistra.
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N ’ . . . -
Se & 1< g, risulta evidentemente verificato g,= o;.

\ U . - - . .
Se ¢tz o, sia 0, €J,y, o, 1o z-esimo nodo in J, -, contato da destra verso
sinigtra. Risulta

_ —(v—1)
0 < — 2 Juw—2 -+ 1,
w=1
—{v—1}
t< A zjh,w —IL < + 2 '%_ 1’7’”
w1

0:= ny— 0y — (t— o) 4 —1;4 ,
e per avere g, = Q_l basta che sia
GZu/(l—4) +2 + (8 + DH1—4),
ed essendo 1 <<z <j,o <j,, basta che sia
(5.11) G2 %/ —A) 4+ B + A1 —4).

Cosi operando, si ottiene « vuoto» di nodi p un intervallo ((1-—6)97,,,,
(1—0)n, -+ o), la cui ampiezza o, non supera §,/4 . Poiché in questo inter-
vallo & A(z) > 1, si possono introdurre nuovi nodi nei posti #/4, con (1 — 0)n,<<
<rfd< (1—0)n, + o, e il prodotto JA(e) risulta ulteriormente aumentato.

Introducendo nuovi nodi ¢-—1/2 negli intervalli unitari privi di nodi p,
si pud ampliare P«intervallo pieno» fino ad avere

r

o = (% + )1 —4),
che verifica (5.11) per 7= hy({j,}, 4).
5.8.5. — Sistemazione dei modi nell’intervallo (0, (1— 0)n,).

Negli intervalli (1 - 0)n, << 2 << (1 — 0)%4y, 1 nodi p sono gid nei punti
r/A (r intero). In ciascun I,k <C h, si procede come per k>h: si otterrd «vuoto»
di nodi p Vintervallo (1— O)n, <o <(1— O)n;, + 2(1 — A)j,; gli eventuali v,
(< ;) nodi in soprannumero in I, e i nodi, al pitt [24(1 — A)ji] + 1 < §s, che
nella nuova disposizione non trovino posto entro I, si collocheranno sovrap-

posti in (1 —+ O)ny .

11 lemma risulta cosi dimostrato.
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§ 6. - La dimostrazione del lemma principale.

6.1. - Un lemma di collegamento fra somme e integrali.

Lemma. Sia fz) >0, definita nell'intervallo o <a <f e ivi monotona;
sta 4 > 0. Posto

8
Loy f) = [ f(w) da, S(e, B =Y f(& + njd)

o aSEtndSp
con n intero relativo, risulia

Sa, p) = A-I(er, By + y-1(B) ly <1
se f(x) ¢ monotona non decrescente;

S(et, f) = A-I(er, B) + y-f(2), v <1
se f(z) ¢ monotona non crescente.

Dimostrazione. Le due relazioni si dimostrano in maniera analoga:
qui dimostriamo la prima. Quando nell’intervallo o < @ < non sia contenuto
alecun valore & + nf4, detta relazione & vera, poiché si ha

Sle, ) = 0, f—a<lfd,
Lo, f) < (B—a)f(P)<[(P)i4,

e quindi risulta 0 = 4-I(e, ) + y-f(B), |7 |<1. Quando in a<z<p siano
contenuti valori & + n/4, denotiamoli con &, &, ..., &, . Dalle disugnaglianze

Iy, &) <fENA<I(E, &)

(nella parte a sinistra e nella parte a destra rispettivamente sono esclusi i valori
7 =1 e r = N dell’indice, che vanno considerati a parte), si deduce

8oy p)/ A <&, &) + [B)A < I, ) + f(B)]4,
S, BlAdz e, p)— &y, B = Loy, p)— (B4,

e segue l’asserto.
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Osservazione. I evidente che per f(#)< 0 monotona, valgono le
relazioni analoghe:

Slet, B) == Al(e, ) + v fle) se f(x) & non decrescente,
Sle, f) == AL(z, B) + v f(B) se f(a) ¢ non crescente,

con {y !<1

6.2, - 11 procedimento dimostrativo del lemuma principale.

Per dimostrare il Lemma principale (n. 3.8) si tratta di stabilive una valuta-
zione dal disopra del rapporto i g(m)[g(m) f relativo alla funzione intera g(z)
avente come zeri i nodi ¢ della successione costruita nel §4. Il lemama stabilito
del § 5 fornisce una successione { g}m di nodi p, i quali, interpretati come zeri
nella funzione intera g(z; m) = J[(1 — 2%/p*), conducono al prodotto T[A(o) che,

4 e
per il modo come ¢ stato costuito il sistema dei nodi p, verifica la disuguaglianza

g(m)
‘.(;(ﬂ’h)

] (/(m ;om)

T 7o) = g 5:-%

| g(ny; Gn,: m)

ci basterd pertanto stabilive una ma-ggiora»zione del prodotto T]4(o)-
e

Verrd presa in considerazione espressione

log TTA(e) = 3 log i(p) == z A(p) == z log
[ e

- e, sfruttando la regolarith di distribuzione dei nodi p (fatta eccezione per gli
intervalli segnalati nel Lemma del § 5), si applichera il lemma di collegamento
fra somme e integrali, con le opportune modificazioni dovute alla presenza dei
tratti eccezionali.

6.3. - La dimestrazione nel caso n, <m < (1 +6) ny,.

6.3.1. — Poniamo
Siyle, f) = 3 A(r4) (0 < 4<1; r>0 intero),

asrldsp

Sy, f)y =3 A(r +1/2),

asSr+1258
Al B) = z Ao) ,

s=g=f

. B
I, B) = f A(x) dw

o
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(in 8, si tiene conto anche della presenza degli «intervalli pieni», degli «in-
tervalli vuoti» e delle « sovrapposizioni» secondo il Lemma del § 5).
Un semplice calcolo mostra che &

(m + B)(m — «)

(m — B)(m + o)

(11n — By + @)

(" -+ By — @)

(6.1) I(ey, B) = mlog

i

-+ n, log

mr— g g — ot
+ﬂ10g m focl()g m 5
e risulta
(6.2) I(0, 4 co0)==0.

N . . N ! ¢ . "
Consideriamo la sequenza di numeri: 0, 7, — Ty T — 172, 0y, + 1/2, 0, + 15,

i
m— 5;.’, m—1/2, m +1/2, m -+ C;:, e 1 seguenti intervalli non sovrapponentisi
U ' " ., " "
(0, 1 —73), (M — T3y My —1/2), (1 + 1/2, , + Tu)y (M =+ Ty m— &), (m— &,
n
m—1/2), (m +1/2, m + ), (m + ‘:Z: + ©0).

Allora si ha, per il lemma del n. 6.1,
8500, + co) < 4 {20, m— %) Ll —1,, m—1/2) +
4+ I(n, +-1/2, 0, + ’E’Z) -+ I(n, -+ r;:, M — 5;:) -+ I(m— 5;:, m~—1/2) +
+I(m 102, m + 5) +Iim + £, + o0) }+ S,
dove si & posto
S0 =Alm—1,) + A —1/2) + A(n, +1/2) + A(ny + 72) —
— A (m— &) — A(m—1/2) — A(m + 1-/2)~—/1(m + &,
e da (6.2) segue
840, 4 00) S — A+ { I —1[2, my +1/2) + I(m—1/2, m +1/2)} + 3.

Tenendo conto della presenza degli «intervalli pieni», degli «intervalli
vuoti» e delle « sovrapposizioni» di nodi, si ottiene per la somma S,(0, -4 co)
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la seguente maggiorazione
840, + 00) < 84(0, + o) +
~+ {S;(n,,— ’L';, y ‘L';:) — S:,(’)Zq, - T;',, ny— 1/2) — SlA(‘nh + 12, m + TZ) }”"
2—{8:,(717,-— £, m—1/2) + Sym +1/2, m + &) }—

”“ES( 77’14 (1_0)7%4’7;)'}“21 +z‘37
b kR

i

dovisi & posto

Zl = z A((l - 0)nk + 71:) ’

kR

Se =3 (v + Ay + 1) A(Q + Ony) + 3 v, A -+ O)ny),

k<h k>h

i

e quing

(6.3) z A(p) < (L — NI (wy— r,'w Ny, r;:) — AI(m — f;:, m - é‘;:) —
0Q<+m

—I(nhm]/g ny +1/2) — A3 (1 — Oy, (1 — O, + i) +

k=h

dove Y, }2 hanno il significato gid detto e
|
i ' 1 , "
28 = 3 —1/2) + 3A(my + 1/2) + Ay —17,) -+ Ay + 1) —
i
i ¢ . B . Ie i ) i
—24(m—1/2) —2A(m + 1/2) — A(m— &) — A(m + ).
Quando si bensi la successione {%h} abbastanza diradata, in modo che
per essa risulting verificate le ipotesi n,—y /1, — 0, (3.5), (3.6) del lemma, si puod
serivere in luog‘q di (6.3) la seguente maggiorazione di > /A(p)

| 0
|

(6.3)' 2 AQ) < (L— DIy~ Ty My + 70) — AL(m— Eay m -+ o) + T,

dove T, = O(log m),

I1 passaggio da (6 3) a (6.3) viene eseguito nel n. 6.3.2. seguente.
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6.3.2. — Valutazione di T, .

Un semplice calcolo fornisce

(6.4) I(ny —1/2, ny +1/2) = O(log (m— n,)) = O(log n,) ,
(6.5) >3 = 0(log (m — m,)) = O(log n,,) . '

Valutiamo El -+ .. Tenendo conto dell’andamento della funzione /1(4 s:
== log A(z), si ha /

A(1 — 0)n,) }'"“

H
i

21 + Zz < Z (v + A?;, + 2)/1((1 + 0)‘”'7.«,) “+ Z (v -+ 1)

kE<h k>h

= A; -+ 4,.

Per k< h, posto m = (1 -~ p)n,, risulta

7

=0
NM

(1 + 6)*n

+ u)? "h}»— o8 {1 —u _H) 7}

A{@ + O)n) =21og (1 + ) + log {1 —a

2
h s=0

( ny 2 i g
<Zlog(d ‘“‘0)”;’0"(0).72 2o [ ] ? /

f%s

con ¢,(0) costante positiva. Essendo

s

©
( . }< z { (] '%“ 0)2”h—1/”hi 2 conver-

]
=

gente, anche Y { } converge, e diciamone S(%) la somma; poiché Lh—l/ 7y, —> 0,
S—O r
S(h) si mantiene limitata al crescere di b, e sia S(h) < 8. Ne segu

/
i

A((l + 0)"7:) <21og (@ + 0) + i(0)(np—y/7:)* < €o(0) /

4, = O(Z (n + 1)) .

k<h

e quindi

Essendo j; = 2(1 — A)j, (per il Lemma al § 5), per (3.5) eﬁgé.G) risulta

(6.6) A, =03 (v + ) = O(log ny,) .

k<h

Per k > 1 si ha analogamente

| A((1— 0)m) | < es(0) - ”-: z[nj \03<a)::z[_@,]e;

e §=0 [ Mh+1
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1a serie Z (Maf1y+1)2 & convergente, e la sua somma S'(h) si mantiene limitata al
crescere di k. Si ha pertanto

K | A — O)ne) | < eal O/,
| e risulta

k>N

1(6.7) A, < eg(0)- 02 S (v + 1)/md = O log my)
ver (3.5). Da (6.6) e (6.7) segue

{6.8) Sk > = 0(log ny) .

i
Diamo ora una valutazione della somma di integrali > J((1— 0)mny,

| . E#h
%].—G)Knk - h) Tenendo presente I'andamento di /I(x), & evidente che per
E<h si ha

I((L— O)gy (L— O)my, + 3i) < JadA((1 =+ O)n,) < el 0 < 2x(0)y,

eiquindi da (3.5) segue

(6.9) ST < 26(0) 2 G = O (log )

| E<h [ 23
Per k>h ¢

LI((1 — O)mey (1—O)my + i) < @ —0mg) |,

A((1— O [ < ealO)mfng, G = 201 — A)ji < 2,

i

e pertanto,

I [ <200 3 (Gufma)

E>h k>h

e da (3.6) yﬁsegue

(6.10) S I(...) | = O(log m,) -

Per (6.9) e (6.10) risulta

(611) |5 2((1— Oy, (1 — Oy +32) | = Olog m)

Ll

Le valutazioni contenute in (6.4), (6.5), (6.8), (6.11) giustificano il passaggio
da (6.3) a (6.3)".
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6.3.3. ~ Valutazione di due iniegrali.

Prendiamo in esame (6.3)' e procediamo alla valutazione dei due integrali |

! , " 1" Lo - H
I(— 1, M +7,), I(m— &, m -+ £,) che figurano nel secondo membro, |
’ Vi uoon . . .

tenendo presente che 7,, 7,, &, {, possono assumere espressioni diverse a se- |
conda che sia n,<<m <, + K- (v, -+ ) oppure n, + K-(v, + ) <<m <
< (1 4+ Oy, con K >4/(1—A).

10)  Si consideri I(n,— 1,, n, - 1:;:). Riprenderendo le notazioni usat
nel Lemma del § 5, ¢ posto m = (1 )y, " == (1w, (A(m") = 1),

si ha

" . !

’ - 1 o ” i !
T =0y T, == min{m’ —u, o, },
e precisamente

m'—ay = u'n,  per 0<u< K- (v, - i)/,
T, ==
n

Oy, per  K-(v, 4+ )< < 0.
Applicando (6.1) si ottiene (omettiamo gli indici h)

1.
2) I(n—1', n+1")

. . " o - . .
20)  Consideriamo ora I(m— &, m + 4,;,). Con le notazioni usate nel
§ 5, si ha ’

m-—m" = (g—pu"yn, per 0< u < I (v, - fo)jn,
Sy =

o= 20— A +5/4 per  K-(v +j)jm<p<0,

]

o=y = 200—"A)jy + 5[4 .
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In dipendenza del valore di m si avrd quindi da (6.1) 'uno o P’altro dei se-
guenti integrali:

. j* j*
(618) = Itm', m 4+ %) = |2 + 20+ |log|2 424 + —] —

— @ +ptp")log (2 +pu+p')— {2 i+ ! ] log [(2 e+ Z—} (2 " og(2 +u")+

j* e B AT log
+(u—p")log (p—p") — | 1+ {{} log | 1+ ~} + wlog; 4" log u" +0 ,

i K12

1 ' j*
(6.14) ~I(m—j¥% m +j%) = [2 +2u + 7—]10{;‘ [2 + 2 4! }—

7* 7* 7* g (A logn
+ {,u—;] log [;p—;}—— [,u + };] log [,u, -+ ;] + 2 —log -+ 0 ]
{Per brevita si sono tralasciati gli indiei 2).
6.8.4. — Maggiorazione della somma > A(g) .

10y  Sia 1/n, <pu < K- (v + ju)y, con K >4/1—4).

L’espressione che figura nel secondo membro di (6.3)' richiede in questo
caso la valutazione della seguente espressione integrale: (1 — A)I(n, ——a,i,
m"y— AI(m", m +7','?'). Tenendo conto di (6.12) e (6.13), si trova

o' a ¢ o
= (1—4) { [/«6 + ;J log [M - TLJ—(#—M”) log (u—p'")— —1log }~

;;____MII 10g /L”
— 4 {(M — ") log (u—u')— [,u + 7—);] log [u + %} + 7; log 7; + u' log #”}+

o' 4+ logn
+ 0 [;“ -+ ___‘1“___3__’_} ’

(tjma) { I(ny— oy, m") — AI(m", m + §7) }

n
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e di qui segue

1 0')/ -+ log ny ¥+ Jn -+ logay,
5 — > Ao)=0|p + "] =0 | ——"———
(6.15) o % (o) . 0 o

. . . !
quando si tenga presente che per ’espressione di o, (assegnata dal Lemma al
§ 5) risulta

oy = (v + )L — A) < (0, + f)/1— 4).

20)  Bia - (vp + fa)fra<<pn<0 (K >4/(1—4).

Llespressione integrale nel secondo membro di (6.3)" assume in questo caso-
la forma: (1— MI(n,— oy, n, + ) — AI(m— %, m - §*). Usando (6.12)
e (6.14), dopo aleuni caleoli, si perviene al risultato seguente, nel quale po-
niamo m— i, = u{= umn,) e sostituiamo a o’,’, e aj; le'loro espressioni date dal
Lemma del § 5,

' " . ‘o + log

—Y Alg) = (1 ——A){ZIU L% log -+ %LAZ—Llogl} :—O[G ‘ Gn 0*’”’} -

1 u

= - {(1,' -+ j) log (v +9) log — 441 — 4)f log -} 4
L0 v -+ 9" 4§ + logn
n !
da cui segue (essendo v, - v, = y, < v)
, v+ T - log oy,

(6.16) —2/1 ﬁﬁlgmwc(g) Jin g g_%o{zh b+ log ,]

h [ 7h, n’h

con ¢(d) =21 — A)A +24). (Risulta 0 < c(d) < 9/4; 9/4 = ¢(1/4)) .

Osservazione. ILa (6.15) mostra che si pud ritenere valida (6.16)
anche per 1/n, <u < K- (v, + fu)/n .
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6.3.5. — Maggiorazione del rapporto }5(771)/&()‘1,,‘) ;

Risulta, per la (6.16),

< exp {L log = +2(1— A)(1 + 24)j,log = + Ofv, + ju + log »m}

& Ia

‘e il lemma principale risulta cosi dimostrato nel caso n, < m << (1 - ) .

(1]

(2]

[3]

[4]

(5]

(6]

[7]

(8]

6.4. - La dimostrazione nel caso (1— 0)n;, < m <ny.

Con proecedimento analogo a quello seguito nel precedente n. 6.3, si per-
viene alla stessa espressione maggiorante del rapporto f glm)fg(ny) }
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@li autori dichiarano che, yualora si debba distinguere il contri-

buto apportato da eiascuno di essi al presente lavoro, i §§ 1, 2, 8, contenenti lo scopo e i
risultati delia ricerca, non possono essere suddivisi per l'attribuzione. Dei rimanenti
§§ 4, 5, 6:11 § 4 e il § 6 sono prevalentemente dovuti a F. Sxor, il § 5 prevalentemente a
L. Tanzi CATTABIANCHI.



