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GrusepPE VAROLT (%)

Sulle funzioni esponenziale e circolari, di passo 7,

nel Caleolo delle differenze finite. (*9)

1. - Introduzione.

Nelle applicazioni della Matematica spesso le grandezze a cui i problemi
fanno riferimento variano nel discreto. In questi casi, anziché introdurre ipo-
tesi pilt 0 meno valide per ridurre i problemi al continuo e poter utilizzare gli
strumenti del calcolo infinitesimale, & spesso pitt conforme alla natura stessa
dei problemi far ricorso al Calecolo delle differenze finite.

Sotto questo punto di vista ci sembra pertanto non privo di interesse ar-
gomento trattato in questa Nota, argomento che non ci risulta sia stato finora
considerato.

2. = Premessa.

Poniamo
@) Aoy f@) = fl& + B) — f(a),
! v 4+ ) — f(a)
@ Ry fla) = i Aoy @) = f(im——lhiv— ,

e chiamiamo passo U'ineremento & e operatore incrementale di passo h 1’operatore
R, di formazione del rapporto inecrementale.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Finanziaria, Universit, Bologna, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca n. 40 del Co-
mitato per la Matematica del C.N.R., per I'anno accademico 1963-64. — Ricevuto il
30-V-1964.
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202 G. VAROLI [23

Diremo potenza n-esima di passo h, e la rappresenteremo con 2™ " il noto
prodotto

(3) 2 = p(e — )z — 2h) ... (& —(n — 1)h) (n=1, 2, 3,...).
iD)

7

lma™? = o™’ =0
h—=0

e per convenzione

2P =1

Applicando successivamente s volte I'operatore (2) a (3) si ottiene

7t g In per s =1, 2, .., n—1
R, 2" = { 2"t =mn! per s =
o = 3} b )
0 per 8 =un +1, n +2, ..,

ciod nei confronti di (3) Poperatore (2) si comporta nello stesso modo dell’ope-
ratore d/dz nei confronti di zn. '

Relativamente alla potenza n-esima di passo % di un binomio vale la nota
formula di VANDERMONDE:

2o . .
((I}' -+ :Z/)n:h — z (S> J;("”S)!h ys,h .

50

3. - Funzione esponenziale di passe h.

(4) Ry, a° = a®

(0<a 51);

volendo che sia

%) R
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con o costante qualsiasi, deve prendersi
a = (1 -+ al)™ ={(1 + ah)=*}* (—1<h=0).
Poniamo
Cogy = (1 -+ o)t

e diciamo

(6) e == (1 -+ ah)™™
funzione esponenziale di passo h ¢ base a = cg,, .
Risulta
(7) Hm efZ) == { Hm (1 + o)} = ¢
(ah) - T i ’
h->0 h—0
/3
(8) R, €y =l -+ b)) = o Clam 2

cioé nei confronti di (6) I’operatore (2) si comporta nello stesso modo dell’opera-
tore d/dx nei confronti di e**.

3.2. — Se, in particolare, nella (5) si pone o« =1, risulta

a = (1 + h)'* (—1<h 5£0)
e la (6) diviene (%)
(6) e = (L B)M
(*) Si pud osservare che per — co<< << - oo risulta
87m>0, e(()h) =1,
d . » log (1 -+ &) dz . = |log(l + h)]2
ap T T > 0, T m =fw || > 0,
lim ey = + oo, lim c’f;‘, = 0.
Z->+ ® LD e 0O

Dungque la (6'), al variare del passo h (-— 1 <<h 5£ 0), rappresenta una famiglia di curve
che hanno andamenti del tutto analoghi a quello di ex.
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Chiamiamo la (6’) funzione esponenziale naturale di passo h (?).

3.3. ~ Sviluppando (6) in serie di potenze (serie binomiale), si ha

@ (w]h
®) (1 -+ (Z]lr)x/h = Z( " > o hr,

n=0

1
convergente per 0 < | k| < [——[ e per qualunque .
o

Tenendo conto di (3), risulta

afh 1z P ol _ | S
( ) = z(rl)(r 2) (_77“ ("“”) =it

quindi la (9) diviene

=

' ; 1 .
(9") (1 -+ oh)® = z — ot g,

n=49 n !

3.4. — Da (9'), per « ==1, si ottiene

©
i

9) (L4 nyh =3 L g O<|r|<1).

o !

Chiamiamo la (9") serie esponenziale di passo h, infatti da essa, passando al
limite per % — 0, si ottiene

() I interessante notare I'analogia che presenta la legge di capitalizzazione com-
posta esponenziale
(1 + a)

(7 = tasso di interesse, { = tempo), valida anche per — 1 < <0, secondo un’estensione
considerata in un nostro precedente lavoro (cfr. G. Varori, Sull’introduzione e il signifi-
cato di «tusso negativo » in Malematica Finanziaria, Pubblicazione n. 2 dell’Istituto di
Matematica IMinanziaria dell'Universitd di Bologna, 1960), con la (6'), ove si consideri
h =i e genericamente z/h =1.
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4. - Funzioni circelari di passo h.

4.1. ~ Diciamo rispettivamente seno, coseno, tangente, di passo h, le funzioni
cosi definite:

1 : @ s 2z,
(10) sen,» = 5{(1 4 ) — (1 — i)}

(™

1 - i
(11) cosqyt = 5 { (1 + i)™ + (1 — k)™ ],

seng,w 1 (1 4 th)Er — (1 — ih)en
(12) tg® = = o ; : ’
cosgyw 1 (1 4 iRy - (1 — {R)=h

(0<|h]|<1, ¢ = unith immaginaria).
Da (10), tenendo conto di (7) con « = 1, segue

eia: —— g—ix

lim sen,, & = P = Sen « ,
h>0
ed analogamente da (11), (12):
lim cos,, o = cos @, limtg, & =tgw.

h~>0 h—0

Nei confronti di (10), (11) Poperatore (2) si comporta nello stesso modo del-
Poperatore d/dx nei confronti di senz e cosw .
Infatti, tenendo conto di (8), risulta

1 o N
Ry SeDgy @ = o { Rgy(1 + k)™ — Ry, (1 — ih)*} =
(13)
1
= 5%{ YL 4 ih)™ 4 (1 — iR)™ } = coSyym

ed analogamente

(14) Ry, €08y @ == — sen, o.
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Per quanto riguarda invece (12) risulta:

Ry, t8, 2 = R

sengyz 1 | sengy(w -+ b)  sengyx
® cosgyw k| cosgy(w + k) cosgym

(15)

_ COSgy 2 (Sengy & +- F oSy, ) — seng, © (C0sg, & — h seng, »)
- 1

h cosg, x- o8y, (@ + ).

2 2
SeNgy &+ CO8ey &

€0Sqy %+ €08qy (@ + h)’

tenendo conto che & (3)
1
sen,, (@ 4+ h) = ‘)—L{ a -+ fih)(ac-%-h)/h -1 - ,I:h)(zﬁ-h)/h} —
1 . ol e -~
(16) = 2—7‘{ @ -+ zlb)zlh — (1 —ih) 13 + ?,72,[(1 -+ k) s 11— iR ,h] } _
= sen,, # -+ h cos, @,

1 ‘
oS, (@ + h) = 5{ (L 4 dR)=H0 L (1 — p)ermin ) —

(17) :é{u~+mvm+(1-wmm-%M[a—%mwm—wi—imwﬂ}:

= €08, & — h sen,, .
E poi
(18) sen’, @ -+ cos?, x = (1 + h2)**

quindi la (15) assume anche la forma

(1 -+ h2)n
COSgy T+ COSyy (% + B)

(15) Ry tggy v =

(6]

(®) Le (16), (17), dimostrate qui direttamente, non sono che un caso particolare delle

(26), essendo gengy,) h = Ik, cospy bo=1.
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Poiche

§ . lim ax
Hm (1 -+ A3 =) lim (1 + a0 =" =1,
b0 -0

la (18), per & — @, diviene

sen?x -+ cos?y =1

‘ PN - .od
e il secondo membro della (15') risulta 1/cos}, @, cioé proprio e tgx.
ax
Si pud notare che vale anche la relazione

(1 - h2)a
) = 1

2
COS,, @ e
+ tgfh) &

s

che si dimostra facilmente tenendo conto della (18).

4.2. ~ In base alle definizioni (10), (11), (12) & facile vedere che risulta

Sel—p (— @) = — selg, &
(19) COSpy (— &) =  €OSpy @
tg_(—m (— &) = — gy,

e cambiando nelle (19) il passo » in — % si ottiene

selg, (— &) = — sen_y, @
(20) A COSy (— @) =  COSpy @
tgm (— @) = —tgw .
Risulta pure
sen, (— @) == — (1 4+ h2)- sen,,
(21) 08y, (— @) = (1 + h¥)~** cos,,

tg (— @) =—1tg, o
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e, dal confronto fra le (20), (21),

sen_,, & == (1 + h*)~*/* gen,
(22) COS_py @ = (1 + h*)=* cos,, @

tg_pv =tg,o

8i pud notare che tg,, #, per ultima delle (21), risulta funzione dispari
delta x e, per Pultima delle (22), funzione pari del passo h.

4.3. — Tenendo conto di (9') risulta

(1 -+ dh)ein — (1 —zh)”lh 1 ’: < 1

T
3 oy = 3 = %)"w’”]:

Selyy & = 29 T2 | St
(23)
i (=b" TR 0 < ’h{<1)
S G+ D1
ed analogamente
(24) San © Z (0 << I h I <1).

Dalle definizioni (10), (11) segue la relazione
(25) COSy, & -+ 4 sen, @ = (1 -+ ik)%/*,

che si pud chiamare formule di Ewlero per le funzioni ecircolari di passo &,
in quanto, tenendo conto di (7), da essa, per h — 0, si ottiene

coS o -- 1 sen x == ¢'=,

4.4. — Per le funzioni circolari di passo % valgono formule di addizione in
tutto identiche a quelle delle funzioni circolari:

Selly, (@~ ¥) = Sen, £+ C08,, ¥ — Sell, ¥ oSy, &
J €080, (@ + ¥) = COSy, &+ €08y, ¥ — Sel, ¥ sen,, ¥

o > + tgm Yy

to. x -1 =S
S (@ +y) U—tggp, o t8u ¥ ’
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la cui dimostrazione non presenta alcuna difficolti.
Dalle (26), applicando le (21), si deducono subito le formule di sotirazione:
[« , s 2y—vfh qe '
seng, (@ —¥) = (1 + h) 7" (sen,, @ €08, ¥ — seng, ¥+ cos,, @)
—¥%n - !
€08y (@ —y) = (1 - k)" (c0s,,, €084,y + Sen,, z-sen,, ¥)

8y © ~ 1 Yy

1 4 gy o t8m

tgy (2 —y) =

Dalle (26) si ottengono poi in modo immediato le formule di duplicazione:

sen, 2@ == 2 sen,, &'+ CoS,, &
€08, 22 == cos> & — sen’ w
(28) J ) (h) )
21 x
te 9 — __..g_g_‘_)_._
D(RY 4 2 .
L 1 —tgg @

4.5. — Formule generali di moltiplicazione si possono poi dedurre da (25).
Infatti, essendo m un intero >0, si ottiene

(29) (COSy, @ + 1 sen,, @)™ = (1 + ih)m=
ed \ianche, cambiando in (25) # in ma:
(30) V €08, M + 4 sen,, ma = (1 + ih)™h
Da (29), (30), per confronto, segue la relazione
(31) (cos, @ + @ sen,, &)™ = cos,, mx + ¢ sen,, mx ,

che pud chiamarsi formula di De Moivre perle funzioni circolari di passo h.

21



210 G. VAROLI [103

Da (31) discendono facilmente le formule generali di moltiplicazione che,
formalmente, sono in tutto identiche a quelle per le funzioni circolari, e preci-
samente:

(/2] n .
(32) cosy, Mz = » (—1)° <%) cosn® a - seng,, @,
“ 2s
[emd biz] s+1| ™ m—2s+1 251
(33) seng, ma = > (= 1) ) eosg @ - senklaw,
Se=1

con [m/2] massimo intero contenuto in m/2 .
Da (32), (33), per m =2, si ottengono ovviamente le (28) ().

(4) Considerazioni e sviluppi analoghi a quelli delle funzioni circolari di passo k
si possono fare per le funzioni iperboliche di passo h: senhg, z, coshy,x, tghgy, », cosl
definite:

{1 4 B (1 — W),

(SR

1
senhg, & = 5 {(1 + Byt — (1 — h)rlh} s coshy, z =

senhgy, = (1 4+ h)ysl — (1 — )it
coshgy, = T - Ry - (1 — heln

tghyy 2 =



