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CarLo SI1LLI1 (%)

Studio sul punto materiale orientato. (**)

1. - Introduzione.

U. C1s0T171 in una sua Nota [1] (1), prendendo spunto da una considerazione
fatta da P. Apprry [2], definisce il punto materiale orientato come limite di
un corpo rigido sferico omogeneo al tendere a zero del suo raggio e ne studia
alcune proprieta. Egli in sostanza ammette che durante il moto il punto mate-
riale possa anche ruotare su sé stesso cambiando orientazione. In questo modo
distingue il punto materiale orientato (caratterizzato oltre che dalla sna posi-
zione e massa dal momento d’inerzia rispetto a un asse) dall’ordinario punto
materiale della meccanica che & caratterizzato solamente dalla sua massa e
dalla sua posizione.

Anche G. Gorusso in un suo lavoro [3], rignardante i problemi con massa
variabile in meccanica classica, accenna a questo concetto sia pure in forma
in parte diversa.

Rileggendo questi lavori di C1soTTr e GoTUsso e un lavoro di T. MANA-
CORDA [4] sul moto di un corpo di massa variabile in meccanica classica mi &
parso interessante introdurre il punto materiale orientato come limite di un
corpo rigido di massa variabile che, per espulsione di materia, si contrae at-
torno al suo centro di massa senza che la massa stessa tenda a zero, non facendo
pero nello studio, e in particolar modo nella sua prima parte, alcuna ipotesi
restrittiva sulla struttura geometrica del corpo stesso e mai alcuna ipotesi
restrittiva sulla sua densita.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematiche Applicate, Facolta di Ingegneria, Univer-
sitd, Pisa, Italia.
(**) Ricevuto il 17-1V-1964.
(*) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta al termine
pel lavoro.
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Scopo dunque del presente lavoro ¢ quello di dedurre uno schema di punto
materiale orientato da quello di eorpo rigido con massa variabile determinan-
done la sua direzione associata.

2. - Posizione del problema.

La seconda equazione cardinale della dinamica per un -corpo rigido S, con
massa variabile, con centro di riduzione dei mornenti nel centro di massa ¢
e col momento M, delle forze esterne indipendente dalle forze di distacco iden-
ticamente nullo, ¢ [4]:

1) 0,0 + WA G0 =~ l,,
con ¢, omografia d’inerzia del sistema riferita a ¢ e data da:

0 == [ o[(P— @) AJ a5,

s

e u, dato da [4]

1 R
p, =lim— | o(P— G) A (v— P) ds,

con P velocitd del punto P prima del distacco e v velocitd immediatamente dopo
il distacco.

i pud quindi osservare che il momento g, ¢ legato alla legge con cui la massa
viene espulsa da S nell’intervallo di tempo (0, 1) in cui noi supponiamo che
avvenga la contrazione del corpo S attorno al suo centro di massa.

Rimanendo, nella prima parte del nostro studio, nelle ipotesi pitt generali
sulla forma del corpo S e sulla sua densitd, supponendo perd che durante il
processo di espulsione di materia la terna principale centrale di inerzia del
corpo non cambi di orientamento col tempo nel corpo, ci proponiamo di studiare,
subordinatamente all’ipotesi che g, abbia direzione fissa nel corpo, se per il corpo
S di massa variabile ci possano essere delle rotazioni di direzione fissa nel corpo
e nello spazio e di modulo eventualmente variabile e quali condizioni queste
rotazioni richiedano sul momento g, e sugli elementi d’inerzia durante il pro-
cesso di espulsione di materia e al limite quando, avendo fatto tendere a zero
i momenti d’inerzia, senza che la massa tenda a zero, si ottiene uno schema di
punto materiale orientato.
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Successivamente, lavorando in modo analogo a CISOTTI [1]; e non facendo
alcuna ipotesi su w, supponendo cio¢ che i tre momenti d’inerzia siano uguali
fra di loro in ogni istante, ¢i proponiamo di studiare il comportamento del
vettore e stesso, nel corpo e nello spazio, sotto ipotesi diverse per il suo valore
iniziale, durante il processo di espulsione di materia e al limite quando gli ele-
menti d’inerzia tendono a zero.

3. - Caso di g, di direzione invariabile in § e della rotazione uniforme.

a) Facciamo Vipotesi che il momento g, abbia direzione fissa nel COrpo,
che sia cioé dato da

By == [tg U,
con u versore solidale con , e inoltre che la terna principale centrale di inerzia
non cambi orientamento col tempo durante il processo di contrazione di &
attorno a G.
Se il moto & una rotazione uniforme dovrd essere:
@ =0,

In conseguenza proiettando la (1) sulla terna principale si ha:

() (B—0Ogr =p,, (C—Ayp =y, (4—B)pq=np,,

p=owu, g =op, r=oyp,

e-con «, f3, ¥ e w costanti.
Supponiamo innanzi tutto che sia 4 = B == C; dalle (2) si ricava allora che
affinché si abbiano rotazioni uniformi i rapporti

s
(3) fe = O, s T = Cs, — = O,

B—-C 4—B

devono risultare costanti, i1 valore di (), essendo determinato dal valore di co.
Viceversa, supposte valide le (3), andiamo a vedere se esistono determina-
zioni costanti di p, g, 7 che soddisfano la (1).

17*
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Si avra:

gr =01, rp =0, pg=20C.

Ora una almeno delle tre costanti deve essere diversa da zero; sia tale, per
esempio, C;. Si ha
g=0, r=0/¢q#0,
da cui

plg = Cs/Cr,  pq == Cy.
Se anche C, ¢ diversa da zero, anche C; sard tale e si ha:

3 0,0,
(4) ¢ ==

Affinché quest’ultima ammetta soluzioni reali & necessario che sia:

C,0, C—4 pe p.
5 = T,
(5) O, 4—BB—Cp,

Se, ad esempio, si sono scelti gli assi in modo che risulti, durante il processo
. : \ . . altz
di espulsione, 4 <C B<C € ¢ necessario che sia Bl 5 0.

My

Soddisfatta la () si ottengono per ¢ due determinazioni, una positiva ¢ una
negativa, ¢ = + ¢,. In conseguenza si ottiene per le determinazioni costanti
dip e r:

p =+ (0o, 7 = Ci/q,-

I chiaro che la indeterminazione del segno corrisponde a due vettori diret-
tamente opposti e non ha quindi alcun interesse.

Sia ora C, == 0, se ne ricava p == 0 e quindi la condizione necessaria ¢; == 0.
Questo equivale a porre u =i e quindi a supporre g, parallelo a un asse prin-
cipale.

b) Sempre nelle ipotesi dichiarate supponiamo dunque che il momento
. sia parallelo a un asse principale, ad esempio sia:

B == g b,

dove, senza lederve le generalitd del problema, possiamo supporre u > 0.
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Si ha dalla (2) in questo caso

(B—O)qr =gy, 1p =0, pg =0,
da cui:
p:—:o, q:léo: 7"7&0’

e anche:

; . Hg
=0 2 R 2002 .
* ’ B 4 ! By (B — )2t

Dalle precedenti si ricava che affinché la rotazione risulti uniforme, durante
il processo di espulsione, attorno a un asse principale, il rapporto:

16/(B — ©)
deve risultare costante. Inoltre la rotazione stessa deve avvenire attorno a un

asse ortogonale al vettore g, di coseni direttori § e y essendo p* e 2 le radici
dell’equazione di secondo grado

con

e il vettore w giace quindi su una delle due bisettrici degli assi ¥ e 2.
¢) Sia ora, sempre nelle ipotesi di cui al punto a):

A =B=%(.
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Se vogliamo che il moto sia una rotazione uniforme dovra essere, per le (2),
M, =0, e si pud anche assumere g, ==0. Si oftiene percid:

p =0, rg #£06,

e da questa si ha ancora (come al punto b)):

M 2 | 2 -
o Oy /))’}) == (B g ﬁ“ -t '\/“ = 1 .

— O)w?’

Invece se il momento yu, ¢ parallelo all’asse di simmetria non si pud soddi-
sfarve alla terza delle (2) con valori finiti di p e q.

Se ne ha quindi che le relazioni (3), e quindi le condizioni che ne discendono
per le componenti di e, per g e per 1 tre momenti d’inerzia, sono caratteristiche
delle rotazioni uniformi attorno a un asse di direzione fissa durante tutto il
processo di espulsione di materia e al limite quando il corpo si contrae in un
punto, pur rimanendo di massa non nulla.

Se le equazioni (3) continuano a valere anche al tendere a zero dei momenti
d’inerzia, si ottiene uno sehema di punto materiale orientato come limite di
un corpo rigido di massa variabile che per espulsione di materia si contrae at-
torno al suo centro di massa la cui direzione associata ¢ quella determinata dai
tre coseni direttori o, §, ¥ e la cui velocitd di rotazione limite ¢ uguale al valore
costante della velocitd di rotazione che il corpo S ha durante il suo processo di
espulsione di materia.

4, - Caso di w variabile soltanto in modulo.

Ferma restando l'ipotesi del paragrafo precedente che il momento g, abbia
direzione invariabile nel corpo, supponiamo ora che il vettore e, pur mantenendo
fissa la sua direzione durante il processo di espulsione di materia, possa essere
in modulo variabile.

Esaminiamo solo il caso in cui il momento g, sia parallelo a un asse princi-
pale.

Supposto, ad esempio, che detto momento sia parallelo all’asse y della
terna principale si ha per la (1) rispetto a questa terna:

Awo— (B— C)w*fy =0
(6) Bof— (C— A)way =
Cay — (A — B)w*off =0,

con o, f§ e p costanti.
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Dalla prima e dalla terza delle precedenti si ha:

o (B—0)y

w? o

6 (4 — B)xp

w? Cy

E da questa, per £ diverso da zero (2), si hanno per i tre coseni direttori le

due relazioni:

B—-CC

th\')

(8)

-

La prima richiede che Vespressione

B—C_4-B

. e 32
©) 4 ¢ l
sia costante e inolire che sia:
(10 Z-9
(10) B >4,

cioé A > B> C (oppure 4 << B< ().

Supposto che valgano le prime di queste disuguaglianze dalla (8,) si ottiene:

(11) of = hye,
e dalla (8,):
(12) (1 = h2ye + B2 =1,

da cui, per y, si ha la limitazione

(13) | V< T

(*) Per f = 0 si torna al caso studiato nel paragrafo precedente essendo w = 0.

=qopa CHP
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Scelto allora un valore di y soddisfacente a questa limitazione, la (11) for-
nisce il valore corrispondente di o, mentre dalla (12) si ottiene pS.
Soddisfatta la (8;), si ha da una qualunque delle (7) per w:

o _—; c [oN

1
(14) 1 aﬁfB_Adthl,
0

¢ per g, si ha:

- Mg aff? B(A — B)
(1b) i G

— (0 — Aoy .

Se ne ha dunque che nel caso di o non pil costante in modulo, ma di dire-
zione invariabile nel corpo e nello spazio, durante il processo di contrazione di S
attorno al suo centro di massa, se i momenti d’inerzia soddisfano la (9) e la (10),
e inoltre se per i tre coseni direttori sono verificate le (8) e la (13), il modulo
del vettore w e quello del momento g, sono dati rispettivamente dalla (14)
e dalla (15) in funzione dei momenti d’inerzia del sistema e dei tre coseni di-
rettori di w. )

Qualora, dunque, la rotazione sia di direzione invariabile e in modulo non
necessariamente costante e il momento g, sia dato dalla (15), e valgano la (9)
e la (10) per gli elementi di inerzia, le (8) e la (13) per 1 coseni direttori di w, al-
lora facendo tendere a zero i momenti d’inerzia si ottiene ancora, come si cercava,
il punto materiale orientato come limite di un corpo rigido di massa variabile
la cui direzione associata & quella individuata dai tre coseni direttori o, f, ¥
fissa nel corpo e nello spazio.

Osservazione. Si consideri per i tre coseni direttori «, § e ¢ la deter-
minazione: :

Si ha per questa dalle (6):
Bw = He:

e da questa per la velocitdh angolare w:

{

| Ha_
w—fB(t)dt+c.

0
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Se ne ha dunque, in questo caso particolare, lo schema del punto ma-
teriale orientato la cui direzione associata, fissa nel corpo e nello spazio, &
quella stessa del momento u,.

5.-Caso di 4 =B = (.

Lavorando in modo analogo a Cisorri [1] noi supponiamo ora che per il
corpo S sia:
Ad=B=70,
e non facendo alcuna ipotesi sul vettore e ci proponiamo di studiare il sno com-
portamento nel corpo S e nello spazio sotto diverse ipotesi per il suo valore ini-
ziale, durante il processo di espulsione di materia e in particolar modo al limite
quando i momenti d’inerzia tendono a zero senza che la massa stessa tenda a

ZEro.
Dall’equazione di moto (1) si ha in questo caso:

06 @ =—p;

e da questa, per le ipotesi fatte,

(16) ' AG =—p, .
a)  Si abbia ora per u,:

(17) te =— ) 1,

con f(t) funzione continua definita in (0, 7)), estremo destro al piul escluso, ivi
continua ¢ tale che

lim ()

=27

sia determinato e finito.
Il momento d’inerzia A(t) del corpo S al tempo ¢ sia una funzione definita
in (0, 7), ivi continua e tale che

lim A(f) =0 .

=7
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Dalla (16) e dalla (17) si ha:

sy A0
(18) @) =i

Considerata una terna T,(x, ¥, 2) solidale con S principale e centrale di inerzia
dalla (18) si ha: ‘

(18") pP=—, =0, 7=0,
e da queste si ha:

t
" P . () .
(18") p(t) = po -f fu—i)ar, a0 = o, (1) =70
0

Con riferimento ad una terna cartesiana ortogonale T,(2; &, n, {) e fissa
si ha ora per la derivata assoluta del versore i:

di .
(19) Eg == Oy /\ E,
con
(19 Wo =Pot +qof + 1ok .

b)  Supposto che inizialmente w sia parallelo al momento g, si ha, dalla
precedente, per il versore i rispetto alla terna fissa T.(2; &, #, {):

i == costante.

Supposto ora, come risulta lecito per questo risultato, che 'asse @ della
terna mobile coincida con P’asse & della terna fissa, il moto del corpo § al tempo ¢,
neile ipotesi dichiarate per il corpo § stesso e per il momento p,, & una rota-
zione attorno all’asse fisso & con velocita angolare data da

[’
.. )
pit) =po + :i'((f;) dr

0
Risultato questo che, nell’ipotesi particolare fatta per la velocitd angolare
iniziale, si pud dedurre anche dall’osservazione fatta al termine del paragrafo
precedente come caso particolare di un corpo rigido di massa variabile la cui
velocita angolare, durante il processo di espulsione di materia, cambia in module
ma non in direzione.
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Passando al limite per ¢ — 7, per le ipotesi fatte sulle due funzioni f(?)
e A(l) (e supposto che lim p(f) esista) si ottiene il punto materiale orientato
=7

la cui direzione associata ¢ quella del momento g, e la cui velocitd angolare

Iy

limite ¢ data da

lim p(2) .

t—>7

¢) Supposto ora che la velocitdh angolare iniziale w, non sia parallela al
momento g, & sempre possibile scegliere la terna principale Tow, y, 2) di S
in modo che risulti:

4(0) = ¢y 50, 7(0) =0.

Da questa e dalle (18”) si ha per le componenti di co:

&
)
(20) PO =0+ [0 an g =a, =0
A(r)
0

Se le due funzioni f(t) e A(f) sono tali da rendere determinato il limite

allora, passando al limite per ¢ — 7, si ha ancora il punto materiale orientato
come limite di un corpo rigido di massa variabile che per espulsione di materia
si contrae attorno al suo centro di massa ¢ che ha, rispetto alla terna mobile,
¢ anche rispetto alla terna fissa, una direzione limite associata che & individuata,
rispetto alla terna mobile, dai tre coseni divettori:

4 - 9o
21 by TR e -
( ) ,\/?_)2.%.(]37 '\/12—,1-%2)’

|

7—’:()’

dove p & dato dal limite di cui sopra.

T importante osservare come in quest’ultimo caso studiato, dei tre momenti
d’inerzia uguali, la direzione associata al punto materiale orientato ¢ esclusiva-
mente determinata, rispetto ad ambedue le terne, dalle condizioni iniziali as-
sunte per w e dalle ipotesi fatte sulle due funzioni f(1) e A(z).
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Summary.

In this paper the material orientaled point is introduced as a limil of @ variable mass
rigid body whick, expelling material, contracts around ils mass cenire.



