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ALBerT CRUMEYROLLE (%

Sur quelques interprétations physiques et théoriques
des équations

du champ unitaive ’Einstein-Schrédinger. (I) (*9)

CHAPITRE 1IV.

LE TENSEUR D’'IMPULSION-ENERGIE.

1. ~ Ivtreduction.

Nous allons maintenant essayer de montrer dans ce chapitre, du moins
de maniére approchée, qu’il est possible de trouver une métrique a,,, a*? telle
que les équations: ‘

(4.1) PP —(1/2) a*f P a* =0,
équivalentes aux équations:

(4.2) Pgy =0,

puissent s’écrire sous la forme:

(4.3) 8B— T — 0

en identifiant les premiers membres de (4.1) et (4.3), 8*% désignant le tenseur

(*) Indirizzo: Faculté des Sciences, Université, Toulouse, France.
**) Continuazione e fine della Memoria: A. CRUMEYROLLE, Sur quelques interpréla-
na: quelq :
tions physiques et théoriques des équations dw chemp unitaire & Einstein-Sehridin ger,
Riv. Mat. Univ. Parma (2) 38 (1962), 331-391.
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86 A. CRUMEYROLLE [2]

A’EINSTEIN associé & a*f et T%% un tenseur d’impulsion-énergie qui se trouve
défini par:

. Saﬁ .

(4.4) PP (1/2) ¢™ af P,

(ap) z T ol

et que nous comparerons a celui de la relativité générale dans le cas extérieur
purement électromagnétique, le champ étant 1ié, comme il a été dit au chapitre I,
& la partie antisymétrique du tenseur de Ricor Py, . '

Les coordonnées étant fixées, nous supposerons que a*?, a,p e peut différer
que par des termes d’ordre 4 auw moins en 1/c de "%, ;. La structure de (4.1)
montre alors que son premier membre est défini parfaitement & ordre 4 (ou
5 selon les indices) malgré Vimprécision de ¢*f, simplement connu & ’ordre 2 (ou
3 selon les indices). Par contre S*¢ comme le montrera en détail un calcul effectué
plus bas dépend & Vordre 4 (ou 5) des termes d’ordre 4 (ou 5) de a*?, ce qui fait
que nous nous trouvons devant la difficulté suivante:

ou nous admettons comme connu le tenseur d’impulsion-énergie de la
relativité générale (tiré de la relativité restreinte) et notre méthode peut déter-
miner a*® 4 Yordre 4 (ou 5 selon les indices);

ou nous postulons que «¢*? a une certaine forme (tirée d’études antérieu-
res) et la méthode donne un tensenr d’impulsion-énergie que nous comparons
& celui de la relativité générale.

Une méthode assez souple que nous appliquerons consiste & choisir pour o™
le tenseur A% et & étudier ensuite les modifications de S quand on remplace »*#
par un tenseur qui n’en différe que par des termes d’ordre 4 au moins. Comme
nous le constaterons on obtient aveeh*fun accord presque parfait avecles résul-
tats de la relativité générale extrapolés de la relativité restreinte: ceci nous per-
mettra d’éerire facilement le systéme qui donne toutes les métriques en accord
avec ces résultats.

2. — Les identités de conservation.

Nous devons vérifier qu’en premiére approximation, ¢’est-a-dire en tenant
compte des équations du champ & l'ordre 2 ou 3 selon les indices comme il a
été dit au premier chapitre,

a
Vo T = 0,

or le premier membre de (4.1) est égal, en négligeant des termes d’ordre 8, &

&% ou @
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ce qui fait que nous devons vérifier que

(o) (@)

(a)
—v. Tuﬁ =y, @:gaﬁ__ V.. Saﬁ — 0’

&*%f gtant d’ordre 4 (ou B selon les indices), cela se raméne d’aprés:

(a) {a) {a)

' 1
v{( So‘ﬁ = O 51) ch @ﬁ‘aﬁ - O - 01‘ V(l@ :;:aﬂ == aﬂ @:ka‘g + 0 [5.6]
J

11

»»»»»» 5 af 4 -

Ou & 0 ,)(.6 .
a8

D’apres la formule (3.1), on aura donc bien:
{a) P 1
V. T =0 modo [(—8] )

T°F étant d’ordre 4 ou 5 selon les indices.
Donc 4 Papproximation indiquée, et qui nous suffit, les conditions de conser-
vation sont bien satisfaites.

3. ~ Caleunl des coefficients ©** et &% 3 Pordre 4.
Nous avons trouvé plus haut:

H e §F  p pP A, — (1)2) B B A

FZ

877 étant construit avec la métrique b, 5 4, = P, — R
est au moins d’ordre 4 en 1/c¢].
Rappelons aussi que les formules (3.5) et (3.7) donnent:

, [voir (3.2), AW

[

ekt ef; S e,
2y )

Nous devons calculer:

© 500 - §00 - 0 RO AW — (1/2) RO BUA,,,

8

= 5% 4 (1/2) 3 Au + oH,

10%



88 A. CRUMEYROLLE [4]
ce qui donne:

¢t @400 = g8 80— (314) 3 A (B)F + (2 f)* + (BB + (B B H(L/4) X (3 B)°

c2

2 B 06+ 0B BB+ BB BB +ol3).

Ainsi @**— g @*00__ 00 gont d’ordre 4, ce sont donc les termes en 1/c* de
ces derniéres différences qui représenteront — y T et — y 10,

Posant:

S¥ik = Fik L g S#00 — §o0 L 700,
i

nous aurons done:

ik == — Tik, 700 ==y oo
et en conséquence nous allons caleuler: =%, %%, =®. 72 peut s’'écrire:

4y

1/2) (A B B + (1/2) (A B2) fr—(1/2) 20 3 (B — 2 0, By 0 By + 2 0u By~ B, -

Nous avons posé:
g =Alr + Or, B = 2 (w'— &9, 2 =—Ap + O,
alors:
Ap = 2C/r, AB; = —2 C (&F— EY)rs

Nous écrirons o' pour (xi— &%), pour abréger. D’ou:

. AC 642
(4.5) (7:) [27,—; 78] t g,
y2 . '
aor = SO8 LS A o S — (B 0B
{4 i

(B L)+ S (B L+ B — B B

Ha
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11 vient apres réduction:

(4.6) a2 =22 (x?p—"" 19
4 7

Enfin calculons 7% == &*00— §0 (cf, plus haﬁt):

1) [C3] @

(4.7) w0 = —

Afin de controler nos caleuls nous devons vérifier que:

1 1
0, =0 modo[ } et modo[ ],

e

24C 12 AC :
al 72:12 p— - mZ — e (ml)z 22 )
2 4C 12 40
Dy 2 = ~ 22 (%) &*
4 .40 12 AC
0, 722 = — T (@) -
78 78

en additionnant nous trouvons bien 0.

4. — Comparaison de T%, 7% avec le tenseur tiré

7

de la relativité restreinte.

F“ﬂkdésignant les composantes du champ électromagnétique nous considé-

rons le tenseur 7%/ tel que:

7% =
x 4nc? [4

G = 6,6-10- C.G.S. .

7 I
2|2y, e — e



90 A. CRUMEYROLLE [6]
Nous avons posé au Chapitre 1:
B = 2K ¢* Ppy, e =2 Ke* Py,
=Kle 4 p, ‘::““KAﬂzs
en premiére approximation.
Il vient ainsi en négligeant des termes d’ordre supérieur & 4 en 1 /c:v

7 Y v K2 (C?
2 2 B L 2 — al wz’
4mc? e sic? 8

g =L S (A By g gy = 2O F— ()} :
7e* = 2

8re? 4 4762 net (2% 9
% Iz I R 7 KC?* 1
790 el A By — B o -
% 4702 2 E (A5 ¢ 2mc? 7t
On peut vérifier que
Tz . T2, T2 722, J00 . __ 700,

en négligeant des termes d’ordre 6 en 1/r. Pour 72 cela se raméne 3

A - "2 2
2AC0 ot 7 2O
78 ne? y8

ot @,

ce qui s’écrit, compte tenu de 4 = 4K GC,

. 87G
(A c2

-

b

-valeur classique de la constante de gravitation y. Pour 7% cela se raméne &:

2AC0 40 v K% 0 1 1
7 22 —— — e e 212
¢4 76 (/B ) 2 4 2 ( P ] (m )
AC
et redonne le résultat obtenu pour 7. Enfin pour 7% on trouve: Yl

== 7% et non — y7°.
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5. — Calcul de ©* (& Pordre 5).
G0 = 80 4 B 1A, — (1/2) b B A,
ot le dernier terme est d’ordre 7 au moins.

o désignera dans ce paragraphe une égalité ol 'on néglige les termes
d’ordre supériueur & 5

5 en 1/c.
@i:i() ~ SiO_AiO .
Avec les notations utilisées plus haut nous poserons:
70 o — Ay o2 — g TY,
I h
Ayo = — 8, 8y + 2. U, — (1/2) (Vo Uy + v: Uy)
Un résultat utilisé au Chapitre ITI nous permet d’écrire:

13

(1/2) (Vo Uy 4+ 51 Uo) 22 (1/265) 04 Z (5:)2

Compte tenu des résultats du Chapitre I, nous trouvons ensuite:

. 2, 5 + 95 B, : ; 1 ) ’
S Sn o 2B o g —apy 2l P g gy Lo glag
¢ 2¢
a ' 1 ' 7
_2 ﬂ1+aﬂ atﬂg)’T,_égalﬁg(aaﬁl“{_alﬁs_*_atﬁz)’
L i a gz‘ﬂ:; ﬁ rﬁ 1 rﬁl
ar U10=~27, Aﬁ /3 e Sl)r o2 -+ 205 ﬁ W‘S S
9 arﬂﬁ arﬁ 1 ! 7
+ 8 S S+ s B A BB A B,

d’ol1 on tire:

Ay 2 0 By (8 fs— 0, o) + 01 By (8, fo— 81 By) + 01y (91 fo— B, )

{3)

+5 3 B) @ f— 8 B) — L 0B+ L A BB — B ) — 00 3 ()
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Tenant compte de

A 1] - — -
(P:;‘ + Cr, ﬁi:aiqj’ ﬂ:—Grad(p/\v,
il vient:
1 T oas , 1 b dg
/1 ot — _S__L - 2 >
(5)10'” 24(}3 dy at 4atﬁ1]+2Az(ﬁl) ar

5 (A (Broeg)— 3B 2B

on trouve alors apres des caleuls assez longs (et en remplacant «*— &* par a¥):

242 d¢ 24C o dg G A? CdE
— At s Mo 2 S st — + P
5 5 ¢ di 76 di 78

(en sommant en ).

Nous allons comparer cette expression & y72° tiré de la relativité restreinte:

710 — yword [(1/4) 1o F;.# e Fe Iﬂg] ,
F = (Kfc) 4 B, , Fo—=—KAf;
T == 41 - [F2 Fer 4+ s Fos) (en premiére approximation)
v (il
K22 dgt d&2 dg
J— 2\2 ) 3y2 L T 2l T o3 ol T
T ac s {(w) + (@) d¢ ’ di v dt}'

Nous négligeons les termes en 1/r d’ordre supérieur & 4.
Nous allons, avant de comparer z* et — y719, vérifier qu’avec les approxima~
tions admises: :
0; Y - 0y 00 =0 ,
(5} 1)

ce qui nous donnera un contrdle de nos calculs:
1 £

¢ Oy 0% = %.f_.g i (}_S_ ,
@ 7s dai

o0 _6AC A8 1240 A& | 240  ag
i n o ml s i [ wz —— y
) 78 di 78 dt 76 dt

ot 1a somme est bien nulle.
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i )

Posant 7% = — » T on trouve alors:
C2 (12 ki 2 &l
70 o= 0 L K*® ¢ d¢ = 10 ¢ qi
act it e acdrt dt

e désignant la charge de la particule.
En résumé: avec le tenseur h, p nous trouvons:

e d&

et At

T ’L’ij, Jo0 —— oo 27,-00’ T 'U“’—

L’accord avec la relativité générale n’est donc pas absolument parfait.
I1 est & noter les résultats trouvés pour les indices d’espace 4, §. Nous pourrions
nous estimer satisfaits car le tenseur impulsion-énergie de la relativité générale:

n’a é6¢ déduit que par extrapolation de celui de la relativité restreinte;

ne poss¢de pas une signification intrinséque car il n’est défini que modulo
un tenseur de divergence nulle.

Cependant les travaux de M. LicHNEROWICZ et de M-me MAURER-TISON
ont montré qu'il y avait trois cones caractéristiques possibles pour définir les
surfaces d’ondes:

q

le cone O, associé & y,; = Ch,,—1,,) ,

2h + 2k —yg
2h
,}/aﬁ — ha/}___luﬁ ;
g
le cone € associé & A/, h,g ;

le cone C, associé & 1%, 1,

C’est le cone O, qui définif la « plus grande vitesse » et le cone O, «la plus
petite », moyennanb la condition

+2Fk—¢g <0

(voir [18], pages 81-82) qui est bien satisfaite ici, otu:

4 U, 1 1
g:h:_._l__ 0200 mod 0[0—4}, k——()[ﬁ]o

l
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Nous allons montrer qu’il est possible de trouver un systeme d’équations
permettant de déterminer toutes les métriques qui donnent & l'ordre 4 ou 5
selon les indices un tenseur d’impulsion-énergie égal & 7*f.

6. — Modification de §*/ quand on remplace 1"/, i, par un tenseur a*’, a,,

qui en différe par des termes du 4e ordre au moins en 1/c.

Posons:
. g8 &y
@t = R4 prat @iy == hy; -+ et
(500 £,
00 __ o 00
a0 == R0 T Qgy = Py Pl
£io £
0 . i i 4 . i0
@tt == pio R 7'% . [ h,-o + 0—5 .
On en déduit:
i ! 00 (1 i !
& &Y = 0|1, &0 + &% = 0|1, Epo— &Y% = 0 |—=1|.
2 V2 2
o) ¢*) c

Nous désignerons par des lettres accentuées les nouveaux éléments construits

, P73
avec a*’; a,,.

Nous pouvons supposer pour simplifier nos caleuls que V'on a choisi les eoor-
données isothermes relativement & h,,, ce sont ces coordonnées que ’on utilise
dans les deux cas. ‘

812 == R12— (1/2) R 12? (R2, R, h** sont d’ordre 4 en 1/a),

Sz g1z - RN2 Ly [}_1 .

GS
D’aprés une formule classique (voir [8], page 11):
R2 (1/2) aap’ aﬂﬂ al‘lmf‘(:; I'f;Z) (b"ﬂ aytsw__ (1/2) (a,]_g ag F'2+(l/29 a@ 2 _Fle ae al?.)

avec F'" =— g [}, expression nulle si les coordonnées sont isothermes (les
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95

F,’;; désignent ici les symboles de CHRISTOFFEL construits avec a.;); on en

déduit:

1 1
R — Ri2__. 5 -+ é-((;ll""2 + 0, I"I)*O{ }

1
Prle=—qgept —_ fo z'sik +o 1
= W= T2 e
. %, .
On désigne par »’3—; la différence I " — Iy,
&

ale
1 __ ) _ 1
Iy = 5 (8, + &, — 8, a0p) = I', +

que nous allons calculer:

— Oy &
9204 1 <06y
gy == (1/2) 9 &g ,
! al.: &1k 1 .
Iy =1I4— o T 5a 0 & (sans sommation en %),
= (1/2) (8 e — 20; £14) (sans sommation en %),

F, 204 [z a ELL'_' 987 elk_ a 800] 3
1 .
(4.9) 8z §12 — [812 (&35 — €00) — 0, (0 8,4 +0; &,, — O, 1)] -

Toujours en négligeant les termes d’ordre supérieur 3 4, il vient:

R — R — (Rloo__Roo) e z (R/klc_Rlck) ,
J

1 1 22
8= =R= 4 R, R = R s ‘A; + 9, ™,
a 1
4.10 82— 822 — (g — &, — &., -— 0, Exr— &) +
( ) 204( 00 11 3,;) + ¢t 22 (; kk 00)

1 1
J‘-éﬁga’”e’”_@gakz Eray

1
(4.11) oo goo — Z Aegy— =— 3 0n; €14
200 &
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[12]
I1 nous reste & calculer:
Qrio— g 3 Tordre 5 en 1jc,
1 1
g0 = R0 Lpon e 1, 1],
2 7|
§r10 = 10 _:_ o 11’ S/m_,_sm == RI10__ R10 + o _1_ ,
C7J o7
; 1 et 1
R0 — Rio___ T3 (0 "1 — o, B0y,
80 E‘O ; (LOQ
F’O:W;?+Z£7 Pog:T(BO%O~!——80a09—300609),
I -~
£ 1 g 0r&0r 1 En
w . * o o ‘o . o TRTOE - kk
s 9% F}:k_Fkki 5 2 0 a2
&3, Eor: 1 Epe; .
2 = P — = Oy (sans sommation en k),
b ¢ 2 i
1 g Ok o 1 }
o — 2 22 - O Dy En
2 0 o ,Nz = 208 0 |
D’ot V’on tire enfin:
1 > 1
4.12) K10 S10 o Aepg— 2= 0, g4y -+ — Oix Cor —— Oir E1) -
( ) 205 10 205 1% Ek TV 26"% ( 1k ©0k tk lk)
Nous avons posé:
@*rzb’__ ‘gab’ =y Tﬂﬁ’

et nous avons maintenant:

@*aﬁm Smﬂ —_

ZTI(:;’;”

Slaﬁ__ Saﬁ: 2 (T/u;i»__ Taﬁ): X(,L.aﬁ__ Tu[’i).

Les équations qui déterminent ¢, a,; sont alors:

1
S 12 25 [0n (835 — 800) — 0, (Do £,5 + 0y 55— 2, &12)] = O
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et deux équations analogues.

1 1
103 L ¢
gl — 522 = by A (eg— &1 &5) -+ o U2 2 (e — w) +
—L_l-za” EM—‘—I-EBLZ Er2 =0
2e4 5 et

et deux équations analogues.

S!oo_ SOO = (TOO_ TOO) -— 2Z Toos

d’ott:
1 1 7 K2 (2
%;%Aekkmé’éi%.ahlgkl_ pryral
z K? 0% 4&
S0 §10 o (710 PIOY b
A ) a1t di’
d’otlt:
1 1 A .1 n x I3 0% A&
Y Asyg 5% %L Oyt Epre Y (12 O1r &1 + O &51) el P

Soit en résumé:

(4.13) 012 (&35 — €00) — 0y (8, &5+ 0y £, — Oy &10) =0,
(4.14) By (B — ap) — oo =0,

(4.15) By, (62— €o0) — oo =0

(4.16) IZ (4 er) —% O &1y = Z;I%c— ce,

(4.17) ——Aem-—g(am &1 - Ci Eox— Ot Exp :__‘Z:%%ic_? 02 %?,

2% K2 ¢? oo dg?

(4.18) — Ay — ... = i ik
2% I? ¢? dgs
. - — 2 _ 2

(4.19) Aegg— ... i 0

11
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(4.20) A (egp— &1 &33) + Oua 2 Err— €o0) + D Oy € — 2 ), g €2 =0,

L %
(4.21) A (egg— 8a—n) + ... =0,
(4.22) A (o €35 — 02) + o =0,

Nous allons en tirer quelques conséquences:
Additionnons (4.20), (4.21), (4.22), il vient:

24 &g = 4 Zakk -+ Zakl & =0
4 k1

ce qui rapproché de (4.16) donne:

22 K22 (2

=2
4 "‘”“'ASO“)

)

comme nous avons trouvé plus haut:

240 X EK2et G2

rd - art !
240
(4.23) Aoy = —3
or:
L 240 (1
2 42 ﬁl =T Ta Y i;‘;] '

Done une solution particuliére de (4.23) est:
(4.24) fo —— LS (B mod o[%]
. w0 =g : Py 0 ) .
Si on admet que g, ne dépend que de » nous aurons done la solution générale:
o
T3

o
(4.25) Egp =3 z + 6 mod o [7_‘;1 B

« et O désignant des constantes; on peut faire =0, la constante § disparais-
sant dans les calculs d’utilisation de g .
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1°) Examinons si nous pouvons choisir un tenseur métrique proportion-
5 B .
nel & A%, kg ¢

g =l p =1+ ¢, e d’ordre 4 en 1/c),
= o (1 - oo
gy == oo (1, + &}, 5“*(‘3}‘, a’ii:hiz‘(l"}"e)s
done:
Eis oo ) . . €5
- s @i = he; (1 + ¢) avec 4 57, —C‘;::()_

(4.16) est satisfaite mais (4.13), (4.14) et (4.15) donneraient 9, g9 = 0
(si o =0), or:
8 AC

1)
C1z Ego = — xl @? mod o ;“J ;

tandis que (4.20), (4.21) et (4.22) donneraient gy — By €00 = 0, o cebbe
expression est égale a:

440 S AC

pd 96

(22 (¢ 5= 0 donne un accord moins bon encore).

I1 semble done que parmi les métriques proportionnelles 3 h,s, I, donne les
résultats les plus proches de ceux de la relativité restreinte.

29) Cherchons un tenseur métrique proportionnel & lap -

Zu[)’ — ]ba[)’ —‘:- ku@ kﬂo‘ hee [VOiI' (1)]’
o0 o iae
Tt _*2—0»‘12(/3{)“ (o0 = 0),

avee a5 =1,,(1 4 &).

/
A 1 '
La- valeur approchée de ‘/% est précisément égale o 1 — 25 > (8.7, doncle

tenseur a utiliser serait l/ b {5, expression déja préconisée par certains auteurs.
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[16]
On trouve alors:

€5 Ba Ba . ﬁ: ﬁ,

— = — i & goit -

= lZ 5 (i 5= 9) i
€y (/3:)3 1 \o
0w a2 B

K
(4.13) donnerait:
16 4C 2 (2 —8 (2 | 48 40)
J— e e 1 — . 2
O 35 = — g ol w ol a? " o )1(903) wt o,
or comme:
1
’ i
&35 == (/))3)2”‘" § z (/,))}.-)27
I
840 48 AC 8 02
e 2 o 2 (8\2 1 2 2
Oyp €y == o = ot @® () o @1 ? (2%)°.

On voit que les termes trouvés dansles deux cas pour o,, ,, different cette fois

1 . ] G .
par des termes d’ordre 2 en — cequi fait que le tenseur l Jl l.p e saurait convenir

pour retrouver les résultats de la relativité restreinte en adoptant notre poing
de vue et méme en prenant (4.25) au lieu de (4.24) pour &, .

[4
3% Prenons maintenant y , = :‘ﬁ{—;-f——q (2h,;—1,5), avee
L+ 2% —

q

Lt 1)
a2 3]

1'\
Sia,; = y,; (1 + &) comme hog=Tloo + 0 {;’—Gjl’on conclut que (1 -} g) =1 —

<

- S ())? en vertu de la valeur de &, tirée de (4.24), alors:

E

[

g5 =— P, 13; car by =hy — 2 Bufu,
l

4 4

3

g = 2 0 (B — ()"

k
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(7]

(4.13) s’écrit alors:

15’(3 A“{ Ci O (’; 1 \
48 ot mt (aP) i_:_ @t @t (1P)E 4o {;E )

4

)

32 40 48 AC 8 ¢
i e -t P (BP) e et R (%)
;

condition qui n’est pas satizsfaite et met en jeu un terme d’ordre 2 en 1/
Done un tenseur proportionnel & y,, ne saurait convenir pour construire le

tenseur d’impulsion-énergie électromagnétique.
49) Cherchons une solution particuliére du systéme (4.13) & (4.22).
Supposons

== 0 (¢t #19, £ == Ego 4

alors (4.13), (4.14) et (4.15) sont trivialement satisfaites. (4.16) se reduit a

7R 2

A Epp = _—‘:z;;*
7

et nmous retrouvons:

o =— 3 3 (B

comme solution particuliére.
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(4.20), (4.21) et (4.22) sont aussi trivialement satisfaites et il reste & déter-
miner g, par ’équation:

27 K% ¢ 0% d&

——Aé‘- “’!“ a,‘~8.:——-—-~ + ai 8.‘——~a.8,‘- =
i ]z x Eox p— aQ ;( ¢ Exr tk Eix)
8 4C d& 16 AC 5, A&F
== —_— —— * ¥
e 78 di ?

ot I'on néglige les termes d’ordre supérieur & 4 en 1/r.
Une solution particuliére de cette équation est:
24 C d&

i =— -3 —=  0U encore & = > (8
r? dt P

.\, dg
i)F — .
dt

Done la métrique:

1 I\ o .'l.(/ 1
Qog == Tgg — é@;(ﬁk)':loo ' 7 + 0 [;} ’

dgt

1 , 1 '
Qs == Dy — o 01, Lz (6%, oy == hy; + & kz (B)? T

permet de retrouver un tenseur d’impulsion-énergie identique & celui de la re-
lativité restreinte si on néglige les termes d’ordre supérieur & 4 en 1 Jr.

Conclusion.

Au terme de cette étude, et en adoptant le point de vue qui est le notre sur
la construction d’un tenseur impulsion-énergie, il apparait impossible de trouver
une métrique proportionnelle & y,,, h,; ou I, s quiredonne exactement le tenseur
impulsion énergie de la relativité restreinte. Comme on n’a aucune raison de con-
sidérer comme seule valable l’expression du tenseur-énergie de la relativité
restreinte, il semble logique de choisir la métrique donnant les résultats qui
s’en rapprochent le plus, compte tenu de ’ordre en 1/r.

La métrique h,; vépond le mieux & ces exigences.

Notons aussi que le point' de vue corpusculaire adopté ici n’est pas celni
ol 'on se place dans I'étude du probléme de CAUCHY. Nous négligeons les
termes d’ordre élevé en 1/r, termes qui deviendraient prépondérants au
voisinages de masses réparties de facon continue.
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Deuxiéme partie

TRADUCTION DANS UN XNOUVEAU FORMALISME
DES EQUATIONS D’EINSTEIN-SCHRODINGER
ET APPLICATION A UNE THEORIE UNITAIRE ELARGIE.

I. - Preliminaires.

Les derivations (--) et (—).

Sur une variété différentiable de coordonnées (4*) considérons une connexion
linéaire de coefficients <5, -

Si la connexion est symétrique ¢ = £7;, le déplacement paralléle d’un
vecteur (60*) est défini sans ambiguité par la relation:

08" = — g7 7 da?

(cf. [24], pages 17-18).

Si 1a connexion est quelconque on peut définir le déplacement paralléle par
Vune ou l'autre des relations:

[o— F 4
SO == —— ,QZQ 7 da?,
+)

0V = — g2 o dat
(=)

gui econservent I'une et 1’autre le caractére tensoriel de

9, V" + g8, 9,

Ao

ce qui conduit & deux sortes de dérivations covariantes:

D, % =g, " + 53@ a7, DQ NV, = BQ &V, — SZZQ s
T B )

D, " =08, ™" + £, ", D, Wy == 0, W — L P

~pa a?
(-} : (=)
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puis & poser pour un tenseur de second ordre P

& g @ S @ e
'Dg g(xﬁ . GQ E’r&ﬁ - S’(xg gr} 7 "fq’gﬂ ‘:}a(; .
)
Sidit]8,; | =g ebsi ¢ désigne le mineur normalisé de G5 On est eondmt

& poser, par convention,
DL:;\{)I_(II_ 00 \/‘ g ! - \/l '71 N(ro)

La définition du tenseur de courbure peut se donner & partir de la connexion
L5, ou de la connexion transposée L5qs il existera donce deux sortes de tenseurs
susceptibles de généraliser le tenseur de RIEMANN-CHRISTOFFEL, done par con-
traction deux tenseurs susceptibles de géneraliser le tenseur de Ricor

On sait que dans la théorie unitaire I’BINsSTEIN-SCHRODINGER on est conduib
au systeme D,§,, =0 qui généralise d’une certaine maniére le théoréme de

af
(+ )
Ri1ccr; mais le tenseur §,, n’est pas symdtrique, on ne peut & 1'aide de ce tenseur
élever et abaisser les indices comme on le fait en géométrie riemannienne, le
théoréme de Rrccr n’étant plus valable on ne peut permuter les opérations de
dérivation covariante avec la multiplication contractée par §°¢, enfin les iden-
tités de Riccr et de Brawcmi ne sont pas d’un maniement aussi souple ce qui
complique 'obtention des identités de conservation.
Nous nous proposons de plonger la variété W, de coordonnées (X*) dans une
variété a huit dmlensmns Vs de coordonnées (@), (™), « b a* =1, 2, 3, 4, et
W, correspondant & o™ == 0, de manidre:

1% & n’utiliser qu’une sorte de dérivation covariante, la dérivation
notée (-+);

29) cette dérivation se fera relativement & une connexion

¥

o o o
75}3, .’/Tﬁx«:, ﬂﬁ@, 'Tﬁ

(cc et 3, et tout indice gree =1, 2, 3, 4) attachde & des repéres de Vy;

A

3°) on identifiera sur W, le tenseur §_, & certaines composantes d’un

tenseur g, tel que g,, = g5 =0 et ,
g T guﬁ‘ = gﬁ*a;
4°) pour tout chemin de W, on a

(1) V Jupr =0,
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c’est-a-dire que la restriction & W, de la connexion z! (i, =1, 2, ..., 8) sera
euclidienne (& la signature pres du tenseur g¢,,.);

59 les identités de conservation se déduiront des identités de BraANcHI.

Nous constaterons alors que, comme dans la plupart des problemes de pro-
longement, nous allons au-deld du but que nous nous étions proposé: notre
formalisme redonne la théorie unitaire ordinaire comme cas particulier, mais
plus riche que le formalisme habituel, il permet d’élargir Ia théorie d’BINSTEIN-
SOHRODINGER par Pintroduction de nouvelles variables de champ eb de nouvelles
équations.

Développons quelques conséquences des 3° et 49 nous voulons poser:
en tout point de W,

4 .
Sug == Yapr

et indépendamment du repére choisi, comme:

g"»' A ‘i:x ‘4;’31’ ?’i_u) "'i:;' =
7 * .
Gor e == Ay Aue G o puisque
done:
A% = A7, sur W,,
de plus

y) o 4 % ; 7
Jor a8 = ([11.1’ ‘:1;55' + “4‘::’ ;3") g}._u*" ==
pour une infinité de valeurs des g; .; done

Al Al + A AL, =0, AL AL =0, Al =0.
Nécessairement la matrice jacobienne du changement de coordonnées sera
telle que, sur W,,
Al =A%, Afr = (1% =1 4 4).
Cela nous conduira naturellement & étudier les changements de variables
de la forme 2¥ =g (s) avec
. ) ot
;/ == Az* == a

¥ ! i’
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N

Par aillenrs nous chercherons & éerire D,8,, sous la forme Vo Jupe s

(+ =)
des lors posant
%, = Ij, (5 = L, dar)
il viendra nécéssairement:
a¥ a
(2) Lﬁ';' o Lrﬁ'

La variété fondamentale V; et la sous-variété fondamentale I¥,.
Dans ce qui suit les conditions de continuité et de dérivabilité seront
toujours supposées satisfaites.
Considérons une variété différentiable 7V, de coordonnées réelles (z*, 2°)
et cherchons s'il existe des changements de coordonnées de la forme
B =@'(@7) tels que A} = AL sur V,
avec dét | A | = 0, ou ce qui reviendra au méme:

Al =AY, ast | 47| #0.

Pour résoudre ce probléme nous poserons:

o 2% e oot ma‘ _ 20 __ pa*
ve vz’

N A
Ve V2

La notation @, ¢,. sera toujours réservée aux coordonnées (z°, x*").
Un caleul facile montre que:

928 928 1
o]

J

r azﬂl azﬁtl ]
’

s * A0
2 Iz

1
AP =2
“ 2| 0z

' 1( 1( ]
i . .
AR = 3 id. l—— 3 id. ,

I — e
4z, = |

1(
./ .3
A.Z == 5 ld.
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ce qui entraine nécessairement, compte tenu de A;' == A;:',
dzn’ D!
P~
et nous conduit &
=, =)

Mais comme sur W, (** = 0 ou 2* = 2*") nous exigeons que A;;*' = A5 =0
nécessairement f*' et #*' sont le méme application (& une constante prés) ce qui
fait que nous poserons:

S =, P =1

AI

o+

Ainsi la variété Vy apparait comm variété produit de deux variétés ordon-
nées identiques V; et V;, le changement de coordonnées naturelles (2, 2**) con-
servant les variétés facteurs. La variété W, est telle que z* = 2** ou ce qui
revient au méme 4™ == 0: ¢’est la variété diagonale du produit V, X Vi. Nous
dirons que les (2%, 2*) sont les coordonnées « produit » et que les (@, x**) sont
les coordonnées « diagonales » associées.

avee dét 5= 0 pour assurer la régularité du changement de variables.

Ainsi (sur Vy):

o - 1 af“l ! a‘i“*"
(3) Ay = Ap :5[5;7? - a:ﬂ‘J’

*/ Al 1 af*\’ af"*,
(4) A7 =A% = 3 [a:;ff — 53,7} ;

le méme calcul montre ensuite que:

0, Ay =0, A% = 8, A% = 8, 42"

u*

8, Ay = 0 AL == 0 A2 = 8, 4

n* I
Sur W,
N a¥l a}:“,‘ a*! ot
Ay =4 = #0, A5 =45, =0,

=5

A =0 AT =0, 9,4y =043 0.

u* w



108 A. CRUMEYROLLE [24]

(Un nombre impair d’astérisques correspond & un coefficient nul.)

Sur W, le type d'un tenseur (lié au nombre d’indices covariants ou contra-
variants et an nombre d’astérisques) se conserve par changement de coordonnées
diagonales comme on le voit immédiatement.

Remarques: 1° Pour construire la variété V, et chercher les change-
ments de variables susceptibles de convenir aux identifications faites sur W,
nous avons remarqué que sur W, il fallait:

i il I atl
44-]- = flj* N ;1[3,3 m ‘4:"3 = 0.
Ce qui nous a conduit & étudier sur V, les changements de coordonndes tels que

R
_[1.; oI .115* .

On pourrait aussi chercher les changements de coordonnées de V, tels que
‘4‘}}; = .1(1\;\;@’ frsinmsd O .

mais on voit alors facilement que Videntification intrinséque sur W, de £,

et de L, est impossible, ce dernier coefficient se transformant alors sur W, de
i

maniére tensorielle.

29 On peut remarquer que les changements de coordonnées trouvés
sont ceux qui permettent de définir des champs de vecteurs tels que relativement
aux repéres diagonaux naturels il soit possible d’avoir & volonté et intrinse-
quement:

soit V¥ = V¥, soit VS e e T (sur V),

soit V¥ =0 (sur W,);

; ; o it i T ;
VH = 4 V¥ entraine A% L A% = A% - AYY
o
ou s z== ()
3\
) . . . )
V¥ = —V#'  entraine =AY — A% = 4% — 42"
92!
ou = 0;

V¥ =0 sur W, entraine A" =0 sur W,
Zﬁ’ 82/3*'

PRI

ou si 2% = 2"

Ce sont bien les résultats trouvés plus haut, les réciproques sont évidentes.
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Notons que I'égalité V** == 4 V> n’est intrinséque que pour A = == 1:

PR

s’écrit, en. effet,
(AT VI 4 AT = ATV oA T
et donne

A(AS 2 A%y = (AT 2 4%y,

I

Plus généralement 7' et @ désignant deux tenseurs de Vg, relativement aux
repéres diagonaux naturels, des égalités de la forme:

T}F=+T.,F ou T,F=120,:"

if *j i i* ¥

sont intrinséques sur Vg, tandis que des égalités de la forme "T,_\f;;" =0 sont
intrinséques sur V,.

3% On peut définir des repéres « produit » et diagonaux quelconques.
Posons:

Y U bl ¢
0y =& azt, 0" =y ae*,

(la correspondance étant réguliére).
Puis:

g’ g’
A e U Vs IS
0 =i g e

ce qui définit les corepéres associés,
On passera d'an repére produit & tout autre par des matrices réguliéres de
ao

form
la forme 0ar

et d’un repére diagonal & tout autre par des matrices de la forme

1ja+ar a—af
2| a—a* aaf
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II. -~ Les connexions sur Pespace fibré des repéres de V,.

La variété ¥ peut se rapporter & des repéres autres que les repéres diagonaux,
considérons d’abord les connexions (x) sur I’espace fibré des repéres quelconques
de Vg: les matrices de connexion sont de la forme:

Ty nﬁ,
AH *
i 7 76;;*

ol les w; sont des formes de PrAFF.
On peut rapporter les coefficients ni aux repéres dizgonau®, ¢’est ce gue nous
ferons toujours par la suwite (sauf avis contraire).

Dans Pensemble des connexions () on peut distinguer certaines catégories
importantes.
Les repéres diagonaux se déduisent 'un de Pautre par des matrices de la

forme:
A x| A% — ia*
8 B* “*3 B*
. . avec .
B; A5l By, = B3

Ces matrices sont régulitres car la correspondance entre (0, 6°) et (62 0:*)

étant localement biunivoque, il en est de méme de la correspondance entre
. ~ !

07, 02 et (0, ),

|4 B| | 4B AA" - BB AB' 4+ BA'

B 4 . B4 AB' + BA' AA' + BB

I

Enfin ces matrices sont inversibles et la matrice inverse est de la méme forme.
[ D
. s g ]

Done I’ensemble des matrices E ,

, forme un sous-groupe du groupe linéaire
(>

& 8 variables réelles; une connexion (s,) sur 'espace fibré des repéres diagonaux
de V7, est done telle que

x __ a¥ X A%
T = Tpe s Tpr =g+

Nous poserons x; == L}, da* en repéres diagonaux naturels.
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Considérons alors les connexions () telles que
(8) LZt = I’:* 1 .

Cette condition est bien intrinséque dans tout changement de repere naturel
diagonal, en effet:

’ Toarl o 4i i ! y
Ly == A5 AL AL LY, + A7 8, A3,

' qr! g1x 4 - . R qrf
Lyl = A7 AN, AL T + AT 3, A5,

et nous avons:
Al = A°

il

3
th

8,\,*, .‘4:*: = akl
Enfin les connexions (w,) telles que:
(6) L, = Iy,

en repéres diagonaux naturels. I’ensemble (,) est contenu dans (z,), en effet

comme Ly, = L}, quels que soient les indices, on a L7 = L,,..
Cette condition est bien intrinséque, en effet:
I I3 % 23 * 1 £ 5
L;:-:’i’ = A;: il .“1;;/ Li*l + AZ:& at’ £ Z*l et ak’ A:I = atl Azl e atl £ }j:l .

L’ensemble (,) jouera un role fondamental dans la suite, les connexions ap-
partenant & (rz;) sont telles que:

L:t = L::s s
c'est-a-dire
(7) Ly, = I’;:ﬁ = Loy = Lf:;;’
8) Ly, = L5y = Lyl = Ly .

Nous noterons que sur Wy: les coefficients a nombre pair d’astérisques se tran-
sforment dune manicre connective, tandis que les autres se transforment de manicre
tensorielle dans tout changement de repére diagonal naturel.
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On pourra donc poser en repeéres diagonaux naturels sur W,:

L\

i AR x a¥ X
ﬁ:‘"’Lr*ﬂ/’L“ﬁL ~By?

¥
Iy =Ly = Ljn e = L3y = A5,

L3 /1‘ désignant 1especﬁ1vement sur W, une connexion et un tenseur. Réecipro-
quement & toubte connexion <3 . et tout tenseur y de W, on pourra associer
une infinité de connexions (w,) de V dont la restriction & W, est définie par les
formules précédentes.

III. - Transport des vecteurs & composantes égales. L’operateur 4.

Relatwement 2 la connexion (7,) et sur V, envisageons le transport des vec-

teurs V et W tels que

®

V=W

®

| - ®

(nous avons vu plus haut quw’en un point de 7, de telles relations sont indépen-
dantes du repére diagonal choisi):

Vo =g, WY L W LW

*0

[ v, V*=0,V"+ L3, V° + L,

i T V= 0 V5 4 Lo VO b Ly VO o= 0, W+ Lt W' 4 L, WY,

v,V =, 7 I VO L, VT =8, W Ly W L, W

Ve Vo = 0 VY 4 Lo VO 4 L0, V7 = 8, W Ly W L, W7,

(‘I}

le déplacement paralléle de (V*, V ") relativement & la connexion L}, équivaut
au déplacement paralléle de (W7 W>") relativement & la connexion L = L;,
En particulier plagons-nous en un point de W, et considérons les veebeurs V

et VV tangentsd V:
T de composantes (V,* 0),

-T_/)V de composantes (0, W*" = V?).
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Pour un chemin de W,:

vg L ag e + L.« VT o= a W“* + Lg; TVG

T, VY = L V7 = I W

oo™

SUR QUELQUES INTERPRETATIONS PHYSIQUES ET....
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11 est commode pour traduire ces résultats deconsidérer que l'on passe de V

b W au moyen d’un opérateur linéaire 4. Posons en effet:

0 si o 7= L
47 = A%, =
1 si o == 1,
A% = A7 =0,

nous avons:
L Va2l A i Aa*
W = V" 47 =V A¢

W = V¥ A%, = W* 4%

inversement:
rat i s i A
Ve =W+ 47 = Wi 4,

V= WAL = WA,

Les composantes de 1’ope1ateu1 4 sont les mémes dans tout repére digonal, en

[0 F
effet, la matrice trasmuée de | l

par
AB| |oB| A B’§
BA|l |Bo ‘B'A'; N
BA| |A'B| |BA' 4+ AB A4’ 1+ BB
4B | Ba| |44 £up Boyap |
v:dy =L, — L, Vi dge = Ly, — L,
Vil = L5, — L., Vi 43 = L., — L%,

Bi

et les égalités telles que W= = V' 4%" se conservent par dérivation covariante
(il faudra prendre garde de sommer en i et non en A dans la dérivation)

12

o ! dans un tel changement de vepére est donnée

B*i
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Si nous considérons des chemins de W, et si de plus A3 =0, en posant
(V5 0) =* et vy, V=D,V
)

comme

§ * % — A -
o, W I W =8, V&,V

on a:

— —
D = A, v, 4 (V), ou symboliquement: D = Ay, 4,

{(—) {(—)

ce qui montre que notre formalisme peut traduire les dérivation (4) et (—) au

sens usuel sur W, relativement & 23 . De fagon plus générale, si T,t= 0,7,

nous pourrons poser
3 L Ll Ll L
Ty = 0. 4 47 45,
en notant que

Vi T 5= V1 0"

L)

IV. = Les conditions L], = L', et Voperateur A.

V. 4 = I, A — L, A, = T}, — I,

or
Lier = Li: ’ '
done
v, 4; = L — L,
et

(11) ved; =2 S:’fz 45
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Cette derniére condition est de forme mdependanﬁe du repere choisi sur V, ,
diagonal ou non. Elle équivaut 3 L, = LQ s, en repéres diagonaux n‘u,urels
Elle est commode pour le passage en reperes « produit » naturels et la recherche
du systéme de conditions équivalentes i (7) et (8) dans ces repéres.

Elle peut encore s§’écrire: '

en faisant ¢ =1 et sommant il vient:

28;, =dlyg, 45,
Comme:

Ve (4 A7) =0, 4L 45 =8 (évident en repéres diagonaux), 24;vy, (4} =
on a:

(12) 8, =0,

ce qui est d’ailleurs évident en repéres diagonaux naturels.

Le vectewr de torsion de la connexmion (m,) est nul.

V. - Le tenseur g¢;; sur W,.

En repéres diagonaux naturels nous poserons, sur W,,

O

go&fi* e gﬂ"zx m &’t\'ﬁ

ou mieux, pour conserver 1’égalité des dérivées covariantes des tenseurs entre
lesquels on établit des égalités de composantes,

gﬁ'ﬂ"‘ i Q A/IS* gaﬂ* o :j'\;' Afg* ,

C4 hd CEY
9;\,’3 = Ag , R - \/ A*,

A

NOUS SUPPOSONS qUe 5 =g 45 =0 (1).

(*) En repéres « produit » naturels associés, si on désigne les composantes de ce ten-
seur y;; , on trouve immédiatemment:

Yap = (1/2) (ga*ﬂ + gaﬂ*) = Yagr == g(t’tﬁ)’

y“*ﬂ =SS ——’}'aﬂt B g[aﬂ]‘



116 A. CRUMEYROLLE [32]
Sur W, muni de ces repéres ces conditions sont intrinseques.

Nous postulerons afin de généraliser au mieux le théoréme de Ricor que pour
tout chemin de W, la dérivée covariante du tenseur g, est nulle:

V.50 = Vg = Vg = 0,

soit:

(13) 0y e — Ly e — Dt G =0 »
(14) Liuy Gope + Ly Goor =0,

(15) L% Gog + Lo e =0,

équations qui s’écrivent encore:

: C) @ Cl
(13) bis a,_, E’;‘ﬂ—’ Q'fa S, Q;ﬁ 8, =0,
(14) blS ‘/1:;'\ gaﬁ’ -L Zﬁ Q P 0 ’
o . o \ "@
(10) blS A{ZQ ("'inc T Aﬁp (""/.\(7 =0 ’

et ce systéme posséde de fagon évidente la propriété appelée par BEINSTEIN
pseudo-hermiticité.

VL. - Contraction des indices et dérivation covariante sur W,.

Sur W, nous avons vu que le type d’un tenseur se conserve par changement
de coordonnées diagonales naturelles.

Soit un tenseur de composantes 7%, , on peut le considérer comme la somme
de tenseurs de type déterminé, par exemple, si T . 5= 0, on pourra considérer
dans cette somme le tenseur de composantes 7' . 7 0 et dont toutes les autres
composantes sont nulles.

Daés lors une difficulté apparait, les T'; . étant soit des composantes de T/,
soit les seules composantes non nulles d’un autre tenseur.

* Danps le premier cas:
Ve Tgy” = ae T;Y* + L3, T — L;o TZ‘/"‘ - L:’*Q T};i :

ip " By*
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Dans le deuxiéme cas:

Vo Lo = 0y Th0 + Loy Tj o — L, e — Ll:'ze Thon-

Pour distinguer les deux cas nous utiliserons dans le deuxiéme cas la nota-
tion  au lien de vy, mais nous n’utiliserons qu’exceptionnellement cette dévi-
vation. T} étant un tenseur on obtient par contraction de ¢ et j un scalaire,
mais on peut aussi contracter sur W, de quatre auntres maniéres et considérer
les termes 7%, , T%,, T%,, T%. (contraction dite partielle, simple ou mixte),
on voit immédiatement que chacun d’eux se transforme comme un scalaire
dans un changement de repére diagonal sur W,, mais:

(16) V, T% =08, 1% + L%, ™, — L“*ZQ T .,

e

(17) Vo TV o =0, T% 0 + L7, T o — L5, T7.
(On voit bien que v, T%, = 9, T*, comme il se doit.)

Vo TAZ* = ag 'TA}.* =+ ¥ (TU’Z*...__ Ta/'.) + 2826@ TG/’[*?

c*o

v, %, = 8, T¥, + L¥, (T°,— T,.) + 28, 61, .

e

Notons que pour une connexion quelconque () les opérateurs contraction
partielle et dérivation covariante ne commutent pas.

Mais dans certaines circonstances la régle de commutation est valable pour
certains termes:

Siosur W, y

5y = I 0, on a:

g T

‘;79 51122 = a 12721 b

4

Y, ™, = 2, 7%,

mais:
Vo T 5 9y T
A* A*
Vo I*, # 9, T%,.
Si sur W,: TI%, =1T". =0 les conclusions sont encore les mémes.

N

I1 est facile de généraliser ces résultats & un tenseur quelconque.
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VII. - Les isomorphismes attachés a Jupry 97 sur W, plongé dans V,.

Sur V, désignons par §, et 9, les espaces tangents des vecteurs covariants
dont les bases sont respectivement les da* et da*", désignons par T, et T, les
duaux respectifs.

(V,;0) désignant les composantes covariantes d’un vecteur de W, 4 posons:

J L Tr}. gl..x* ,
alors
V,=1V # /P

(isomorphisme ¢ entre &, et 7,.), de méme pour un vecteur (W, 0)

W.=Wg,., W =W, g
(isomorphisme y entre 7, et &) Vopérateur A définit Iui-méme un isomor-
phisme A entre T, et 7., (et &, et §,).
Posons:
O = Aoy, 6 =14,

0 et § définissent des isomorphismes de &, sur 7', et de S, sur 7',. .
Ainsi avec 0:

VY o= If}, g/’.o“ A::ﬁ —— ‘[,7';. @/‘(7
et avee §:
T =V, A g =, 8
Les isomorphismes (0 et § ont été considérés par M.me MAURER-TISON (Theése).
Notons que la multiplication contractée partielle simple par Jope (0u g*%7)
commute avec :

VQ (glx* VZ) = Grax VQ VZ?

Vg Ifc\*‘ = Goan VQ VYZ ?
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de méme:
(7a¥ _ a* >
VQ Vo= g Ve V,.

Done sur les chemins de W, et relativement & la connexion (7,) les transports
paralléles de Vet V¥ (ou V* et V_.) sont équivalents. On en déduit facile-
ment un résultat déja signalé par M.me MAURER-TISON (isomorphisme 6).

Supposons que vV, V, =0 alors V, ¥+ == 0, done:

V, Vim Vo (V, A%) =27 §5,=2V° 82

e oo ?
9, Vit L3, Vo =2V° 82,
3, V= + L% Ve=10.

En nous plagant dans le cas particulier simple ol L“B = 0, on voit sans autre
caleul que Pon a transporté V* relativement 3 la counnexion transposée. En
remontant les calculs on voit que cette condition de transport équivaut &
Vg5 =0 soit au premier systeme d’ErxsreiN. Ce résultat est implicitement
contenu dans le n. IV.

On pourrait établir ce résultat pour g, mais dans notre formalisme il n’a
qu'un intérét assez relatif.

VIII. - Forme de courbure de V,. Forme induite dans W,.

Désignons par 0, les éléments de la forme de courbure de la connexion (7,):
Q' = dmj + m A = (1/2) B, daf pda,

R, =—R‘,, désignant le tenseur de courbure de la connexion.
——

Désignons par =?; la forme induite dans W, par Vimmersion de W, dans V:

——
Si nous appelon ', la forme de courbure induite, nous avons:

——~

o Q== At A A

et

——

Q"{:(]_/.‘Z)EM dat A da”
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avec

—

i — £ i ) i e ___Ti e L Ti ot i 0*
B ““a).L:iu auLi}. TLQ/‘.LJ‘/z LQ;JLJ'}. i LQ“/‘.L iu LQ*/IL A

JAp

Par contraction partielle simple de ¢ et A on obtiendra 2 tenseurs du second
ordre sur W, que nous appellerons tenseurs de Rrccr induits dans W,.
(18) R, =0,L)—0,I + I} I 1 12, + I

e

Le — I/ L"*

A
\/l on o*d Hap &k

(19)  R., =8, LA, —3, I}

atu a¥p -+ L L — L Lo*i + I’}“‘/ LO* L;*H LS;:;, .

a*p T Mo
Nous poserons done sur W,, avec les notations déja utilisées,
(18 bis) 8, =0, —8, 0, 4O, L O Qo 4 AL g2 AP fo

an ok “oap “op “ak xp 1o “Tak ?

(19 bis)  §,, = 8, 4%, — 0, A} + £, A2 — L1 A3

2 g .r./lf Qo __ 42 Qe

~pa ung “Ax

IX., ~ Les identités de Ricei.

Sur W, plongé dans V, appliquons les identités de Riccr & gy;:

Vi Ve 15— VeV, g4y =—Rl gr— R,rs Gin .
Faisons 7 = 1 et & = u:

v/’l v/,z'ga*ﬁ - vy v/’. goc“ﬁ = RgchZ/z g@*ﬁ - ngﬁl,u ga*g =0 ’

(20) RZ* P (/ﬂa* Targ R%zu ’
de méme
(21) R = — 9% g0y RS, ,.,,y ,
(22) - RZ;” =—g"F gan* R%m .
Posant
By Guro = Bosprry s g% Bogrs =B
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il vient:

(23) . R]J',Z,u = Rit,l.u H
oun
(24) i, A :'—‘Rﬁ,zu:
ou
(25) . R”, Au R ii, Au?

R =209,L% — 2 L + L2 L‘-’*——L‘ L"*

x Ap A ap [’ a7 8 oYl Tau ol s

=9, I, — 9, L%, +L‘* ., — L, I, ,

"c* Au T arp T

R*, -+ R*.

« A &% An

=0, (L3, + L) — 8, (L}, + L)

=9, (LY, + L)) — 2, (L} + L) =0,

si nous supposons que Lf, = L% . Alors il vient

i3

(26) 8, L%, =2,L,

A

= L5, I8, — L., L2, .

X Ap ot o

Enfin, tenant compte de la valeur de RZ., ,

R, =0, L5, — 0,13, + L3, I8, — L%, L¢, + Lg, Lt — L¢ L2

1o o2 HMaFu e a*A
e

et posons:

*
«Qo ag*
erx/'.y 'R x¥iu
— Qo Qo + Qo 4 o o ___ Ao I
- al o a,u i o 7, /Ao: Q[m s + A A/u. Ao;t /1A\ ’
R ___ o
Qs:du - Ra}.,u

— o I o Qo Qo e c
=0, 8, —0,8, + 85,8, —8, 80, + 475,42, — 42,
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ES
(,

3%, €t ce que 'on obtient en appliquant & §°, . 1e principe de pseudo-hermi-
ticité.

On obtient done (cf. [18]):

27) §, = GG e (cf 18).

oa Bin*

X. ~ Les identités de Bianchi.

——
£2?, désignant la forme de courbure induite dans W, plongée dans V,, =

i
les matrices de connexion, nous savons que:

dffj = _72\1, /\j’z?j ___;7; /\?)_\"j (identités de Briawcwr)
(cf. [13], pages 85 et 108) avec

O, =(1)2) B, datpdat.

Fip

Les identités de BiaxcHI s’éerivent encore:

/\

(a R;ﬂu L Mu + L kv )//4) dm /\d,vu/\dx - 0

ou:

Z vr Riﬁ.u -+ 2 ng Ria‘gu -
JPC
Asfly v
En faisant 4 =i et sommant, deux cas se présentent selon que j = f ou

j = f* Dans le premier cas (en tenant compte que les opérateurs de contra-
ction partielle et de dérivation ne commutent pas) il vient:

V, Ry, + L5, B, - 288 Ry 4+ V, R, |+ 28¢, R

ﬁav

—V, R, — I8, R, —28 R, =0.

fpor v,u
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[V

Multiplions par ¢°" et sommons:

13

y AV T A 2 [l i_rR o U Vi v qor O

- 282, B, — VR — I RO 280 R, — 0
h j23 or VY v i i or + =R R Ted 7T ?

ollL nous avons posé:

——

g — s g, ap =L 5 00
Nous allons évaluer:
/7[_1* /\/l"’) a¥ /\u*
v)’. ¥y o = v/', R IS =y v). L oFur
Notons que:
R, =R, + I, I, —IF, I?
o¥pr T g TS o¥c ¥l ov o*i

¢’est pourquoi nous poserons ici:

——

R¥

o* v

= Rva

(B,, étant les seules composantes non nulles de R;;); on a alors

/\* — — /\* % —— -
I e (] 2 13 ! H“ 0 — R
V/'. E e*ur T vi. Rvo‘ + 286}. Rr@ + 28}./1 E a*pr T L ok o* pr La*l Rvg *

Tenant compte de ces résultats il vient 1'identité de conservation:

VR —2 8 By 6 + Ryy ) — Y, By 7 + By g7 —

0 Qo E o™ Lg* /é\i,*!l* ;/1:?\/,:/'. I2 E?T“‘u* LoIe
T Do vgg - /1}.( P gv) + A e N

on 0¥}

’Rﬁw ga*/‘. = 0

Examinons le cas ou L“;;, == 0 (cas unitaire I’EINSTEIN-SCOHRODINGER).
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Alors:

——~

R, =R

[ 2

——

v/'. jﬁ:}, == a/‘. Eﬂ - ngx TZﬁ{.’\grx - LQU;. Rr'g = v/‘. Era ’

ce qui donne l’identité plus simple:

V, R —V, (B, ¢ + R, ") —2 82, (R, ¢ + R, ¢ —

—2 Sgl 'T[Erg go*/'- =0

et on pent montrer facilement que cette derniére identité redonne bien le résul-
tat classique. En effet:

o~

~ 18R,

A “on

/\l* e —— g/\
V, R = ¢ (3, Ry, — L2, R

wr o

—

— Vi Rcv ga/'.* - a/". (Rm' gcl*) - Lé:,( av gug* -+ L?/ oo ga/'.*’

—— ——

— Vi B =8, (B, ¢ + I, ¢ B, + It ¢ By, —

—~—

— IR, ¢ — L%, R, g'¢"
s Ave & o*i “Vro 9=,

vh

en ajoutant on trouve, aprés quelques caleuls simples,

gﬁ”* av Rf}/t“ a). (Rﬂv gﬁl* + R;ﬁ g;.ﬁ*) - Lf@ (Rﬁv gﬂg* _I"’ Rvﬁ g@ﬁ*) = 0

H

forme classique, aux notations prés, des identités de conservation

20, I, + 2007 &5, — 6+ 3, 8, =0,

ou:

{4

L@ @i «Q ol
2¥; = 8,8 + 8,6
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Un autre cas qui semble intéressant se présente plus loin: si on admet que

G g =0, 45 =—A% alors A}, =0 (voir plus loin XII); ceci entraine &
nouveau:
R, =T, et dapres L%, g + L% ¢ =0, If, ¢ =0,
mais
V). 'Igml = Vi. Rvu’ - Lﬁ? E *g )

ce qui fait que les identités s’éerivent:

V. B — v, (B, ¢+ R, ) 282, (R, 07+ By ) —

or

— 282, R, " — L, (R, + R%) +
Lo, R —IC R, =0

Prenons maintenant les identités de Braxcur avec § = f%, faisons 1 = ] et
sommons:

—— —— —~—

: 7 ; o i D 73
Ve Rﬂ*ﬂ + Vs R Brur T V,u R‘B"‘v n L R ﬁ"nu 2 ); Rﬁ*:)u

——

— 82 Ry, =0 .

7R

o8 R, — L, R,
=Nl Ao 3*u

v

Multiplions par gﬁ’:‘u:
V. B — v, R v, B 288, R -2 83K 4+ T R,

2 ou

282 R — 12, RE = 0.

Mais:
/\/:. L —— o2 1
vl E I;” = V R,/u - V;. (Ro*av J ) — I aFh Rco’*gy ’
il vient ainsi:
—~ — — o e X
f % . () A Y Al 0 A "o
Vs R!ﬂ—Qv).Rl'.HL‘LSI’/‘.RQ— ASflegp TL}.*)'RQ—— R ov =0
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XI. - Les équations de champ en théorie unitaire élargie.

Si Ll;i =/, =0 sur W, alors on peut écrive localement les équations
d* EINSTEIN-SCHRODINGER sous la forme:

7, g:\ﬁ*' =0, S = (1/2) (ng_Lga) =0,

N

R, =0, AR,y = 0.

[+8]

Nous proposons de prendre comme équations (*) dans le cas général en posant:

8;\13 - Roc ? 8\,‘.’ - Rx*ﬂ’ Q:a* - (1/2) (‘/120_/15\))
Vo0 =0, 8, = =0,
@ @ @ @ -
Sup=Sup =0, a8, =a8,, = 0.

On retrouve les équations de la théorie classique (avec pour 2 d’entre elles les.
termes supplémentaires de Saﬁ) et des équations nouvelles que nous allong
écrire:

(33) A%, 8y, + 45,8, =0,
(34) 43,8, + 45,6, =0,
(35) fer =0,

(36) 8 =0,

(37) A8, =0.

Sans chercher & résoudre le systéme (33) - (34). nous allons en faire une étude
suffisante pour la suite.

(*) Ces considerations ont un caractére heuristique. Nous avons depuis repris cette
étude sur des bases legérement differentes. (Note ajountée au moment de I'impression.)
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Selon des notations déjd emplovées, (33) - (34) dquivaut au systéme:

(38) Mo gy~ Ay Mg + ALy gy + A By =0

(39) Ay Tgg + A%y Ty + A7 Iy - A% B =0
Sik,, =0, alors @aﬁ est symétrique et le systéme se réduit i:

(38 bis) Ao Togy + Agpy By =0,

(39 bis) Ay rge + ATy by = 0.

Par un caleul identique & celui des symboles de CHRISTOFFEL on déduit
de (38 bis) que A7, =0, tandis que (39 bis) traduit une propriété d’antisymétrie.

Dans ce cas le systéme ne détermine pas A3, , mais A, =47, h,, est anti-
symétrique en ¢, 5, .

Si k&, # 0 on déduit de (38) par un caleul analogue & celui des symboles de
CHRISTOFFEL:

(40) Ay = ) [Agpn Foyy + G gl

Puis on déduit de (39), en permutant circulairement et ajoutant,
2 Al By =

Puis

(41) Ay = 8 [A7 3 Bge + Afpy Do)

et en rapprochant (40) et (41) on obtient:

(B By, + B E,) + A7, (R Ky + K D) =0,

[x0]

[ﬂ]

ou encore:
(42) Aptaer + Autpey = Tope W' [Af 1y By + AL,y Fipg] -
Notons enfin que

Vo0 =v,97%" =0
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o CEY ¢ a
A8, 8% 1 A5, G =0, A0, 8 4 42 9 =0,

et en contractant § et p il vient:

soit, en supposant dét|m™ | =0,
(43) Ae =0,
ce qui fait que:

('—1:4) SL\[B' - a/‘. A;Bx + LZ)/' Aﬁa — LZ).B Ag\ - //:);Q Lgx *

XII. —~ Ktude approchée des nouvelles équations de champ.

Taison 'hypothése que les AF, ; sont au moins d’ordre 2 en 1/c. D’aprés la
premiére partie de cette Thése le premier membre de (42) est infiniment grand
par rapport au deuxiéme membre, donc en premiére approximation

(45) 1‘13{/39] - /113[\{)] =0.
A 5y est antisymétrique, (40) montre que A}, =0, en négligeant des termes

d’ordre 6 en 1jc.

Compte tenu de nos hypotheses et résultats et en négligeant des termes
d’ordre 4 au moins en 1/¢, on a:,

8,5 = 0, Afy,y done J 4 = 0 est satistaite, Ay, = Afyg oo + Ay Froi = Apyy
(¢ =1, 2, 3) &4 la méme approximation, de méme

I 1 I ~ “ .C__; S ~
Al[ak] T 11[27;] ’ al? == Oy /11[23] — 0O Au[m] ’ S = 0y Ao[lz] _ aa A0[31] .

Nous poserons:
(et- deux formulex analogues),
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—
Alors A (4, A,, A)) sera un vecteur de &,

8 = 0, A, — 3 A,
(46) et des formules analogues.

8y =08, A, — 3, A,

d_é;b g =0 est donc le seul systéme qui en premiére approximation s’ajoute
& ceux de la premiére partie de ce travail. (&, =0 et X, =0 étant trivia-
lement satisfaits.)

. ~ o
On obtient, avec » 9; 9, =0,
re

47 A4, — 3, (Din”) =0 (4 désigne ici le laplacien ordinaire),

et avec o, o)‘”_[jk] + O c‘?—w] + 9,8, =0,

—> _—— = —> -
(48) 4 A" = Grad DivA'— 8, (Grad A;) + 8 A,
ce qui peut encore s’éerire:

— > —> —a
(49) Rot Rot A’ = 9, Grad 4,

N
Ogo 4" étant négligeable par rapport au premier membre.

Done sans hypothése sur I'ordre de grandeur comparé de /1, et /A, on obtient
en premiére approximation:

B —
47 44, =8 DivAd,
— e D —
(49) ot Rot A" = 9, (Grad 4,) .

Plusieurs interprétations sont évidemment possibles suivant ’ordre de
- 1 Y * s . . s
grandeur comparée de A’ et A, (il est facile de voir que cinq cas principaux
- =
se présentent). Il parait intéressant de supposer que A’ = 0(4,) - (1/e) .

13
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Alors les équations s’éerivent:

I —
Rot Rot A’ = & (Grad 4.},

elles ont 1a méme forme que les équations (1-15) et (1-16) obtenues dans le
Chapitre T (Premiére partie).
On peutb poser:
Ay = Afr,

e e
A =—{(Adye) v,

r désignant la distance euclidienne du point potentiant au point potentié, v
la vitesse ordinaire de la particule (d&¢/df), 4 upe constante. Alors:

- '
Iy =2 aa Ao H
— , d&s , dé
5’[01]%’“ a,/i TR 0_(1?}

Posant 7, = &, (et deux formules analogues), 7, = Fpoyy (et deux formules
analogues), on aura alors:

— >

n = A Grad (1/r),

—_—

T

I, -
= — (/o) [Grad (1] A,

Cela suggére une interprétation nouvelle en posa.nt A =Gm (m = masse
de la particule, @ = constante de gravitation) .

Le champ de gravitation et un nouveau champ seraient associés & la partie
antisymétrique de &, (1) -

() Les équations
z oL m= O, é’(aﬁ) == 0, dﬁy[xﬂ] =0

représenteralent la gravitation et une sorte de « magnéto- gravitation » lesquelles sati-
steraient & des équations en tout point analogues & celles de I’électro-magnétisme: la
partie antisymétrique des tenseurs de Riccr représentant les composantes d’espaces.
de tous les champs.
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Resumé.

Cle travail sur les théories unitaires en physique mathématique classique comprend dewr
parties essentiallement distincles.

Dans une premidre partie nous avons essayé de donner une nouvelle signification concréte
aus équations ' Binstein-Schrédinger, den déduire les équations de Mazwell-
Lorents dans le vide, la loi de mouvement des particules neutres ou chargdes, la constru-
ction d’un tenseur d'énergie électro-magnétique.

Dans la deuziéme partie nous avons refondu la théorie de ces auteurs dans un nouveaw
formalisme qui permet &introdwire naturellement de nowvelles variables de chamyp et de nou-
velles équations sans pour qutant awgmenier le nombre de coordonnées de Uespace physique
de configuration qui demeure un espace & quaire dimenston, oblenant ainsi une nouvelle
théorie unilaire qué conlient la précédente comme cas particulier et apporte des possibilités
dinterprétations nouvelles.



