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Branca MANFREDI (%)

Esistenza e unicitd della soluzione

di un problema di Meccanica non lineare. (**)

Introduzione.

I1 soggetto del presente lavoro & il Probleme differenziale, d’ordine 2, di
Meccanica mon lineare, individuato dal sistema seguente:

&+ (@, 3) + gl@) = ()
(D)

@(0) =a,  #0) =b,

dove:

10) t é la variabile indipendente in (0, + o), & = a(t) é la funzione inco-
gnita, » = da/dt, © = d%s/de?;

29) f(u, v) ¢ funzione reale e univoca in tuito il piano cartesiano (u, v), e i
limitata, continua, lipschitziana;

39) g(u) ¢ funzione reale e univoca in (— oo, + oo), ed ivi crescente, continua,
lipschitziana, essendo inoltre g(— oo) =— oo, g(0) =0, g(+ co0) = - oo;

4°) @(t) ¢ funzione reale e univoca in (0, + oo), ed ivi limitata, continua,
lipschitziana;

5% a, b sono prefissatt numeri (reali).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca n. 40 del Co-
mitato per la Matematica del C.N.R. per I’anno 1963-64. - Ricevuto il 10-V-1964,
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Un tale problema si dird brevemente, nel seguito, il Problema differenziale
non lineare (D) od anche soltanto il Problema differenziale (D).

In questo lavoro mi propongo di indicare un nuovo metodo che,
tragportando il Problema differenziale (D) nel discontinuo finite, mediante il
Calcolo delle differenze finite, permette di dimostrare il seguente

Teorema (di esistenza, di unicite e d’approssimazione):

Il Problema differenziale (D) ha una soluzione ed una sola, e tale solu-
zione si pud tndividuare per approssimaziont suceessive.

Ecco una traccia del metodo dimostrativo seguito.

Sia 7' un valore del tempo dato da un intero positivo comungue grande.

Per ogni intero ¢ =2, 3, 4, ..., faccio corrispondere in un certo modo de-
terminato (n. 1.1) un insieme o;, appartenente all’intervallo (0, 7'), formato da
punti razionali in numero finito.

In corrispondenza all’insieme o,, il Problema differenziale (D) individua un
Problema alle differenze (A) che ha una soluzione a(t), definita su oy, ed una

: A

sola. Si ottiene cosi una determinata successione di funzioni:
2,(t), (teoy; 1=2, 3, 4, ...).

Provo che questa suecessione di funzioni ha un limite #_(¢), che risulta de-
finito e uniformemente continuo su Iinsieme dei punti razionali di (0, 7).
Questa funzione w_(¢) si pud quindi completare per continuita su tutto (0, 7,
e s’ottiene cosl una funzione che risulta senz’altro definita su tutto (0, -~ oo),
in quanto 7 ¢ un intero positivo comunque grande.

Provo, infine, che la funzione cosi ottenuta (), 1€ (0, + oo) & soluzione
del Problema differenziale (D), ed ¢ l'unica soluzione di tale problema.

I1 metodo dimostrativo seguito e, poi, anche costruttivo in quanto da la
soluzione del Problema differenziale (D) per approssimazioni successive.

Osservazione. Mi sia ora permesso di fare sul metodo dimostrativo.
seguito qualche semplice rilievo: ¢ un po’ laborioso, ma in compenso ha dei
vantaggi effettivi. Mi spiego:

19) Questo metodo parte in guisa da operare su il discontinuo (razionale)-
finito, appartenente ad un intervallo (0, ') comunque grande; i risultati ottenuti
su tale discontinuo, con un passaggio al limite vengono frasportati a tutto il
discontinuo razionale di (0, 7'); questi ultimi risultati con altro passaggio al limi-
te vengono estesi a tutto il continuo di (0, 7'); infine con un ultimo passaggio-
2] limite le affermazioni si hanno su tutto (0, -+ oo).
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Cid fa si che si parte dai dati iniziali con considerazioni semplici e di tipo pint-
tosto algebrico.

20) Va notato che Vintroduzione del Calcolo delle differenze finite dona
al metodo stesso una rilevante elementaritdy e flessibilita. Cid mi permetterd di
affrontare (in una prossima pubblicazione) la questione della periodicitdy della
soluzione del Problema differenziale (D). Cid mi permetters ancora di attac-
carve (in prossimi lavori) dei Problemi di Fisica Matematica alle derivate par-
ziali, d’ordine 2 e non lineari, ed anche altri problemi d’ordine maggiore di 2.

§ 1. - Preliminari.

L.1. - Il procedimento-fattoriale di suddivisione.

In corrispondenza ad ogni intero 4 == 2, 3, 4, ..., considero il numero 1, —
==1/t!. Indi eseguo su Vintervallo (0, - oo) la suddivisione mediante i punti:

@) 0, Ly 2y ey 0l =1, 1 -1y 1 420 ey 1 L ill =2,

Detto 7' un valore del tempo dato da un intero positivo comunque
grande, indichiamo con ¢, 'insieme dei punti (1) che appartengono all’inter-
rallo (0, T'). Il procedimento di suddividere successivamente ’intervallo (0, 1)
mediante i punti dei successivi insiemi

Ca, T3y Ogy eeny Oy ven

si dira, brevemente, il procedimento-fattoriale di suddivisione &i (0, T).
Valgono le proprietd seguenti:
10) Risulte (proprieté d’inclusiviia)

GsC 03 C G4C e CGyC aun

20) Se t ¢ un qualungue numero razionale di (0, T), esiste SEIMpre un i,
tale che sia
t€ o, per ognt i >>1,.

30) Pilt generalmente, se o é un qualungue insieme finito di numeri ra-
zionali di (0, T), esiste sempre un i, tale che sia

Jco; per ogni i>> 1, .
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40) Risulta

lim o; = (0, T),,,,

i—

indicando con (0, T),,, Uinsieme dei numeri razionalt di (0, T).

1.2. - I Problemi alle differenze (A).

Fissato un intero ¢ (=2, 3, 4, ...), consideriamo in (0, Z') 'insieme corri-
spondente o;, di punti razionali in numero finito, definito nel n. 1.1.
Detta poi p(t) una qualunque funzione definita in ¢,, poniamo:

@) Ap() = Aplt) ={ p(t) —p(t—1) }fl (t>1),
(2" Zl\jw( 1) = é‘l‘w(t) = { p(t) — 29t —1,) + p(t—20) }/ (¢t > 21,),
@ Asw(t) = Ay ={ p(t) — 3yt —1L) -+ 3p(t—2L,) — p(t—3L) }I§ (1> 3L),

Cio posto, possiamo dive che il Problema differenziale (D) ci individua il
Problema alle differenze non lineare, d’ordine 2, seguente:

@ %%"i( ) - (st — 1), é%(t—l ) + @t —21)) = (1)
: z,0) = a, {w:(lz) — wi(o) }/li =1,

dove:

19) ¢ (con't > 21,) ¢ la variabile indipendente in o,, x; = x(t) € la funzione

incognita, A)a:l, (%2501 hanno, rispettivamente, le espressioni defzmte da (2'), (2);

20) f(u, ), g(w), @(t) sono le stesse funzioni (con le stesse ipotesi) del Proble-
mae differenziale (D). ‘

Un tale problema si dira, nel seguito, il Problema alle differenze nown lineare
(A), corrispondente all’intero © ¢ associato al Problema differenziale (D), o,

brevemente, il Problema alle differenze (A).
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Se poi il sistema (A) si pone nella forma pit estesa

7

(t) ::'2 2 {t— 1) — a{t—20;) — lj { flet—15), (A)-’h(t 1) +

(@) + glat — 21,)) —o(t) }

x,0) = a, 2l =a + 1,

segne subito che i valori di =,(¢) (¢ = 21,, 31,, ...) s’ottengono tutti univoca-
mente a partire dai valori iniziali. Si ha cioé:

Il Problema alle differenze (A) ha, nellinsieme o;, una soluzione w(t), ed

- una sola.

1.3. - Lemmi fondamentali.

Lemma I. Detto r un intero positivo comungue grande, la successione

(vr(t)a mr+1(t); sy mi(t)7 e

¢ in o, equilimitata, equilipschitziana, equicontinua (1).
Le stesse affermazioni valgono anche per ciascuna successione

Az (1), Nwea(t), ., A%l), ..,
{(r r+1 )

Lemma II. Dello r un intero positivo comunque grande, la successione

Bp(t)y Tppa(t)y ooy @5(E), ...

é in g, convergente, ¢ la funzione limite (1), prolungata (facendo r — o) in
tutio (0, 1),.,, & limilata, continua (anzi uniformemente continua), lHpschitziana.

(1) Conviene notare che, per la proprietd d’inclusivita (cfr. n. 1.1), linsieme o, &
il campo comune di definizione di tutte le funzioni sopra considerate.

2
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Le stesse affermazioni valgono per ciascuna delle due successioni:

(*) ATty A Bpal)y ey AL, ..
) {r+1 {0
(%%) A @y(t)y, N Baall)y oy AR i(E), .
(r) {r+1) (03]
# i %

Inoltre, dette rispettivamente, (1) ¢ x,(t) le funzioni Wmiti di (=) e (*%)

prolungate (facendo v — co) in tutto (0, T),,,, risulte che la funzione x(t) & ra-
£ £
zionalmente derivabile (*) con dertvata x,(t) ¢, a sua volta, ® (1) é razionalmente
k%
derivabile con derivate o (1).

Lemma ITI. La funzione (), ottenuta completando per continuitd la
@, (1), t€ (0, T),., in tutto (0, T), ha in (0, T) la derivata prima z(t) e la deri-
vata seconda Z(t), ¢ tali derivate si ottengono rispettivamente completando per con-
tinuita le funzioni ,

* * %

Be(t); 1€(0; Ty s B,(t), 1€ (0, T)pop

in  tutto (0, T).

1.4. - Alcune osservazioni.

Risultano utili, per il seguito, alcune osservazioni collegate alle ipotesi fatte
sulle funzioni f(u, v), ¢(u), p(t) (cfr. pag. 13) e al Caleolo delle differenze finite.

19) Per Pammessa limitazione delle funzioni f(u, v) e ¢(t), esisterad una
costante y > 0, tale che

3)  |fw, o)<y per ogni (u, v), o) |[<y in (0, + oo);

e, per Vammessa lipschitzianitd delle funzioni f(u, ), g(u), @(t), esiste-

(%) 8i dird che una funzione F(t) & razionalmente derivabile in ¢ = £, se il suo rapporto
inerementale relativo a 7, ha limite finito quando I'incremento %, dato a %, tende a zero
per valori razionali (si seriverd k—>0).

raz
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ranno tre costanti positive 4, u e p’ tali che:

H('”'u ¥1) — (g, v5) ] < 7»{ I Uy —— Uy [ -+ ! Uy "Vy l } per ogni uy, vy, Ugy Vg

(4) | 9(ey) — gus) | < o] wy— u, per ogni u,, u,

[p(t) —@lts) | <u' | ty—ts

perogni iy, 1, .

20) Indicando poi con (f) una generica funzione definita in 0;y, per
(4), si ha

(5) g(p(t)) = glp(t—1,)) + 1 p, {})w(t), con |u,|<pu,

da cui, detto n, I'intero positivo tale che ¢ = n,1;, risulta ®):

(5) 9p) = glp(0)) -+ 1, 3{ D) },
e=1 9

onde

(5") | gpt) | <] g(w(0)) | + 1 ZlAw(el ).

. pm1 @)

Osservo poi che nella (5'), e cosi anche in casi analoghi, con Ay(pl;) intendo, per
[£7]
brevita, [Aq)(t)]t_, o

3°) Sia 7 un numero razionale relativo e » un intero positivo. Dalla formula,
del Calcolo delle differenze finite,

Ft—ry1) = E(ml)e( )z"’A"I’(t)

=0

essendo

F(t) ={ F(t) — F(t—7) }x,

(®) Basta sommare membro a membro le 7; relazioni ottenute da (5) sostituendovi ¢
Successivamente con 1, 21, 3, ..., 1, poi, eseguire le riduzioni evidenti, ed infine
indicare, nel primo membro, =, con t.
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segue

-1 — 1)y —2

(6) AP(t) = AF(#) — 2 ASF(t) + ...,

dove nel secondo membro figurano » termini. Per il seguito avranno interesse
anche i due casi particolari (essendo I, == v [;):

‘ —1
(6") Bt —1,) = F(t) — o1, AF(H) + 3957—) BAFO— ..,
' ) . ]
292y — 1
(6" F(t—21) = Ft)— 200, AF() + 22 = pomy — ...
[¢1] P (€3]

Se poi le funzioni AF(f), AF(t), ..., A'F(t) risultano limitate, le (6") (6"),
[$2] o [§2)
usando le notazioni introdotte in [3] (*), si possono serivere:

_ L1, —1

(6') F(t—1,) = F)—1; gF(t) + d 12,—1) AF() + O, 1Y),
) . (€]

(6") F{t—21,) = F@t) — 2LAF({) + zi(zzi—zj)(AﬂF(t) - Oyt, B).
[&)] 6

(*) Preciso che: 1°) Con il simbolo
oy, 1% (essendo k = 1, 2, 3, ...)

indico una quantitd (dipendente da f) infinitesima con %, d’ordine > %, cioé tale che
(per ogni & fissato) esistano un L >0 e un ¢ > 0 tali che

1O, )ik |< L per 1, < é.
20) Invece, con il simbolo
%) (essendo k=1, 2, 3, ...)
indico una quantita positiva (indipendente da %) infinitesima con ¥ d’ordine > k.
Nel seguito per distinguere pitt quantitd fra loro diverse del tipo O, 7, uso i simboli
O, 1), Oyt, 19, ... oppure O, '), 9%, 19, ...

In modo analogo distinguo pilt quatnitd fra loro diverse del tipo O(If).
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§ 2. - Dimeostrazione del Lemma I

2.1. - Dimostrazione delle equilimitazioni.

2.1.1. - Provo dapprima che la successione Az,(t) (i =r, r + 1, ...) é equi-
(i)
limitata in o, .
A tale scopo scrivo 'equazione alle differenze figurante in (A) nella forma
i

seguente :

A'v(t)__Aw(t—l)-l{f(a" L) Awilt—1.) — @(t) }— 1 gla(t — 21,)) ,

(&3]

da cui, per (3) e (5"), segue

n—2

™ | 0| <] Al — 1) |+ Lo + 43 S| Avel) |

(O] g1 {)
avendo posto y, == 2y -+ | g(a) |. In particolare, per t = 21,, e t = 31,, si ha:

l Az,(21)) [ < [ (Al’wz(lz) [ + Lsyos

)
l emi(gli) [ < I Ami@li) ] + by + /df' I (A.)fvi(lz') l;

le quali, posto

by = I bl = l(A).’L‘l(ZZ) !) M = max (by, o),
e supposto (come ¢& lecito, senza restrizione) p > 1, danno:

’ (A‘;’Ui(%i) ! by + lyy < M- (1 + udy),

| Aw,(?)l | <M1 + uly) + 1iyo + 13 b,

<M + ply) + ML + pl) < M1+ pl)?

ossia dunque:

(7)2 l {_i)wi(mi) i < M1 A+ ply),

() | Aa3L) | < M-(L + ploy
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Ragiono ora induttivamente: suppongo (ipotesi £) che disuguaglianze ana-
loghe alle (7), e (7); si abbiano anche per |A w(4l,)|, | A a5l ], ecc. fino a
) (€3]

| Awy(v1,) |, con v intero positivo generico. Dico allora che ¢ anche
(1)
(TDhgr I(A,)wi((?’ + L) | <M1 + puly)”.

Infatti, per 1a (7) abbiamo:

]%{Ui(v + 1)) | <| (z_k)(vi(vli)l + Liyo + pl3{ | Awly) | + ] (A_)wf(zl,-)l o

+ | Awdr—1)1) |},

(i)

da cui, per la precedente ipotesi £, e tenendo presente che ¢ |Aw.(l,)| = by,
()

|§mi((a; + 1) | <A 4+ pl)™ A+ Gayo +pliby) +pl; M{A + pl) +

+ @ A ) A+ ()
ed essendo
L yo + 1 UG by < M1 + ply),

si ha ancora

(1 + pl)r~t—(1 +ul;)} _

o((v + D)< M 3@ - pl,)™ Y 1L - wly) + ul®
Gl < {( o Sy

= M{( + )™t 1L+ pl) < M+ ol

Si ¢ cosi ottenuta la (7),,,, e si pud concludere che la (7), 4+ vale per ogni inte-
ro v; in particolare per v -1 ==n, (tale che =, 1, =1¢) si ha

® [Aw(t) | < IL-(1 + L™
1)
Noto ora che ¢

@ F pl) < (1 pl) = (1 + )= [+ pl )] < et L ot
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Onde da (8) discende

(9) A [ Am,(8) | < MeM”.

(1)
Cid prova la limitazione di A @#,(t) in o; e quindi in o,. Inoltre, poiché il
(i)
secondo membro di (9) non dipenda da 4, resta conclusa la equilimitazione
da dimostrare in o, .

2.1.2. — La ecquilimitazione in o, della successione
x,4(t) (% : v, -1, r 2,00
segue facilmente dalla (9). Infatti, da (9) discende manifestamente
(9" |z(t) | <] @it — 1) | + L Me,
da cui si ottiene (%)
(10) [2() | < |a| + tMe" <|a| + TMe”.
Provo ora la equilimitazione in o, della successione

A2 2,(t) (@g=rr+1,r+2..).

H

Si ha anzitutto, in virth dell’equazione alle differenze figurante in (A),

$

] Arxy(t) < [ fl@ i — 1), (Ai)a?i(t“ 1)) ] + I gzt — 21.)) ] + l @(t) ‘:

(£}
ed anche, per le (3),
1) |A2 i) | <2y + | (ot —20) |
Ora, per (10), & |
—]a|— TMe"” <w(t—2) <|a| + THMe",
da cui, tenendo presente le ipotesi fatte sulla funzione g(u),
g(—| a|— T M) < g(w(t—21,)) <g (| a| + T M),

(®) Basta sommare membro a membro le %, relazioni ottenute da (9') sostituendovi ¢
guccessivamente con I, 21, 31, ..., n; I, poi eseguire le riduzioni evidenti, ed infine in-
dicare, nel primo membro, %;1; con t. '
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cioé
| 9wt —21)) | < G,

essendo ¢ = max (g(—|a|— THMe*)y, g(|a| -+ TMe*)). Pertanto dalla
(11) segue

(11" | A1) | <2y + G,

(%)

il che prova quanto si voleva concludere.
Provo ora la equilimitazione in o, della successione

N z,(t) (g =r,r+1, r+2..).

(€3]

8i ha, in virth dell’equazione alle differenze figurante in (4),

(12) I(A: @4(1) | < ] (Aﬁf(wz(t_ 1), {})ﬂ/’i(t‘— 1:)) l + l (Z})g(a’i(i”’“mi)) ] -+ l Ag(t) l .

()

Draltra parte, per la lipschitzianity delle funzioni f(u, v), g(u), @(t) [cfr. (4)]
risulta

](Ai)f(mi(t”—li))(%a:i(t“li)) l =1/ !f(wi(t“li)a (Ai)mi(t—li))—f(wi(t“‘gzi)y .(4})&:,-(25—-—22;)) {
<K [doft—1)] +| A —1) |},

l Aglwi(t—21) | = @1) | gl@wdt—2L)) — gla(t — 31)) | < e | Awy(t—2L) [
e infine

I(An??(t) | = @/L) o) —@t—1) | <p'.

Da queste maggiorazioni e tenendo presente (9) e (10), segue allora la equili-
mitazione da provare.
Cosi continuando si conclude pure che ciascuna delle successioni

APu4(1) ‘ @=r r+1,..)

)

ottenute facendo N =4, 5, ..., é equilimitata in a, .
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2.2. « Dimeostrazione delle equilipschitzianita.

Provo che la successione @;(t) (i =7, v+ 1, + 2, ...) ¢ equilipsehitziana in o,.
Provo anzitutto che una qualunque z(t), con i > r, & lipschitziana nel suo
insieme o;. Siano ¢’ e ¢ (' <t') due qualunque numeri di o;: si avrd

7 " 1 "
1 =, L, " =l (n, <<n,).

Allora, essendo

” 7

Lot — ) | =L] > Aofol) | <1 3 | Avdeld |,

Q=ﬂ;+1 * q=n:.+1 )
per la (9) risulta | &:t") — 2:t") | < Li(w; — ny) Me”, ciod
(10) | i) — a,(t") | < MetT(t" —1')

il che prova la lipschitzianitdy di z,(f) in ¢, e quindi anche in o, . Inoltre, poiché
nel secondo membro di (10) il moltiplicatore di ¢"—¢' non dipende da €, resta
anche conclusa la equilipschitzianith da provare.

In modo analogo si ragiona per provare 1'equilipschitzianitd in o, di ciascuna

delle successioni Aw,(t) (i =7, r + 1, ...) ottenute facendo N =1, 2, 3, ....
[6))]

2.3. - Dimostrazione delle equicontinuita.

Provo che la successione z(t) (i =, v + 1, ...) é equicontinua in o, .
Cid discende subito dalla disuguaglianza (10) precedente, ossia da

(10) | @) — a:(t") | < Me® | ¢/ —1"|.

Infatti, preso un &> 0 basterd imporre a |¢'—1"| la condizione

(11) M |V —1t" | <e.
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Allora, se r & abbastanza grande, esisteranno in o, dei punti soddisfacenti la

(11), ed abbiamo che: preso ad arbitrio un > 0 esiste un & = e *T/ I tale
che sia

t, " eo,
o) —a(t") | <e per [t —t"] <9

f=r,r+1,...

In modo analogo si ragiona per provare equicontinuitd in o, (con r ab-
bastanza grande) di ciascuna delle successioni

A1) (f=mr r-+1,..)

(€]

ottenute facendo N =1, 2, 3, ....

§ 3. - Dimostrazione del Lemma II.

3.1, - Dimostrazione di convergenza in ¢- della snccessione x2{e) (t=r, r+1,..)
e delle proprieta del corrispondente limite xw(r).

3.1.1. — Essendo sempre » un intero positivo prefissato (del resto comunque
grande), consideriamo la successione @,(f) (i =, r +1,...). Dico che, preso
un &> 0, esiste un intero 4,, indipendente da ¢, tale che

(13) | @ (8) | <e (teor, r<i,<i<j),

avendo posto @, ,(t) = @;(¢) — ,(t). Per provare cid basta, manifestamente,
mostrare che ¢ [cfr. annotazione (4)]:

(14) | @:5(t) | = O teor r<i, <i<j).

Dimostro allora la (14). Essendo i < j, considero 1’espressione

H, (1) =20t — 1) — w,(t — 2Z,-)/—— l"}{f(wj(t — 1), (Ai)flf'a‘(t—li)) + glae;(t—21.))—o(1) }
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[ottenuta dal secondo membro dell’equazione alle differenze figurante in
(A’) mutando, materialmente, solo I'indice ¢ di « con indice j].
£3

Dalle (6), (6"), per il Lemma I, segue ("):
2yt — L) — wi(t—2L) = a,(t) =1 M) + Oult, 1)
18) 1 flat—1), {})w;(i*—li)) = fla;(t —1,), (ij)-’"ﬂjktwl;)) + Outy 1)
glas(t—21)) = gla,t—21,) + Ou(t, 1),

Pertanto, tenendo presente che a,(¢) & soluzione del Problema alle differenze
(A), H, (1) prende la forma

H, j(t) = a,(1) + Ou(t, 1)
Ricavando qui ,(t) e sostituendo ad H, ,(t) la sua espressione iniziale, ottengo:
(16) wy(t) = 2m,(t — 1) — a,(t — 21,) — { fas(t—1,), (%wj(t —1)) +
+ glat —2L)) — () }— Oult, 1.
Sottraendo, ora membro & membro da (Ai’)1 1a (16) e dividendo poi perl,, risulta

an Aw (1) = A @yt — 1) — L{ foi8) + g:,40) } + (11O, 1Y),

[ (&)
con

S fol®) = F @t —1), Awlt— 1)) — flast — 1, Avst—1.)

e i, 4(1) = glaw{t — 21,)) — g(a,(t — 21,)).

(%) Infatti la (15), discende facilmente dalle (€'), (6"). Daltra parte da (4), segue
(") et —1), %‘l’f(t — )= fla;(t — 1), (%901)) + A {iwt—1)—=t - 1) | +
léw,(t —1) - %m,-(t —1;) |}, essendo |4 |< 4 Ora per le (6), (8") risulta

[yt — 1) — it — 1) | = | (b — lf)(%%‘(t) | = (L)
-
O A=) — Ao — 1) | = 1{0 + Q= 12— L= 1)} At | = O,

Da (*) e da (**) segue allora la (15),. Infine per ottenere la (15); basta applicare ad
x4(t) la (5') assumendo quale istante iniziale ¢t — 2I; e quale istante finale ¢ — 21;.



28 B. MANFREDI [16]

Dalla relazione (17) segue allora
(18) I éwi,j(t) ’ < f (Z_l)mi,f(t‘* i) l -+ 1, { fi,i(t) -+ gi,:’(i) l -+ ‘64(13)
D’altra parte per le (4) si ha

106 + 90,0 | <] f100) | + ] g:50) | <
< ﬂ{ l 2 5(t— l;) l + ! (Afﬂi,i(t— L) [ } + ] {I)i’,-(t'”—?/li) I 3

ed anche (8)

l fi,:i(t) + gi,:‘(t) l <@ 412 l %mz’,i(t"— L) l + (A +p) l 2 (8 — 21;) I;
cioe (*) (essendo ®4,4(0) = 0):

ny—2

] ,'fs,j(t) + 9:,5() l <@ +1)4 l (l})a?u(t”— l:) l + (A 4wl Z’ A$i,f(é’li) ] .

o=1 (B

In conseguenza della maggiorazione ora ottenuta, ponendo
o =14 (1 +1,)A1, B=2+u,
in Inogo della (18) si ha

ng—2
(19) | Awot) | < o | Awist—1) | +1.80) + ALY | Aoy y(el) |

o=1

() Infatti: & ;06—1)] + ]{})wi_,(t — )| =
={]w 0t = 1) | = @5t — 20) [} + | @i 06 — 20| + | éx,.,,. t—1)]
< U (%x,.‘,-(t— W+ = t—2L) | + i,(lix)mi,j(t— )| =0 +1)] %xi,,.(t— W+
+ @t —21) |
(°) Si tenga presente che, essendo ¢ = u,1, si ha x;,;(t — 21) = a:,-,,.((»n—~ 2)15) =
ny—2

= ;;(0) + I Z (A) z;,5(0k) -
) k

=]
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relazione analoga alle (7) del n. 2.1. Ora si ha (1)

20) | Aw ()] =OU), 1+ fli>o 4L, OW) =max{OW), &)},

e, per i casi particolari ¢ = 2l,, ¢ =3I, [in analogia con (7), e (7 )s) :

(19), | (Ai)mi,i(:zli) | <+ p1) O,
(19); ‘ A_‘l’i,i(SZi) I < (1 -+ ply? @(li)-
@

Pertanto, procedendo per induzione, analogamente al n. 2.1, s’otterrd

I

(21) | Awe 5(1) | < O(1) e = O(1l)
@

[relazione analoga alla (9) del n. 2.1].
Dalla (21) risulta poi

(21 I x5 4(%) ; < I @ 5(t—1) f + 1 8(1:7)5

allora, sommando membro a membro le n; relazioni ottenute sostituendo alla ¢
in (21') successivamente 1,, 2I,, ..., n;l,, si ottiene (tenendo presente che

[y

e fﬁi,j(o) =y == 0):
o ‘ 56',“,-(75) l <t 'S(Zz‘) < T'@(li) ’

cioe la (13).

3.1.2 « Proprieta del limite 2(t).

Pongo
To(t) = lim @,(t) (tea,).
i—
(*) La (20), si ottiene osservando che &: Au,;(l,) = b — Awmyl) ={b— Aw,(l,)} +
[£3 I ) &)
{ (1) — s (1. = Az, (l) — Aw.(l) = A1) — N\ zi(ls (1) — A .
+ {Be) = Dt = Dayll) ~ Dl = {8 o) = Dy} + {Awyl) — A my(l}
dove le due differenze sono infinitesime con I, — I;, e quindi con ; [cio, per la prima
differenza in virtu della equilipschitzianitdh di Aas;¢), per la seconda differenza in
) «

virth della (6') ove si ponga IF(t) = z,(t) e indi 1 = [,].
La (20), segue subito dalla definizione di «; e 8, potendo supporre (senza perdere in
generalita) u>1 -4 Al;.
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Per il Lemma I, la funzione x(t) risulta in ¢, limitata, continua (anzi unifor-
memente continua), lipschitziana. Inoltre, essendo r comunque grande, le
stesse affermazioni valgono anche quando la funzione x(f) viene prolungata
(facendo r — oo) in tutto (6, T).,.

3.2. - Dimostrazione di convergenza in o. della suceessione Az;(t) (i —=r,r+1,..),
(i)
- 3 . - *
e proprieta del corrispondente limite w(f).

Essendo sempre # un intero positivo prefissato (del resto comunque grande),
consideriamo la successione Aw(t) (¢ =r, v 41, ...). Dico che, preso un &> 0,
[£3)

esiste un intero ¢, indipendente da ¢, tale che

(22) }Aw,-(t)-—%m,.(t) | <e (teoy r<i, <i<<j).
{

(£3]
Per provare cid basta, manifestamente, mostrare che ¢é [efr. annotazione (4)]

(227 | %)mi(t) — g)fvf(i) | = O) (teors r<1i,<i<j)

Ora, essendo i <Cj, dall’identita

At — Aot) ={ Aot — Aot } +{ Ao — Aot}

)
segue

| Ami(t) — Awy(t) | < | Awi(t) — Aw,() | -+ | Azs(t) — Awy(t) |,
{i) (1) [£3] (1) [§3) (N

da cui, quando si tengano presenti la (21) e la (6'), si ottiene proprio la (22').
Posto poi

E3
(227) #,,(1) = lim Aw(?) (teao,),
t— o (i)

per il Lemma I la funzione @ () risulta in ¢, limitata, continua (anzi unifor-

memente continua), lipschitziana. Inoltre, essendo » comungue grande, le stesse
£

affermazioni valgono anche quando la funzione (¢} vien prolungata (facendo
7 — oo) in tutto (0, T),,,.
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3.3. - Dimostrazione di convergenza in or della successione A (1) (i=r,r +1,..),
i

e proprietd del corrispondente limite ().

Essendo sempre 7 un intero positivo prefissato (del resto comunque grande),
consideriamo la successione A®a,(t) (i=r, #+1 ,...). Dico che, presoun &> 0,
(D)

esiste un intero 4, indipendente da i, tale che

(23) [{},f a;,.(z)-.—(%ﬂx,.(t)[ <e (teo,; r<i,<<i<j).
Per provare cid, basta, manifestamente, mostrare che &

(23") | A% wit) — A a(t) | =0) (eos r<i,<i<j).

Dimostro allora la (23’). Essendo i <Cj, sottraggo membro a membro dal-
Yequazione alle differenze figurante in (A) Panaloga equazione alle differenze

k2

figurante in (A), ottenendo:
B

%2 () — (A)z (1) + fi:(t) + !—]i,:'(t) =0
i ¥

con
S Fialt) = floit— 1), Avit—1))— flot—1,), Awt—1)
e gi,:'(i) = g(@:(t — 21;)) — g(;(t — 21;)).

Ne segue

(24) | A 4 (t)—~A° wi(8) | <[ Fos®) + 7540 | -

Draltra parte per le (4) si ha

|f¢1 +gz: l Ifz:(t I + l gi,a‘(t) ] <l{ vai(t"‘li)"‘fvi(t_li)l +

+ | Azt —1,) — Aw, L)} + ul| ot —20) — @it —21,) |,

()
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ed anche, tenendo presente la equilipschitzianitd in o, delle successioni x,(t),

Ax{t), (t =r, r +1, ...) (cfr. n., 2.2),
{f)

| 4,58 + 5:;(7) | < Ouly +
+A{|mlt— 1) — ot —1) | + | Awt — L) — Azt —1,) | b+
{H) [$3)
+ et —2l) — ot —20) |,
da cui, per (21") e (22'),
! fi,;i(t) -+ ﬂf,f(t) I = S(Zi) .

Pertanto, in virtt della (24), rimane provata la (23').

Detta poi
(2317) a:w(t) = .lim Azmi(z)$
e b0 (D)

per il Lemma I, la funzione = (¢) risulta in o, limitata, continua (anzi unifor-

memente continua), lipschitziana. Inoltre, essendo » comunque grande, le stesse

affermazioni valgono anche quando la funzione x,(t) viene prolungata (facendo
7 — oo} in tutto (6, 1), -

3.4. - Dimostrazione della razionale derivabilita di x,, (), t €(0, T)raz .

Tenendo presente che & Az, (t) ={a,(t)— 2, —%h)}/k, dimostro che
h
z(t) & razionalmente derivabile in (0, T),, [cfr. annotazione (2)], e che, pre-

cisamente, si ha

(26) lim Az, (t) = 2, (t) , te (0, Ty, -

Basterd concludere questa affermazione per t€ o, .
Distinguo due casi: k0%, b 70~
Caso h>0+.  Per ogni k>0, razionale e fissato comunque piceolo,

gia ¢ sufficientemente grande in modo da aversi

h=9l; (v intero positivo conveniente).
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In virtu di (6) risulta

(27) [’;\:vw(t) = ;{}{mw(t) = (%a;m(t) - O, 1.

Ma

Az (1) = A lim &,(t) = lim Ax,(t),

(i) (1) j—> o J—re0 (i)

onde, per (6'),

sk
(28) Az, (1) = lim { (/;\;:vj(t) + O, 1) } = 2,(t) + Ot 1),

(&3] J> 0

Pertanto la (27) diventa
(27 Ag(t) = o (t) + Oty 1) + O, T,

e quindi proprio la (26), per kb >0+ ;
Caso h770-. Per ogni h <0, razionale e fissato in valore assoluto
comunque piccolo, sia ¢ sufficientemente grande in modo da aversi

I =-—wl; (v intero positivo conveniente).
B allora, in virth di (6),
(29) M) = Aa_(t)= Aa_(t) + 11 A (1) + ...,
3 —viy —D 2!

Y

dove si & posto per brevita

T (1) — T (0 + 1) _ @t + 1) — 25 (2)
-1 - L ’

‘A)m;(t) =

— (i
ossia

~{?) ()
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da cui

Atw () = At + 21),

—(2) )

Nlw,(t) = A* @ (t + 3l),

—(7) ()

B pertanto

Az () = Awg(t + L) 4+ 222 1 AT (t + 20) + oy
B ) 21 5)

onde

(299 Aw (1) = Aw(t +1,) + Out, h).

h )

Ora, per la continuitd di Awx_(t) &
(1)

Azt + 1) = ‘A.)moo(t) + @3(t7 L),

(03]
e la (29') diventa

(29") %ww(t) = (Aﬂww(t) + Oty 1) + Ouft, h).
Tenendo poi presente la (28), risulta allora

(291”) Az (1) = :’m(t) + @o(t; 1) + @a(t, L) -+ @2(t, k),

h

e quindi proprio la (26) per h ;70—

3.5. - Dimostrazione della razionale derivabilita di x.(f), :<(0,T)caz.

St ha

* %%
(30) lim Aw () = 2 (t).

h—>0
raz
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Infatti:

*
(309 %a)m(t) = Alim Aw,{t) = lim A Az(f) .

ki o (f) > k(1)

Se ora-¢ k> 0 e razionale, 'ultimo membro di (30'), in virth di (27) [ove
si riguardi x,(f) sostituita con Aw(f)] diventa
)

B

lim { A% z:() + Ot b) } == _ (1) + O, k),

= (D)

e quindi la (30) per h >0+

raz ’
Se invece & h << 0 e razionale, ultimo membro di (30"), in virth di (29")
[ove ancora si riguardi »,(f) sostituita con (%:v,-(t)], diventa

lim { A® @:(1) + Oulty 1)+ O, 1) } = () + O, 1),

e quindi la (30) per h >0-.

raz

§ 4. - Dimostrazione del Lemma HI.

4.1. - Completamento per continuita.
* sk
 Le funzioni (1), #,(), ©,(t) definite (cfr.§ 3) in (0, T),,, essendo ivi
continue, si completano immediatamente per continuitd su tutto (0, 1),
e le funzioni eosi completate, che indicheremo ordinatamente con

* &%

z(t), @), @@) o<t T,

sono pure limitate, lipschitziane e continue in (0, 7).

4.2. - Dimostrazione dell’esistenza di Z(¢) e (1) in (0, T).

4.21. - La deriwta 2(1) esiste (finita) in tutto (0, T).

Distinguo due casi.
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Caso 101 La derivata x(t) esiste (finita) in ogni punto t razionale di (0, T),
e precisamente ¢

(31) }in{} [{ 2t -+ k) — z(t) }/h] = .':'w(t) == :I;(t) R te0, T),,-

La (31) ¢ gid stata provata quando & tende a zero per valori razionali (efr. n. 3.4.).

Per ottenere la (31), per & tendente comunque a zero, detto ' un razionale

prefissato, accanto al rapporto figurante in (31), considero anche il rapporto
{a(t + W) —a)} /0.

Questo rapporto, per ogni ¢, quando 2’ — & tende al rapporto figuranté in (31);

pertanto, in corrispondenza al numero 72, esisterd un 1, > 0 tale che sia

s ot 4+ k) — x(t) < x(t + B) — a() -

z(t -+ W) — x(t)
— L]
» h »

(32) B

per ogni %' razionale con |A'—7n| <<%, . La (32) si pud anche scrivere (in
virth del n. 3.4)

ot + kY — =) ¥

Bo() L (B)— B2 < - <aw ) 4+ () +

con 7 (k') =0 per 2’ —0, e quindi per %2 + h* -0 proprio la (31) da di-
mostrare.

Caso 20 La derivata a(t) esiste (finita) anche in oynt punto t irrazionale
di (0, 1) ed ¢

. :
(33) lim [{@(t + k) — () } /1] = a(t), te (0, 1), .

=0

Infatti, accanto al rapporto figurante in (33), detto ora ¢’ un razionale di (0, 7)),
consideriamo anche il rapporto

(34) {o(t" + b)—a(t) }h.

Questo rapporto, per ogni », quando ¢ —¢ [essendo ¢ il valore irrazionale pre-
fissato figurante in (33)] tende al rapporto figurante in (33); pertanto, in corri-
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spondenza al numero i esisterd un 8, >0 tale che sia

R e
2 ¢ ’

(35)

per ogni ¢ razionale con |t— ¢ |< §,. Tenendo presente il risultato del
Caso 10 precedente, la (35) si scrive

x(t - h) — x(t)

%
w () —e(h) + W2
h

*
a;w(t') 4 e (h)—h* <

con & (h) — 0 con h ~ 0, da cui per ¢ -1 (cfr. n. 4.1),

* ot -+ h) — x(t)

x(t) + elh) — B* << 7 << ;(t) -+ e(h) -1

¢ quindi, per b 0, proprio la (33).
4.2.2. — La derivata 2(t) esiste (finila) in tutto (0, 1), precisamente si ha

1’11_;9%[{ @(t + h)— () Y] = o (t) _q«() te©, 1),y s
i [{ @@ + h)— a() }/2] ::Z;}z), te(0, Ty, -

La dimostrazione procede in modo completamente parallelo a quanto si & fatto
al precedente n. 4.2.1 per la z(t).

4.3. - Definizione delle funzioni =(f), 4(t), z(t) in (0, + oo).

Poiché nell'intervallo (0, T) ’estremo superiore T & un valore intero (del
tempo) comunque grande, le precedenti funzioni w(f), a(#), 2(t) gia definite in
(0, I') restano immediatamente definite in tutto (0, + oo).

§ 5. - Dimostrazione del Teorema.
5.1. - Dimostrazione di esistenza.

Dimostro che la funzione x(t), precedentemente individuata, & soluzione del
Problema differenziale (D). Infatti :
10) La x(t) soddisfa le condiziont iniziali di (D):

o(0) = o, (0) = hm 2:0) = lim @ = q,

> 0
*

2(0) = ,(0) = lim [Az,(D)] o, = lim b =b.

i— o (1)
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20) La a(t) soddisfa, in (0,+oco), Vequazione differenziale figurante in (D): per

questo ¢ sufficiente provare che essa soddisfa a tale equazione per ¢ e (0, 1),
E &k

£
dove & z(t) = @ (1), B() = v,,(t), () = ©,(i). Per t € (0, T),,, il primo membro
B(t) della detta equazione differenziale, caleolato per questa funzione «(f),
diventa allora:

* %

B(t) = 2,) + [(#.(), 2,() 1 9(@,()),
ossia (Lemma IT)

E(t) = lim {Aj @it) + flwilt); Awi®) + gla) ¥,

>0 (i
ed anche (Lemma TI)

E(t) = lim {(%2 2,(1) + fl@:(t —12), (Ai)wz‘(t'— 1)) + gzt —21)) } 3

> 0

poiché qui nel secondo membro la quantitd fra graffe ¢ esattamente ¢(t) [efr.
n. 1.2, equazione (A),] si ha
B(t) = lim ¢(t) = @(t) .

i@

La dimostrazione di esistenza & quindi conclusa.

5.2. ~ Dimostrazione di unicita.

Sia £(¢) una seconda soluzione del Problema differenziale (D). Dico che &
necessariamente

(34) &) = () , te (0, -+ oco).

£ sufficiente provare la (34) per te (0, T),,,, ed ancor pilt semplicemente per
te o, (efr. n. 1.1.). In base a cid, basterd dimostrare che &

(35) | () — &(t) | = O.) t€a; i=n r+1,..),

e la (34) sard provata.
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A tale scopo considero il seconde membro dell’equazione alle differenze fi-
gurante in (A") (efr. n. 1.2), calcolato per &(t):

Hy(t)= 280 — 1) — &t —21) — LT (EE—1), AS(t—1.)) + g(&(t—21)) —o(?) 2
Ora, in virtu della formula di TAvLor &

28— 1) — &t —21,) = &) — I £(t) + Ot 1),

¢ per la lipschitzianith di f(u, »), g(¢) abbiamo

fEE—1), AEE—1)) + g(E(t—21)) = f(&Q), &) + g(£®) + Ot L.).

@
Pertanto si ha
Hy(t) = &) — {80 + (£Q), §0) + g(50) — o) } + Ot 1)),
e quindi, ricordando che &(f) é soluzione del problema differenziale (D),
H,(1) = &@) }&(t, 7).
Allora, ricavando qui la £(¢) e sostituendo ad H,(t) la sua espressione iniziale,
si ha

(36) E(t) = 28t —1,) — &t — 21,) — B{ f(&(t—1,), (Z}S(t —1)) +
+ g(&(t - 2l1’)) _(P(t) }‘— @s(t, l?) ’
relazione in completa analogia con la (16) del n. 8.1.1, Avendosi anche ora

20)— £0) =0, [Avill) — AED)]1my, = O,

in virth di questa totale analogia, valgono per la funzione z,(t) — &(¢) le stesse
considerazioni fatte per la funzione x,(f) — x,(t) nel n. 3,1,1, Ne seguird quindi
la (35) [in analogia con la (21”) del n. 3.1.1].
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5.3. - Approssimazione successiva della soluzione.

Da quanto precede, unitamente a quanto si & gid detto nella « Introduzione »,
risulta chiaramente in quale modo il metodo dimostrativo indicato conduce
per approssimazioni successive alla soluzione del Problema differenziale (D).

Tale soluzione z(¢) nasce come primo elemento di una successione di fun-
zioni

a4(t) ' (1 =2,3, 4,...).

Queste funzioni x,(f) sono definite, ordinatamente, su insiemi
6 (#=2,3, 4, ..)

formati tutti, e soltanto, da valori razionali in numero finito ¢ tali che lim o, ri-

i
sulta il campo (0, T),,, di tutti, e soli, i valori razionali di (0, 7). Il limite
lim @.() ¢i d& poi la z(¢) su tutto (0, T),,,; indi il passaggio per continuith con-

duce alla () su tutto (0, T), e infine, per 7 — + co, su tutto (0, - co).
11 grado d’approssimazione di ogni z.(¢) alla (t), per ogni ¢ razionale, risulta
poi chiaramente individuato. :
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