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Numeri e polinomi di Bernoulli

parametrizzati. (*%)

1. - Introduzione.

Le classiche definizioni dei numeri e dei polinomi di BERNOULLI sono qui
generalizzate mediante l'introduzione di due parametri % e w: per h =1 ¢
w == 0 si hanno gli ordinari numeri e polinomi di BERNoULLI. Tali nuovi numeri
¢ polinomi vengono chiamati numeri e polinomi di Bermnoulli parametriz-
zaii.

T ben noto che ’equazione alle differenze finite

1) Yo +1)—y(w) =na?

(con n intero non negativo) ha come soluzione il polinomio di BERNOULLI

dove i B, (r =0, 1, 2, ...) sono i numeri di BERNOULLL.
Se, anziché la (1), consideriamo piti generalmente Uequazione (contenente
un parametro . non nulle)

y(@ + k) — y(@)

==} g7l
h !

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del
Comitato per la Matematica del C.N.R., per I'anno 1963-64. — Ricevuto il 14-XT11-1963.
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si trova che tale equazione ha come soluzione il polinomio

oo
zr (7> hrBr znr

0

ottenuto semplicemente da (2) sostituendo B, con h'B, .
Tenendo poi presente che nel Caleolo delle differenze finite la potenza a»
trova la sua naturale generalizzazione nel prodotto (contenente un parametro w)

(3) " = o — 0)(@ — 20) ... (2 — (n— 1)),

\

viene spontaneo di generalizzare ulteriormente la (1) nella seguente equazione
(contenente i due paramefri % e w)’

D e TW S P ot ) )
]

intendendo che il secondo membro sia zero per # =0 e sia 1 per » =1,

La (4) risulta avere come soluzione (cfr. n. 2) un polinomio di grado n in m,
i cut coefficienti sono polinomi nei parametri b e w. Tale polinomio, che indico
col simbolo B, (z), ha l’espressione

n3hy

n

N ‘ ’
(5) B ;h,m(m) = zr (’)) Br;h,w gk (n=0,1, 2, ...)

n
[

(indipendenti da #) sono definite in modo ricorrente da

E2108%)

dove le quantita B

n 0 .
(6) zr <1- ) Br;h,w h(ﬂ—f)ffv - B";h,w: h Eaa1 (n - 07 1 ’ 2’ ) ?
0 /

essendo
.::8_2:8—1:0, &g ::1’ & == &y == ... == (1).
In particolare, per h =1, @ =0 si ha

B

n;1,0

== Bn7 Bn;I,O(Q?) == Bn(x)'

(1) Circa 'uso del simbolo e, cfr. A. ManBriaxN1: [3], I, n. 2, 0 anche [4], n. 2.



3] NUMERI E POLINOMI DI BERNOULLI PARAMETRIZZATI 283

w =1, e risulta

By = BOW), By n) = B 1),

n; 0,

dove i BY(») sono i polinomi di BDR\OULII di ordine » (*): in questo caso la (4)
diventa

g/'(m) =nalz—1)(a—2)... (@—n -+ 2),

che & 'equazione differenziale dei particolari polinomi parametrizzati B, ().

Di questi numeri B, , e corrispondenti polinomi parametrizzati si calco-
lano le espressioni per i primi valori di » e si stabiliscono alcune proprieté;
si generalizzano poi alcune note formule.

2. - Risoluzione dell’equazione alle differenze finite dei polinomi di Bernoulli
..parametrizzati.

Tenendo presente l'espressione (2) degli ordinari polinomi di BERNOULLI,
cerchiamo di soddisfare all’equazione (4) mediante polinomi della forma

no g .
(7) zr (?> a, m(n—r)]wy

]

nei quali le quantitd «, siano indipendenti dalla variabile .
Per determinare la successione { a, }:

10) sostituiamo il polinomio (7) nell’equazione (4), con che si ottiene

17 s
7 Z < ) @, { (@ + ]L)(n—r)lw n-r)lw }'_’)L o 1)1(1,
[4]

20) facciamo in questa x =0, cid che da

12 /a
12 ()) o {0 e Y=, :
- :
ossia
8y z’( )a A p— he,_, (n=20,1, 2, ..).
) 0

Si vede facilmente che le (8) individuano univocamente la successione degli a,
(che risultano quindi indipendenti dalla ).

(3) Cfr. N. E. NOrronp [1], p. 129; L. M. Mve-TeoMsoN [5], p. 127.
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Pertanto I'equazione (4) ha come soluzione il polinomio della forma (7) con
le quantitd a, date dalle (8). Tali quantita, dipendenti dai parametri b e o,
sono precisamente i numeri di BERNOULLI parametrizzati, che sono quindi
definiti proprio dalla (6). Conseguentemente il polinomio (7 ), soluzione del-
Pequazione (4), ¢ esattamente il polinomio di BERNOULLI parametrizzato
B,.;.®), che & quindi definito dalla (5). Risulta poi, dalla (5) stessa,

Bn;h,w(o) = Bn;h,w .

Osserviamo, in particolare, che la (6) per & =1 e w =0 diventa
o
0

Ia quale definisce gli ordinari numeri B, di BERNOULLL

3. - I primi numeri e polinomi di Bernoulli parametrizzati.

Per il calcolo dei successivi B, , . ¢ utile notare che la (6) ci da By =1e
1 n—1 g + 1 .
I . . n—n|w o 5
6)  Bupo == 3, ) Brsa'h—0) (n=1,23, ..).
[i]

Si ottengono (con caleoli che diventano via via piuttosto laboriosi) per i
primi sette B,, , le espressioni:

[ Bﬁ;h,w ::1
1
Lo T 5 (h— w)
1
Bhe T @ (h* — w?)
1 R .
(9) Bs;n,w =g (h*— w?)
1
B4; e = 30 (h* — w®)(h* — 19w?)
_ 1 72 2)(h® — 9w?)
53Ry "‘Zw (2’ —w )(1' — Jw

Bt — w?)(2 B — 145 h? 0* + 863 w') .

1
BG;h,m = 84 (
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Applicando poi successivamente la (5), si trovano per i primi einque polinomi

B,.;,.(®) le espressioni:
[ Bo;h,w(") =1
1 .
By, ol®) = 2— 5 (h— )
1
By =a*—hx + 3 (h* — w?)
(10) '

b

3 1 1
(%) = w3~; (h -+ w) a? + sk (b + 3w) @=L (A% — w?)

30,0
i

B, o(®) = a* —2(h + 20) * + (B* + 6hw + 40%) 2* —

1
—2how (h + 20) ©— n (h*— w*)(h*—19 w?).

Osserviamo; in particolare, che per fi-=1-e @ = 0-si-hanno; dalle (9); i primi
sette numeri di BERNOULLI:

1 1 ! !
B0:1, Blr:h—é, Bg:::—é, B3"—_-O, B4':::"—’3”’0“, B5::()7 B(; :;:E;

mentre, dalle (10), si hanno i primi cinque polinomi di BERNOULLI:
1 - ) , 1
By(w) =1, - By) =Eo By(w) =a* —a g

R 1
B3(.’L’) :{1}3__5_(/[;2 G+ —x=x(@—1) <[-_.1.>’
2 g

4. - Funzioni generatrici dei numeri ¢ dei polinomi di Bernoulli parame-
trizzati.

Come ¢ noto, la funzione generatrice (*) dei numeri B, di BERNOULLI &
data da :

(11) et —1°

(®) Ricordiamo che, data una successione a, (# =0, 1,2,..), si chiama funzione
«©

generatrice degli a, la funzione somma della serie (supposta convergente) Sty ttfnl
0 .
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Determiniamo ora la funzione generatrice dei B, ,. Partendo dalla (6),
abblamo

n e=d n

® j’ noon (n—n]o { t

Zonlzo:f 7‘) B”?"»ﬂ) h ;;*%" Bn;h,w ;i :ht7
ossia, tenendo presente che nel primo membro il primo termine ¢ un prodotto
di serie secondo Cavcny,

t?l iﬂ

(12} ’ {%n Bﬂ;h,w ,_;1} {%:n hniw ; —1 } = h t. ‘

@ als i -
Sal =0+l (|ot]<y,
0
reonie segue dal notare che siha
g i h/w‘
h"*“’m = h(h — 0)(h—20) ... (I — (n —1)w) = < " ) (o0 8)7,
onde la (12) ci da
© I hit
(13) ' 20 Bunorni =0 F e 1 (lot]<1),
0

dove il secondo membro e quindi la funzione gemeratrice dei B, ., .

Osserviamo che per h =1 e w — 0 il secondo membro della (13) diventa
la (11): infatti

(1 _}_ w t)ilw :{ (1 + w 7:)ll(wt) }t —~e.

Analogamente, partendo dalla (5), si trova che la funzione gemeratrice dei
polinomi B, (&) & data da

n3hyo
ht(l 4 o t)*®
1+ wipe—17

tale funzione per # =1 e w — 0 diventa

tea:t
et — 1

(la- nota funzione generatrice dei classici polinomi di BERNOULLI).
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5. - Il caso particolare noteveole h =0, w =1.

Osserviamo che la (6) si pud anche scrivere nella forma

n n (71 _‘w)(n——f)lw
20, <¢) Bio m =y T1 = &n n=0,1, 2, ...).

Da questa si ha, per =0,

e Br;o,w (—' w)n—r

:_S;‘r 1 m = &, (n =0,1, 2, ...},
ossia, dividendo ambo i membri per w?,
14 o B %%’%ﬁ) 971—:_71‘)1:3 =& (=012 ..).
Ponendo qui w =1, risulta
(15) z"zrﬁz%g ﬂ(—:—j)":_r—l =g, (n=0,1, 2, ...).

0

11 confronto di (14) con (15) porta a concludere che & necessariamente B,  Jo" =
= B, ,,, ossia, mutando 7 in #,
3V N

16) Bn;o,w =" Bn;o,l

e cid in analogia con

Bono =" Bay o = 17 B,.

n;h,

Questa analogia suggerisce di porre

onde (16) diventa
(167) B, = 0" B,.

Per i primi numeri B, si hanno i valori:

— 1 -
3 Bzz——é, B:;:

- 863
B

) 4—“‘30’ H 6 49

B

Eo-:l’ _-E‘l:

[



288 L. TANZI CATTABIANCHI [8]
Osserviamo che la funzione generatrice dei B, &
t/log (1 + 7:) ’

che si ottiene dalla funzione generatrice dei B, , ,, ossia dal secondo membro di
(13), ponendo w =1 e passando al limite per 2 — 0. D’altra parte risulta (4)

i > [

— {n)
log (1 4+t OZ" B(1) n!’
dove 1 BY(x) sono i noti polinomi di BeErNoULLI di ordine v. Ne segue
17) B. = B™1).

Se poi, corrispondentemente ai numeri B,, consideriamo i polinomi di BEr-

NOULLI parametrizzati (di parametri » =0 e w = 1) e poniamo
Bn;o.l(m) == Eu(w);
si trova che vale la relazione
D) = B + 1) .

Per i primi polinomi B,(z) si hanno le espressioni:

- — — 1
Bylx) =1, Byz) =2 +-, By(®) = 2% — 3

(R

. 1 — 19
Byla) = — = +-, B =a'—42® + 4o’ — .
2 4 4 30

Oserviamo che Iequazione alle differenze finite (4) dei polinomi B, (%)
per w =1 e h — 0 si muta nell’equazione differenziale

y' (@) = n a2,

B facile constatare che i polinomi B.(x) sono, a meno di una arbitraria co-
stante additiva, le soluzioni di tale equazione differenziale.

() Cir., ad es., L. M. Mine-TuomsoN [5], p. 135, formula (6).
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Piu in generale, si constata che i polinomi B, ,(#) sono soluzioni dell’equa-
zione differenziale
1 _—
Y (m) =n e Djw

[ottenuta dalla (4) per h — 0].

6. - Alcune proprieta dei B, , .
a) I numeri di Bernoulli. parametrizzati B, SONO polinomi nei pa-
rametri b ¢ w. Cid risulta immediatamente dalla loro definizione (6). Si ha poi:

10) B n3h,w n
thhd )
n dispari = 3 ¢ un polinomio di grado =< n—1 in h. La prima parte dell’afferma-

zione & conseguenza immediata della definizione dei B,, ,; la seconda parte si

¢ un polinomio di grado < n im h; in particolare, B, hew DT

prova ricordando (cfr. n. 1) che B, ;= h"B, e tenendo presente che per n
dispari = 3 risulta B, = 0.

29) B, ., ¢ un polinomio di grado =< n in w. Anche questa proprietd ri-
sulta immediatamente dalla definizione dei B,, .

Osservazione. Per0=n=61iB,,  [si vedano le (9) del n. 8] sono
esattamente di grado » in w e cid fa pensare che tale proprietd valga per ogni «.
La eventuale conferma di ci6 condurrebbe a dimostrare [si tengano presenti
(16") e (17)] che i numeri B, = B™(1) sono tutti diversi da zero (il che non mi

risulta sia stato provato).

b) B, per n=1 ¢ divisibile per h— w. Infatti, per w=" si ha subito

B, =1, B,,, =0 (=1, 2, 3, ...).

0; hsh Ny hy

¢) B, ver n=2 ¢ divisibile per I -+ w (e pertanto, per la proprietd pre-
cedente, ¢ per n =2 divisibile per »*— w?). Infatti, per w =—"h si ottiene
facilmente

By =1, Byor =5 1 By =0 (n =2, 3, ..).
d)  Vale la relazione:

(18) Brgpo=(—1) 5; 0"
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Infatti, per b = 2w si trova

w

o0 = 3 B, _ 20w 1
da cui la (18). In particolare risulta
B,,;_“j g =l
e) Vale la relazione:
By p_w=(- 1)»B_, (n==0,1, 92, ..).

Cio si ottiene da (6) con lo scambio di h, w rispettivamente in — &, —w .

7. - Alcune proprieta dei polinomi B, ().
Dalla (5) del n. 1 si ricava

Bn;h,a)(f"’ + o) — Bn;h,w({”) (w + w)m—nlw — gn=nle

hid k13
e
[

Avendosi poi

(@ -+ w)m|w____wm|w —m o m(m—-l)fw’

il rapporto figurante nel secondo membro di (19) ¢ eguale a

(97, _ 7‘) 56(n—f—1)|m

e quindi tale secondo membro (tenendo conto che 1'ultimo termine della somma
& nullo) & dato da

fn—1 7 N
—
L E T
[}

/

n—1p—1 :
p_—y zf< )Br;h,w m((n—l)-—r)[cu —n Bn—l;h,w(w) .
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Si ha pertanto per B, .(#) la conclusione:

By 1,02 w)“Bﬂ; ol(®)
(20) e R =0 B, y.@) ,

w

Formula da associare all’altra [esprimente che B, (@) & soluzione dell’equa-
zione (4)]

Bn;h,w ($ + h) - Bn; h,m(z)

— (n—1)|w
2 = .
(21) - n @

Pasgando al limite nella (20) per w — 0 e nella (21) per & — 0, si otftiene
poi, rispettivamente, '

d
F B, o@) =nB, 1, (), - B, pom)y=mn Z=vle.
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