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Lerrerio Toscaxo (¥

Sui polinomi ultrasferici

a parameiri complementari rispetto all’unitd. (**)

1. - I polinomi ultrasferici, di parametro «,

N (2o, n)

PY(a)

oIi(—ny 200 + 05 o + 1/2; 1 —a)/2)

!

e le relative funzioni ultrasferiche

I@o+n) _,
Q(w) = E“?(ZTH)% B e+ f2, o (n+1)2; o+ 41; 1))

sono vincolati dalla formula
Q7 (@) = PP(x) Q@) — I'(20) (a? — 1)~ «+i2 B2 (),

in cui i polinomi associati R{(z), di grado uguale all’indice, soddisfano alla re-
lazione ricorrente

(n +1) BX(2) — 2(¢ + n)z R® (@) + (20 + 0 — 1) B2 (@) =0,
con R¥(@) =1 e R¥(x) = (o -+ 1)z.
I polinomi associati sono stati espressi come combinazione lineare di poli-

nomi ultrasferici, da N. NIBLSEN [5] a parametro 1 — « e da G. N. WATSON [11]
a parametro o.

(*) Indirizzo: Via Placida 85, Messina, Italia.
(**) Ricevuto il 19-IV-1963.
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Ed io [9], estendendo un risultato di ScHAFLI-HERMITE su gl associati dei
polinomi di LEGENDRE, i ho espressi con la formula

Ro) = 3, g P00 P2 )

in cui si presentano contemporaneamente i polinomi ultrasferici a parametri
1 — « e «, complementari rispetto all'unitd. Questa espressione spinge natural-
mente alla ricerca di altre formule in cui operino contemporaneamente i poli-
nomi ultrasferici a parametri complementari rispetto all’unitd, formule da porre
a fianco di analoghe in cui si presentano polinomi ultrasferici a un solo para-
metro. E si procede cosi verso un nuovo tipo di generalizzazione di formule sui
polinomi di LEGENDRE.

2. — In questa Nota prendiamo le mosse dalla formula nota (m < n)

T e o O T B A B Y (R (R S T S a0 A 1 R
(&) f s P(a)” — . ’ .
(1) L) Pr() %L m+n+a—k (m+n—2k-+-1Fk)
(o, k) (er, m —Kk) (o, n—k) (m +4n—E)!
) P, (@)
! m—E! (=% (¢, m+n—Fk ™ 2

e stabiiamo dapprima la corrispondente a parametri complementari (m < n)

momn At a—2k 0+ 20—k, k)

(&) pn {(1—x) . .
) P ) P w) = zok m+n A+ oe—k (w—k+1, k)

A—o, k) (1 —o, m—5K) (&, n —K) (m +n— key! (@
Bl (m—Ik)! (n—k)! (o, m+n—Fk) ~mrrT¥F

(@),

che insieme alla precedente si riduce per « = 1/2 a quella di NBUMANN-ADAMS
sui polinomi di LEGENDRE.
Poi stabiliamo le formule inverse (m < u)

m! n! 1

m 4+ n)t (a, m)(ee, 1)

(3) P (@) =

moogn 4 A 200 20 (— o, 7)
| Zr m A n A Lo —1r 7!

0

(o, m+n —7)(m—+n+2e — 1, 1P (z) PP_ (2),

u m!n!
) Eiinl@) = 1 —a m)e n)
moy L —2r +1 (a—1, 1) (¢ mFn—71) 0+ 2a—71, 1) ., T
2 m 4 n—7 -1 r! (m4n—nt (n—7r41,7) Puel@) P (a’)’

[
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che per o = 1/, si riducono alla nota formula [1] (m < n)

m!n! momebn — 201 (1, ) (M, MR — 1)
2P () Peta).

oy )My 1) 57 mAdn —r--1 7! (m+n —1)!

-Pn+m(x) =

Successivamente deduciamo dalle (2) e (3) la formula

(5) Pl M) PR () =

(n— 1)! (n 4 1)! (o, #) ] (er, 21m) '

(1—o, n—1) (&, » + 1) [ n! ]'“’ 1

29 4 20 — 28 (— o, )

. — 8
%5( ) 20 4 20 —s s!

(o, 2 — 8)(— 20 — 200 -1, s) -

2
'QFB
o
—-n =, - — o+ Yy — B —a, — n, — 20,
—H— o 1, 1 — e, — % — 20, — 20 — 200 +8, —8;1

[P (2)]%
- t+e+1l,a—8-+1, —20—a-+s+1;

Quindi, la particolare eguaglianza notevole sui polinomi di LEGENDRE

(n—1)! (n + 1)! n! :
(6) oy 7 —1) P, (@) o n D) Poy(w) — [m Pn(m)] =

2 —1)! (n—1)Inzt [Py
T ey = D), n) G (25 —1)25 + 3)7

da cul segue la disuguaglianza tipo TURAN (n >1)

n! Nk {(n—1)! )
(7) [(—1/::‘;) Pn\w)] - m P, (®)

(n 4+ I)! 2(n —1)! (n —1)!
(Yor m + 1) Pral@) < 3y, m— 1)(Yps m)

Infine specializziamo le (1), (2), (3), (4), (5) con processo limjte che conduce
a formule sui polinomi di HErMITE, di cuile (9), (11), (12) del n. 9 sono nuove.
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Pertanto, con la ricerca di formule nuove sui polinomi ultrasferici a parametri
complementari rispetto all’unith, veniamo a stabilire nuovi e notevoli risultati
anche per i polinomi di LEGENDRE e di HERMITE.

Ulteriori sviluppi del prodotto di due polinomi ultrasferici, a parametri com-
plementari rispetto all’unita, si potrebbero fare estendendo una recente Nota di
L. Carrrrz [3].

3. — BrAGos 8. Porov ha dato [7] la formula di composizione dei polinomi
ultrasferici (m < n)

() PE(g) PPP(g) = (m -+ 28 + 1, m) -

m (m -+ n——-2k> 4+ o~k 4+ 1, EYm+4B—k 1, E)m-+n & «a—2k -1 1,F) 22
. .

5 n—k @2m + 28 —2k + 1, 2k)2n - 200 — 2k + 1, 2m) k!

220 2e 4k
2m - 20 - 20— 2k - 1

(0 2a + 1, m— BB+ s B)

B —a k—m, Vo—a, —k; 1 ]

. ];1 P(zx,a) () .
e [7L-—k+l, k—m—mn—2a, Y% 4+ ()

mtn—

Sostituiamo in essa o con e — Y/, B con f — 1/,, applichiamo le formule

(ot Yy )

(a— Y%, a— %)
P" (@) 2a, n)

oy et (B + /s, m)
(o) B— Yo f—11) — 2 )]
PO),  PY (#) = = PR

¢ procediamo a varie trasformazioni per dare alla (F) una forma piu semplice
ed espressiva.
Si ha dapprima

‘ (2e, n)(2B, m)(m + 28, m)
(o) (8) — .
Pat@) Po@) = S B T, )

. moofm A n— 2\ (0 A oa—k 41y, kY om + f—k + Yy, k) (m 0 a—2k 4 V5, k) 22
zk 2m + 28 — 2k, 2k)(2n + 20— 2k, 2m) k! )

3 n—1F

(4 20, m—E)B, k)« + Yo, m +n—2k) m + 0 |+ «—2k .
2a, m - n — 2k) m+n+a—Fk

B—oa, k—m, 1 —e, —k; 1
P::—)!-n——zk(w) .

- JF
s [n——k—{—l, k—m—n—20x -+ 1,8;
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D’altra parte:
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(2B, m)(m -+ 28, m) = (28, 2m),

(28, m)(m + 28, 1

n) (28, 2m)

(2m + 28 — 2k, 2

— o — 2
BT @m + 28 — 2k, 2” ﬁ, m — 2k) ,

(m + B—Fk 4 Y, k) . 1

8

+ Yy, m) T A Yy m— )

(26, 2m — 2k) = 2%=% (B, m — B)B + Yay m — ),

28, m){(m 4 2B, m}{m + B —k + 1Y, k)

2m 4 28 —2

== D2m—2k ; A
ky 2B)(B+ Yy, m) (B, m — k);

(0 + Yy m -+ 0 —2k)m +n + o — 2k + Yy, k) = (00 + ey m + 0 —Fk),

(n - o

—k 4, k) 1

(e

+ ey m) T e+ Yy, n—F)

(20, m)(n + 20, m — k) = (20t, m +n — k),

(27 + 200 — 2k, 2m)

(o A+ oy m + 1 — 2E)(

2a, n)(n + 2a, m—k)

=2 (g o —Fk, m)(n +oa—Fk -+ Y m),

(A a—F Yy, B)

m o n 4+ o — 2k 4 1, k) (e + 1, m)
o T “fay

(e + o, m + n—k) 20, m - % —Fk)

2n 4 2 — 2k, 2m)

= (cc + Hor w—K)22 (0 4 o — &, m)(n 4 o0 — & - 1y, m

2a, m -+ n—Fk)

T (pek w—Fk, m)

Risalendo e sostituendo si ottiene la formula (m < n):

(F') P(a)(a,/. P(ﬂ)(w

i m+n 4 oa—2k (m 4+ n 4+ 20— 2k, k)
* m+nda—k (m+n—2k 41,k

. (ac, m— k) (B, m—K) (B, k) (m +-n—Ek)!

T(n—Ik)!

ﬁ'—‘x’

"ol [n—k+1,

(m — k! k! (e, m +n—k) '

F—m, 1 —a, —k; 1 ]

P(:x) z) .
E—m—n—2a 4+ 1, B; mtn—gi (&)
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4. - Dalla (F'), facendo f = o, quindi F, =1, si ha la formula (1), pure
dedotta da Porov nella forma che discende dalla (F).

Si faccia poi f =1 — «. Si ha

1 —2¢, k—m, —k; 1
n—k+-1,k—m—n—2x <+ 1;]’

4F3 :3F2 [

e questa ultima espressione & un saalschiitziano.

Applicando la formula

T [ a, b, —7r; 1 ] __(e—a, r)(c—D, 7)

¢, 1 +a4+b-—c¢c—r; - (e, 7{c— a—0D, 7)

segue
n -+ 20—k, kYm +-n—2k + 1, k)
T m—k L, k)m w20 —2K, k)

4F3

Quindi, risalendo alla (F'), si deduce la nuova formula (2).

B. — La formula (1) ha per inversa la (3), data al n. 2. Per verificarla espri-
miamo con la (1) il prodotto P& (x) P (») del suo secondo membro.

Si ha
m!n! 1

P((x) (w) .

ntm =TT (@ m) (o n)

2o fm 4 n 4 20 —2¢ (—a, ¥)
- > oty m +n—r)(m +n A+ 20—, 1) -
o m 4+ n -+ 20 —71 7!

nrmo4+n b a—2r—2s8 (m 4w+ 2a—2r—2s, 8) (o, 8) (a, m—1r —35)

os m+ntae—2r—s (m-+n—2r—2s 41, s) st (m—r—s)!

(¢, m—7 —s) (m+n—2r—s)1 _ . (@)
m—r—s)! (a m -+ n—2r—g) mn-2r-as s
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da cui, con v + s =F,
m! n! m m + n -+ a—2k) (e, m~— k) (o, n. — k)
.P(a) {x) .
ntm(®) = (m - n)! (e, m) (e, 1) 27' (m—T)"! (n—k)! Prin-u(®@)-
i m A n -k Qu—2r (—o, ) (0, K—1) (m -+ 0+ 200—2k, k—7)
“T o n A Qu—7 r! k—n! (m+n—2k+ 1, k—7)
(o, M+ 0 —7)m + 0+ 2a—7r, r)m +n—k—71)!
(cc, m +n—Fk—1Hm +n 4 a—k—7) )
Con k = 0 si ottiene al secondo membro il termine P.) (), per cui resta da
verificare la relazione
™m0 A o— 2k (e, m— k)(a, n—K) ’ Eogy 0 4+ 20— 21 (—o, 7)
) . P(a) @ ,
izl’ B TR R A Ve ) R R mtn—al®) z

R L S g

(ao—a) (m 4 n + 20— 2k, b—7) (mAn—k—n)! (« M A =T Y (0 2T, 7T) 0
(k=) (m +n—2k -+ 1, k—7) (e;m-tn—Fk—) o

m4n 4 o—k—1r

Intanto:

—m —n—2a +
7".
2
m + n + 200 — 2= (m+ n -+ 2a)

—_m—n—2a !
— s

. (O(, l‘:) '\ - !_.___..i_,__.—
(o, ko —7) = T ekt L (k—n)! iy

(m+n +2“”27-5 k)
200 — 2 s —
(m +n 4+ 2a ky b —7) = (—1 (—m—n—2a4+k+1,7)°

(m—{-n—2k—rl k)
— 2k -
(m + 1 E+1, kE—r)= (— 1) (—m—n+Fk 1)’

o . (m 4+ n—k)!
)l —
(m-+n—k—7r)! (—1) (—m—n +k, )’

(z, m +n—Kk)
g — T g =
(ay m +n—k—m) (=) (—ax—m—n +k+1,7)°

(“7 m -+ n — ’I‘) — (a, m + m)

(— 1) (—a—m—n + 1, 7)’

(m +n + 200 —1, 1) = (= 1)~

m—n— 20 -1, 7).
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E risalendo, la precedente relazione diventa:

= (o EY(er, m—E) (e, n— k) | '
o — 2k (m - n — 25! N+ o —
. Y Er——y (m +n +a EYm +n Blm +n -+«

T = — R — 2o - 2
—m —n — 2o, ,

2
—k+1, E—1}m +n + 24 — 2k, k) - I,

— M — 7 — 20
{)

&

s m — 0 —o-1,

-, ~m—n—a-+k, —k; 1

‘P(;:)—f-n—-zk(w) =0.
—cx—k—}—l,—m—n~2zx+k+l;

D’altra parte consideriamo la formula [2]

1 .

a1 +—-a, ¢, d, —F; 1
7 ! Fgh 6 b ? (+a )Yl +a—e—d, k)
s T da—c, (1l +ta—d k)’

Z;a,l—{—(b—c,l—}—a—cl,1—§—a~:—k;

e facciamo in essa

a=-=m-=n—20, c=-—a d=-——m—n-—qc-5k.
Segue:

14 a2 =(—m-—n-—2x+2)2,
1+(o——0:——m—n——c¢—{—1, I1+a—-d=—a—F-+1,
1+a+k:—m-n+2o¢+k—;’—1, l4+a—c—d=—F%+1,

B —m—n— 2 - 2 -
—m —n— 2, 3 y —o, —m—n—oa-+Fk —k 1

oL —m —n — 2o . =
Ty s m—n—a +1, —x—k+1, —m—n + 20 4 k-1

(—m—mn—2a +1, k)—k 4+ 1, k)
T —m—n —« + L ) (—a—Fk 4+ 1, k)

con £ >0.
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E poiché (— % 4+ 1, k) =0, da cui ;F, = 0, risulta verificata la relazione 4i
sopra e stabilita la formula inversa (3).

. 6. ~ I’inversa della formula (2) & la (4) gid presentata. B si pud stabilire
come la (3). Sostituendo il prodotto P (2) PL-%(x) con lo sviluppo (2) ed eli-
minato il termine P2 (x), resta da verificare la relazione

n+m

ﬁ m4n—2r+1{e—1, 7)(1—o k—7r) (¢, m +n—71)
or m o n—r =1 r! (b —n! (m 4+ n—7r)!

A+ 2e—7r, r) (0 -+ 20—k, b—1) (m 4 n—k—r)! .
m—r+1,7 m—k+1,%=9) (&, m +n—k—r-+1)

0.

-.Operando.le trasformazioni.del.-paragrafo precedente, essa si-pud-serivere -

(n—k)! (m 4+ n-—F)!

n! (m - n)! k!

(I ~c, BYm +n +o—F + 1, k—1Yn +2¢ —k, k) -

—m—mn +1
—m—n —1, > a—1, —m—n—a-+k —k;1
. o j—
oI —m—n 1 v _0"
—> —m—n—o-+1, a—k —m—n+k

Inoltre ¢

(—m—mn, k)1 —Fk, k)

(—m—n—a 4 1, k){oe—F, 70)120 (£>0).

5F4:

Quindi risulta verificata la precedente relazione ¢ stabilita la formula inver-
sa (4).

7. — Riprendiamo le (2) e (3). Nella prima sostituiamo » con # -1 e fac-
ciamo m = # — 1; nella seconda sostituiamo m ed #» con n — k.

Cosl, per la (2), il prodotto P;"P(w) P, () viene espresso con una combina-
zione lineare di termini del tipo P{_,(x). A sua volta questo, per la (3), si
esprime con una combinazione lineare di termini del tipo [P, .(#)]®. E nel-
Vinsieme il prodotto Py =®(x) P, () risulta espresso con una combinazione
lineare di termini del tipo [P (z)]2.
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Precisamente si ha:

"_1{271, +o—2k (n 42k +1, k) (1—a, k)

(1—a) @) (N
P20w) P""?l(a’) - zok‘ 20 4 o —k (n—k -+ 2, k) k!

. A—oa,n—k—1) (e, n—Fk +1) @u—8! (n—%k)! (n —Ek)! 1 1
(n—Fk—1)! m—T + 1! (o, 20 —k) 2n —k)! (¢, m— k) (¢, m— k)

k2 4 20— 8k — 2 (— o, 7)

. ’ 2n—2k —»)(2n + 20 —2k —r, P[P __(2)]2t=

~" 20 - 20— 2k —r 7! (2, )@+ P2 el®)]
" E2ntoa—28 M —o, b)) 0 —a, n—Fk—1)

— 2n 4+ 2¢ — 2 () 2N .

- EO:S (@0 + 2« S)[P"”S(w)] zok 2n - o—k k! (n—k— 1)!

(o, n—F + 1) (0 &+ 2a—F + 1, k) [ (n—K)! ]2(—oc, s—k) 2n—F%)! .
L R G B LR 1 R (O o B R Ay A 1

(@ A 20—k —s, s—k) (o, 20—k —35)
on + 20—k —s (2n — 2k)!

D’altra parte:

(—2n —a 41, k)

(—2n —a, k)

2n +a—k =02n + « ,

. (1 —a, n—1) B 1) (e, -+ 1)
(== o+ 1, k)’ (e m =k + )‘“<—1)k(—n~a, k)’

X —e, n—5k-—1)

L Ox—F 1, k) = (— 1) %, k), (o, m— k) = (e m)
(n+20—k+1, k) =(—1)(—n—2a k), (o, n—F R T ————

. (e, 2nm)
T (= 1)E—2n —a 41, k)’

("— &, S) D) .
 rr——— (ot 20 — k)

(—oc,s—lc):(

9 9 ; Ty — 2n + 20—k —s, ) .
@n 4 20— — s, s — T A ey i T
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@n + 20—k —s, s)(—2n —2a - 1, k)

T (—1H—2n—20 + k1, k)(—2n—2e + 1, k)

(—20n —2¢ 4+ 1, E{— 1) (—20n — 20 + & + 1, 8) .
(—1)% (—2n—2a 41, 2k) -

. (— 1) (~2n — 2« - 1, k -+ 5) (—1)(—2n — 20 -+ 1, s)(—20 — 20 + 5 + 1, k)
(=LY (—20—20 1, 2k) (1) 2%(—m—a -+ Y, B)—n—a 1, k)

(— 20 —2¢ s =+ 1, k)

2n + 20~k —s = (2 200 — 8
2n + 2 e — 8 2n + 2« ) Ay

b

(e, 20 —3) (n—1)!
(o 2n—lk—s) = — 5 — T LB b= =T

(et 1) . e

kA = 2 B = (1 (-1, R,

o . ___9.2_'_._-—..— A —S'_
(}L 70),. == (_ l)k(—-n, k) ] (8 70) - = (_ l)k(us, k) 9

(2n)! (2n)! 2n)!
(— 1)k:_ o, k)’ (2m — 2F) ! :

— ) = —_ X
(2% k)t = (—2n, 2k)  2%(—m, k) (—n + Yy, k)

Risalendo, si trova che ’ultima somma rispetto all’indice & si pud presentare
nella forma ipergeometrica: '

(o, 200 —8).

(n — 1)! (n + 1)! (o, 2m) (=) 8! 2n 4 20 —s

Q—oyn—1) (e, n + 1) n! |2 1 (e 8) (— 20— 20 - 1, 8)
(“’ ’)2')

- ¢4
—2%——0:,—-77,—5—}—1, —n 4y —n 41, —n—a 41, 1 —e,
- ol o
—n g, - —o + Yy - -, — N, — 20, — 0 + o +1,

- — 20, — 20 — 200 +8, —8; 1

e—8-+1, —2n—oa-+s+1;

Quindi risulta provata la (5).
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8. — Consideriamo ora la formula ipergeometrica [2]:

T h a-+1 a :
h,1 ~§—§, 5 1+72 s h+b—a, h+e—a, b —é'~d~a, 1+a—w, —m;l
of's —

h 1 —a a ) i
30 k +T’ h — > 14+a—b,1 +a—el+a—d, h—~a-+w, 1 -+h-+m;

1
a, 1 -+ — ¢, d, — m;
(I + &, m){2h — 2a, m) ! 2 @b o6 4 m; 1

(2h — a, m)(h — a, m)

1 Y
3% 14+a—-b,1+a—c¢,14+a—d w;

con w=1-+4 20 —2h—m, h=1-+2¢—-b—c—d. E facciamo in essa

a=-2n b=—-n+1, ¢=1, d=—-n—a, h=—20—ca, m=:s.

Cosi 1a Py coincide con la nostra della formula (5). Perche, pero, si possa ri-
durre alla Iy occorre, per la condizione h =1 + 2¢ —b —¢ — d, che sia
o= 1/,. '

Supponiamo soddisfatta questa condizione (relativa ai polinomi di LEGENDRE)
e operiamo la riduzione.

Esaminiamo dapprima il rapporto (s > 0)

2h — 2a, m) (—2a, s)

p— P (— t_. —
Bls, 1) = o = e — (- 1) (=20, 5 — 1),

con ¢ nullo o intero tale che sia 0 <?¢<s.
Per o =1/, si ha
R(s, t) = (—1)Y(~1, s — 1),
quindi:

CR(s, s) =(=1)%, R(s, s—1)=(—1)% R, t<s—1)=0.

Allora per la nostra (F,; eon o = 1/, si ha (s > 0)

- (—2n + Y, s) (—1)® [(—n + 1, §)2 (—n— Y%, s)(—s, s) I

oFs —(——2n—~1, 8} (—1Y,, 8) (—mn, 8)2(—n +3/,, 8)
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(—n +1, §—1)% (—n— 1%, s—-l)(——s,s—l)]_

(—2, § — 1) (—n 4+ 3[,, s—1)

(—2n + Y%, 8)s! n—s F1 @n + 1)@2n—1) 2n —2s -+ 3
T (=2 —1, s)}{— 1%,s) n? (@n —2s + 1)(2n—2 + 8) | 2n—2s —1

. (n —s)? 1= 2n -+ D@2n—1)s! (—2n + 1,, s)
n—s -+ 1) - T n¥—2n —1, s)(—1,y,8)(2n — 25 — 1)}(2n — 2s - 1)(2n — 25 - 3).

Risalendo viene:

Pn—l("p) -Pn+1($) =

(Y%, n—10(Y%, n 1) =a!
(n—1)!(n 4- 1)! [ (%, ,”)] [ n )]2 -+

(Yo, — (Y, m + 1) n! 2 1 n 13271,———23-{-1(— %, 8) .
=D =T w) (Y%, 2n)*§3(‘_ )y oan s 1 s! -

(2n 4+ 1)2n —1) s! (—2n + Y, s)[P,_(x)]?

o1 — — 92
(tfz 2m— 8)(— 2n, 5) N 20— 1, SY— Y%, 8)(20 — 25 — 1)(2n — 25 ++ 1)(2n—2s --3) ’

da cui la formula

_—_—(n——l)' n - 1)! n! 2
(5, n—1) (@) - ‘“ﬁPnﬂ(w)—[mP"(w)] =

C2n—1)! (1! [Pr_s(@)]*
T (Y%, n—1)(Y,n) 2 (20 — 25 — 1)(2n —2s + 3) ]

equivalente alla (6).
Dalla (6) segue facilmente la disuguaglianza (7) tipo TURAN [4].

9. — Le formule (1), (2), (3), (4), (5) si possono specializzare per polinomi
di HERMITE:

2
o) = O p s s @),
— 1) (2 !
Hypia(e) = S22 2D g a5 08),

2n.n !
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applicando le formule limite [8]

e onfe _
lim {o=" PP(0j\/@)} = — H(ay/2) ,

a—>r

anj2
lim {o™* P&~ (wj/0)} = — i H (i2v/2) (i* = — 1)

&>

e calcolando dei limiti particolari.
Si faccia pure la posizione

I (w) = in H (— i®) = (— 4)* H,(ix) .

Si ottengono infine le formule (m < n):

® Ho) Hol) =X <m)‘( ) 5l Hoppneon() -
W) T ) nofm\ (m -n—k)! T
(9) () i W) = gk (l ) m mtn—oi( @)

che si pud ancora presentare nella forma

(9") H, (@) o) = Zz () O ) ),

(m 4+ n—2E)!

m

(10) an%-n('m Zl ( ) < ) k! Hm-l»(w) Hn-—l (m),

(1) Hopalw) = Si(— 17 () ( M ) pt BERTE Lyy  6) Halw),

5 k 1 m4+n—k 41

che si pud ancora scrivere
m -+ n m - n —727‘: 41
(11,) jﬁm—}-n z;., <7u > < G ) 7\1 ! —"”1/ + 7 — /G +T Hm—k(m) jﬁ"*k(m)?

(12) W) Hon(@) = iok(_ ( )7" :st("’h —n+§—n+1;—n,~2n; 4)H;_(@).

Le (8) e (10) sono ben note formule di N. NIELSEN [6]. Le (9), (11), (12) sonc
nuove e si ricollegano ad analoghe gid da me assegnate [10].



(5] -

(1]

(2]

(3]

(4]

(8]
(6]

(8]

(8]

[10]

[11]

SUI POLINOMI ULTRASFERICI... 269

Lavori consultati.

W. A. Ar-Savay, On the product of two Legendre polynomials, Math. Scan-

dinavica 4 (1956), 239-242,

W. N. BaiLey, Generalized Hypergeometric series, Cambridge University Press,
London 1935.

L.

H.

Carerrz, The product of two ultraspherical polynomials, Proc. Glasgow Math.
Association 5 (1961), 76-79.

W. GouLp, Noles on a caleulus of Turdn operators, Math. Monongaliae
{(Morganton, West Virginia University), I,, 1962. Vedere qui la bibliografia
aggiornata sulle disugunaglianze tipo Turix.

. N1eLseN, Théorie des fonctions méiasphériques, Gauthier-Villars, Paris 1911.

. NIELSEN, Recherches sur les polynomes d' Hermite, Det. Kgl. Danske Vi-

denskabernes Selskab-Math. - Fys. Meddelelser I,, 1918.

Bracos S. Porov, On-wltraspherical-polynomials,-Boll:-Un.Mat. Ttali (3} 14

L.

L.

L.

(1959), 105-108.

Toscaxo, Polinomi associati a polinomi classici, Riv. Mat. Univ. Parma 4
(1953), 387-402.

Toscano, I polinomi classici ortogonali e i relativi associati, Le Matematiche
13 (1958), 75-98.

Toscaxo, Polinomi associati alle funzioni del cilindro parabolico, Riv. Mat.
Univ. Parma 9 (1958), 95-112. [Cfr. le (40), (42), (44), (46) di pag. 107.]

. N. 'Warson, 4 note on Gegenbauer polynomials, Quart. J. Math. (Ox-

ford Series) 9 (1938), 128-140.

Summary.

Some new formulas for ultraspherical polynomials hawving complementary parameters
respect to the unily, for Legendre and Hermite polynomials, arve established.







