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Riv. Mat. Univ. Parma (2) & (1963),

Lavra CuPrPELLO (%)

Sulla condizione di Holder in forma integrale. (**)

1. - Introduzione.

Inguesta Nota presentiamoaleuni-risnltati-rignardanti-lecondizioni~di
HOLDER (0 di LipscmITz) «in forma integrale » e precisamente risultati sulla
valutazione della « costante di HOLDER » per classi di funzioni caratterizzate
da certe singolaritd di comportamento nell’intorno di un punto dell’intervallo
sul quale & calcolato I’integrale della condizione in discorso.

Le condizioni in forma integrale trovano utile applicazione, tra P’altro,
nello studio di certe classi di funzioni analitiche trascendenti, definite mediante
integrali ().

Sono ben note le seguenti classiche proposizioni:

Sia ¢@(f) una funzione reale della variabile reale ¢ definita per a St b
e prolungata per periodicitdh con periodo b— a. I noto (2) che:

1) fbl @@ + k) —o(t) | dt = o] 1]) per h —0,

quando e soltanto quando esiste un numero ¢ tale che sia @(t) = ¢ (costante)
quasi ovunque;

2) [1ot + b)) —e) | & =O0( R per & — 0,

a

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita (via C. Saldini 50), Milano, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo. di Ricerca n. 40 (1962-63) del Comitato
per la Matematica del C.N.R.. — Ricevuto il 12-IX-1963.

(1) M. L. CarrwricHr [1].

(3) G. H. Harpy and J. E. LirrLewoob [2], p. 599, e [8], p. 619; E. C. TrrcHMARSH
[6], pp. 36-37.
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quando e soltanto quando g(f) & quasi ovunque uguale a una funzione a varia-
zione finita su a <t < b. ‘

Sia H* la classe delle funzioni ¢({) che verificano la eondizione di HOLDER
di ordine «, e cioé

| @t -+ h) — (1) | < K-h* (a<t<t+h=b),

con K indipendente da ¢ e da & [le classi H°, H, H*(« >1) sono rispettivamente
quelle delle funzioni limitate, delle funzioni a rapporto incrementale limitato,
delle funzioni costanti].

Sia Hf la classe (analoga alla precedente) delle funzioni ¢(¢) che verificano
la condizione '

ot + b)) — (1) | = o(h*) per h —0

{a <1<t 4+ h=< b) uniformemente rispetto a ¢. (Le classi H, e H} sono rispet-
tivamente le classi delle funzioni continue e delle funzioni costanti). .
Sia () prolungata per periodicitd, oppure () = 0 fuori di a < t< b. Per
0=ax=1, p=1 sia H(x, p) la classe delle funzioni ¢(¢) definite per a <t < b
per le quali sia :

{ [lott +h) —e@ |ra P = 0(| 1] per h—0.

E noto che (*) H(x, p) C Lr. La classe H(1, 1) & quella delle funzioni a varia-
zione finita.

Sia Hy(er, p) la classe analoga delle funzioni () definita come H(w, p) so0-
stituendo nel secondo membro o(...) in luogo di O(...).

I1 presente lavoro si propone di studiare accuratamente la determinazione
delle costanti implicate al secondo membro della condizione che definisce la
classe H (cx, 1), e la determinazione degli infinitesimi implicati nelle analoghe
condizioni per Hy(e, 1). In un caso interessante la costante definita risultera,
sotto un certo aspetto, la « migliore costante » [vedi Teorema (A) e (B)]. Sa-
Tanno prese in esame categorie di funzioni g(f) che presentano una certa singo-
laritd di comportamento nell’intorno di un punto ¢, interno all’intervallo
a=t=<b.

(®) G. H. Harpy and J. E. LitTLEwW00D [2], p. 566.
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Senza diminuire la generalith dei risultati conseguiti, assumeremo @(t) de-
finita nell'intervallo — 1 < ¢t < 1 e il punto ¢ = 0 di questo intervallo come quello
nell’intorno del quale si verifica la smﬂolant a di comportamento.

Lo studio verrd svolto in modo diretto mediante considerazioni nel eampo
reale.

2. - Una condizione di W. H. Y oung.

Sia y(¢) definita per ¢ << t<C b; si dice che y(f) ¢ priva &i salii esterni in
a<t<b quando per ogni ¢« <\t<<h

lm p(u) < p(t) < lim p(u) ,

Ut — u—>t+

oppure

Iim (u) = wt) = lim (%) -

w—>t— u—rt+

Nel caso in cui esistano ¢(f—) e p(t +) dovrd aversi y(t—)=< p(t) < p(t +)
oppure p(t—) = p(t) = w(t +) (*).

Quando (¢) ¢ a variazione finita in ¢ < ¢< b allora, alterandone il valore
in un insieme al pitt numerabile, si pud ottenere una funzione a variazione finita

priva di salti esterni.
b
e f | dy(w) | & finito allora () & quasi ovunque uguale a una funzione a
variazione finita in ¢ < ¢ < b, priva di salti esterni.
Sia p(t) definita per 0 << =<1 e ivi limitata; si dice che essa verifica la con-

dizione di Youne nell’intorno destro 0 <<¢=<1 del punto 0 quando

fll du p(w))| & finito
(Y) °
Jla@ pw) | = 0), pern—>0+.

Questa condizione implica che per ogni 0 < e<C1, la funzione »(f) & g.o.
uguale 2 una funzione a variazione finita in e<¢< 1 e priva di salti esterni
in questo intervallo.

(*) E. W. HoesoxN [4], p. 532.
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Denotiamo con V («, f) la variazione totale di p(t) in <t F; alla condi-
zione (Y) si pud dare un’altra forma.

*Nella classe delle funzioni y(t) definite per 0 < t=1 e ivi prive di salli ésterni
la condizione (Y) ¢ equivalente alla sequente:

(Y') 1) Per ogni 0 << e<<1 la funzione y(t) ¢ a variazione finita in ogni in-
tervallo et 1,

2) Per ogni ¢ < n<C1, o >0 risulta

V /@ + o), 4) = [ldp@)| =0@1)  (per 0<y=1).

nla+o)

Anzi, dimostreremo pitt precisamente che se yif) ¢ priva di salti esterni:

@ay - Da ”Vy‘,(?]/(l 46y 77‘) <K -segue

f | a(w p(u)) | <{Kk1 +o)jo + 4 } -y, dove A==3Sup y(t).

0<tZy
7

(2.2) Da f]d(u pw) | < K, n segue
0
V,(n/@ + ), )< (A + 0)K, + 4o
Dimostrazione. Dimostriamo (2.1). Sia 0 <u,<u,, allora & anche

|ty plug) — 1wy pluy) | = (up — 1) [yp(ey) [+ | wlug) — wluy) [

Passando alle somme di MeNGOLI-CAUCHY:

B B B
[l p@) | = [ w@) | du + [ ] dep(u) |

8
[ ) | du + B || dp(w) |

AN
R~

< [lyp@) | du + B Vyla B)

R'\'Q:

tutte le volte che p(f) & a variazione finitain « £t =< f. Pertanto, assumendo per (a, f}
la successione di intervalli :

(g1 + o, 7/1 + op=2) C (h=1,23.)
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e addizionando, risulta [osserviamo che 7/(1 4 o) — 0 per h— + oo o

7 7 ® ®

[ 1A pae)| = [ 1t | du -+ KZ?]/(I 4 g)t e

0 0 0

sdy+ Ky + o
Dimostriamo (2.2). L’ipotesi ci dice che ¢ y(t) & q. 0. uguale a una funzione a variazione

finita in 0 ¢ <y (<1) e quindi, per ogni £ >0, w(t) & q. 0. uguale a una funzione a varia-

zione finita in & ¢ =n; possiamo supporre che p(f) sia a variazione finita e priva di salti
esterni. ()«enmmo che &

uy [ p(Uy) — piaty) [ [ a0y plaey) — w0y play) | -+ (2, — ) | plug) |

Considerando una suddivisione dell’intervallo («, ) in parti otteniamo

B 8
a V(o B =[] duwp@) | + [ |p@)]du..

Facendo o = 5/(1 + o), f = % otteniamo

(/1 + o), )yl + o) = Ky + Ay o/l + o),

da cui segue (2.2).

3. - Descrizione di ¢() nell’intorno del punto O.

Sulla funzione ¢(¢) definita per —1 <1< 1, ¢ 5= 0 faremo le ipotesi seguenti:

a) Per ogni ¢, con 0<<e<<1, p(f) & a variazione finita in
-1t —e, est<1.
b)  Esiste o, con 0 << x< 1, tale che
p) = @)/ [t (—1=Zt<1, £540),
p(i) >0 per t—0, 0) =0

[ne segue che yp(?) & limitatain —1 < t < 1 e a variaziove finitain —1 <t < =—z¢
eSt=1]. ‘

¢) Quando sia utile, riterremo ¢(t) definita su tutto I’asse reale — co <
< t<{ + oo ponendo ¢(f) =0 fuori dell’intervallo ——1 =t 1.
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Occorre introdurre elementi collegati con wu(f) nell’intornc dell’origine e
precisamente useremo le seguenti notazioni, che riguardano Vintervallo
R 3

3.1)  Elementi riguardanti la wvariazione totule di w(t) nell’intorno di 0.

Per ogni ¢ >0, 0 < 5<1 poniamo:

H@y, o) = V,(n/(1 +0), 7).,

Ay, ¢) = Sup H(u, o),

o<usn

M(e) = H(1, o) = Sup H(u, o).
o<usl
Associamo a o il numero

o =01 +o) ™ {a + o) —1}

e, tenuto conto della monotonia di H(y, o) rispetto a #, poniamo

H, =0, lim H(z, o).

-0

Osservazione, Sia y(t) a variazione finitain 0 £ 7= 1; allora evidentemente,
per ogni 6>0, H(y, )= 0 per y—0 o quindi H, = 0. E interessante osservare che:
Tsistono funzioni che verificano la condizione (Y) di W. H. YouxG e non sono a varia-
zione finita in 0 < ¢ < 1 e per le quali tutbavia I; = 0.

Esempio: (t) cos (7 log (¢/2)) .

1
7 log (£/2)

Sia n intero naturale. Si riconosee facilmente che la funzione |wp(t)| raggiunge il mas-
simo nei punti ¢, (& = 1, 2, 3, ...) tali che
wlog (1/2) = — ka = (1 4 o(1))/(kn)
nei quali si ha
; cos (zlog (4/2) = = 1 + O(1/)
e quindi
wit) ={ £ 1 + 001} [{k + 01/} = % 1/k + O(/k?) .

Peor la valutazione di V (e, §) teniamo conto dell’altezza delle « arcate » del diagramma
di | p(t)|

V(! t)>1 2] ! ! ﬂO !
ol 27 +2(5 + -+ oy +;+k§1 =
= 2logn - O(1) > + oo per w—> 4 oo

e quindi y(f) non & a variazione finita. D’altra parte se tﬂ<1;/(1 +0) =t , L <
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< bpyy £ 4 <t risulta t, = 2 exp (— & + O(1/k),
M ~log (n/2(L -+ a)), m ~log(5/2);
M
H(y, o) = V,n/(1 + o), ) = 23 (1fk 4 O1/1?))
ke=m
= 2 log (M/m) + O(1/m?)

log (1 -+ 0)] | N

Nglog(l +0)

-> 0 per n-— 0.
log (2/7) P !

3.2)  Elementi riguardanti Uandamento del massimo modulo di (1) nell’in-
torno di t =0.

~Poniamo-
p(t) = Sup | p(w) | = minima maggiorante di | w(f)| ridotta continua dalla
sinistra,
Osserviamo che ﬂ)(t) -0 -+ per t—>0 + e, fissato & >0, esistono dei

numeri % >0 per i quali p(x) %< h. Denotiamo con A == A(k) Pestremo supe-
riore dei numeri % per i quali vale questa disuguaglianza attenuata, ciog po-
niamo :
A = Ah) = Sup u [pu)-u< h].

Risulta 1 -0 + e p(l) -0 -~ per h >0 +. TInoltre A(h)/h — -+ oo per
h —0 - . Infatti .

RIAR) < (1 + &) p(d + &) A(R)) =0 + per b >0 4.

Risulteranno utili anche le due definizioni seguenti:

Siano 1,(h) e A,(h) due funzioni di % scelte in guisa da avere:
W(Ay) Mfh =0 -+, Ay(h) -0 -+ per b —>0 4,
W(Ae)* Ao/l — -+ o0,  Ao(h) >0+ per b —0 . -

Di tali funzioni 4,(%), A.(h) ne esistono evidentemente infinite coppie. Per esempio
se w(h) - + oo, h-w(h) = 0, basta assnumere

M) =Supu  (wp(u) < hjo(h)), Ao(R) =2 Sup (a@(u) < h-w(h)).
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4. - Gli integrali oggetto di studio.

Poniamo
1

I(g) ::f;g;(t +h)—q() | at , (h > 0).
o
-Ci proponiamo di studiare 'andamento di questo integrale per & — 0 --; con-
verreme che ¢(f) sia definita anche in un intorno sinistro del punto 0 con la
clausola che risulti, per t >0,

p(t) = Sup | p(u) | = Sup | plu)|.

—t<u<t <yt

Dai risulfati riguardanti Vintegrale I{(p) si deducono in modo ovvio quelli ri-
guardanti 'andamento dell’integrale analogo

J@) = [l £ 1) — ) | dt (b >0),

—1

convenendo di porre ¢(f) == 0 fuori dell'intervallo —1<t<1, t %0,

5. - I teoremi prinecipali di tipe o(...) e osservazioni.

Ci riferiamo alle notazioni presentate nei nn. 3, 4.

Teorema (A). Sia 60<o< 1,
@(t) = pt)/ | ] w(t) -0 per -0,

w(t) verifichi in 0 <t <1 la condizione (Y) di W. H. Young ¢ sia priva di
salti esterni; (t), H, abbiano il significato definito nel n. 8.

Allora per Uintegrale
1

Ilg) = [| @t & 1) —o(2) | dt

1]

valgono le seguenti limitazioni: ad ogni e >0 si possono coordinare hy(e), hi(e),
ho(e) tal i che si abbia:

(4,) Ilp) <{E(p, o) + e}9' %) k" per h=Tols),

(4,) L) < (H, + &) hjd;~" per b= hy(e),

(A,) L) < (2for + &) pl(ha)- 25 per = hyle)
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dove K(w, &) = 2Joc + H,, ¢ Ay Ay, A sono definiti in guisa da avere (vedi n. 3.2)
w(A) Afh =0,  p(As) Aaf/h — + 0o, L =Supu (plu)uh.

Osservazioni.

1) Nella forma del secondo membro della disnguaglianza (A,) stabilita
per I(p) concorrono simultaneamente i due aspetti di »(?): quello legato al cre-
scere ‘del Sup | w(f) | e quello legato al comportamento della variazione totale
di y(?) in intervalli prossimi all’origine [cio¢ la funzione H(y, o) che descrive
questo comportamento].

2) Che cosa si pud dirve circa la « bonta » della costante K(yp, o) che figura
in (A))? A questo quesito risponde la seguente proposizione:

Teorema (B). Il Teorema (A) cessa di valere se in (A)) si sostituiscono
in-luogo-di-K(py o) Vuna o Paltra-delle-due seguenti-espressioni s

Ky, o)l —e) (s>0),
Ly, o) —2—e (e>0).

Anzi, possiamo precisare di pili: denotiamo con F(y, «) la famiglia delle
funzioni @(t) = *"1-(t) con |p(@)|=t (y >0, 0 << 1); allora:
Fissati ¢ >0 ¢ 0 << o<1, per y abbastanza grande, esiste in F(y, o) una
funzione (i) per cui ’
\ I(g) > K(w, )L — e)p*~%(A)1*

e, per y abbastanza piccolo, esiste in Iy, o) una funzione @(t) per cul

2(1 — (1— )=

Iip) > {K(% %) — Tl 8} Y (A) R

Per >0, per y ¢ « abbastanza piccoli, esiste in F(y, o) una funzione ¢(f)
per cui . :
I((p) >{K(1l)’ a)_Q‘_g},l;}'l—oc(z) < he

6. - Dimostrazione del Teorema (B).

Costroiamo una famiglia F(y, «) di funzioni ¢() == p(@)/t*~* che ci fornird
una valutazione di sotto della costante K(y, ) che figura nel Teorema (A)
{(v. n. B) e ci condurra al Teorema (B).
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Sia 0 pu<<r<<l, v =u(l -+1), 6 >7>0.

Poniamo

i) =0 (y>0, ut< ).
Dividiamo Vintervallo I = (¢ < t< ») in intervalli uguali, la cui ampiezza di-
ciamo w; supponiamo che il numero U di tali intervalli sia pari; risulta

U =prjo =vi/{ (1 + 7)o }.

Poniamo v = ¢; »¥*** e definiamo la funzione p(t) nel modo sewuente per
PETS v

w(i er u -+ 2uw=t<<u -+ (2u + o

(4 P H

Ylt) =
— () per p+ (2u +Vo<t<u + 2w + 2w

con w =0, 1, 2, ..., (U—2)/2; inoltre w(t) =" per 0<t<<p, v<i<1
(cioé per ¢ fuori di I).
Essendo ¢ >t ogni intervallo 5/(1 + o)< t=<# pud contenere parte di I
e anche tutto I; inoltre essendo ¥ monotona crescente & evidente che

V(L + ), )z 07 {1—(1 + )77}

e inoltre, poiché soltanto in I la y(f) salta da valori positivi a valori negativi
e viceversa, la variazione V, assume grandi valori quando

(6.1) nl +osu<v=y.

Per semplicitd di scrittura poniamo 7, == #/(1 + o). Allora risulta, nell’ipo-
tesi (6.1),

Volm, ) =u" —n% + V,(u, v) + 77— »7.

Calcoliamo V (u, »).

-1

V., 'u)~ZV(,u—{—uw lu,J—(u—‘—l)w)-:

u==0

= S{3{u + (0 + oY~ (o + way)

U U
= 23 (1 + uw) + v =2[(u - uw)” du + Oy =
0

u=1
2ty — yity)

2
— Y Yy —
__w/z 0z + 007) == -

“

+ 0(7) .
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Ricordando che v = ¢, /""" u =91 4 7), risulta

)

pg

Vs, v) = : 7 at? - 007,

-+ 3

dove si & posto per semplicitdh 7; =1 —1/(1 + 7)**”. Dunque, nelle ipotesi
(6.1), risulta ‘

2

Vol 1) === m a*r + o) .

Si riconosce che in ogni caso & V (1, 77) = al secondo membro e quindi

2
Sup Vw(u/(l + a‘),‘ u) =3 n

. o<usy

76, 4 0@p) .
Yo ,

Poniamo
' @) =11 ye),
B, ) = [| gt + o) —pld) | A< [ .. €).

©

Poiché ¢t + ) ha segno opposto a @(t), risulta

I(P(t + Cl))" ‘P(t) I S ] 97(?5 + 6()) ! -+ I (p(t) l: (t 4 w)a—!-'yA—l -+ top-{-?_l,
Dlu, v) = f{ (t + )ty L ta+?—1}dt
# .

e quando sia ofv<<w/u < 1/2 risulta, con semplice calcolo (essendo »==u(1 -+ )
e pensando 7 fisso),

1
R

R ‘
~ ~ aty x+y—1
Dlu, v):“+y{l }v - O(w v ).

Ricordiamo che
ija ) 1+
v =¢; @, = (v/e)*"?,

{¢) Con ... sotto il segno di integrale intenderemo, qui e nel seguito, quanto si trova
sotto il segno dell’integrale che precede.-
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e quindi w/v - 0 per v — €. Si ricava

27,65 ,
Uy 1) Z == (1 - o(1)) @' TPIEN

dove T, =1 — (1 -+ )"+,
Consideriamo’ adesso una successione {[n} di intervalli analoghi a I:
In=(p.<1<v,), w,= Ul -+ 1),
scelti in guisa che sia

Y . Ma e
7711-1\([ —§—T)(1 —f—O’) 1 s . (V71_>'0 I)

e con questa scelta ogni intervallo #/(1 + ¢) < t< %, per ogni 7 >0, ha in co-
mune punti con al pit un solo 7, . Definiamo su ogni I, le due funzioni wall),
®x(t) come le due precedenti i), p(t) su I; definiamo

tr per t¢ UL, ,
P(t) == " p(t) =" (1) .
wa(t) per tel,,

Poiché ogni intervallo 7, = #/(1 + ¢)< t< 5 ha punti in comune con uno al
pit -degli I,, nei riguardi di questa funzione w(t) risulta ancora

H(n, ¢) = Sup Vv,(u/(l + o), u) =1 2 - 7 01+”+ O(n?)

o<usn -+

e, per n =0 <+ (vedi n. 3.1)

La funzione y(t) soddisfa alla condizione (Y) &i Young.
La costante che figura nella (A,) (n. 5) risulta, quando si ponga h = w:

2
K(p, o) == - 4~ o700

14y
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Poiché () = ¢ il parametro A(R) si caleola semplicemente:
A = Mh) = Sup u(wp(u) < h) = pHAN
e quindi la (4,) ci fornisce
Lg) <{ K(y, o) - & } R 09
< { Ky, o) + ¢ } prE AN

D’altronde, assumendo % == = (v,/e,)'? visulta w/v, =0 e

1
I{p) = “ et + k) — () | A&t = D(pn, v,)
0
2 2720f+y{ 1 G(7,}y/(1;§,§) }7&(.\'-{*"?)/(1-%—‘)’) ]

o
%y

233

Si tratta di confrontare, con I'opportuna scelta dei parametri disponibili, le due

eéspressioni

r,eaty 2 2

14
, , - ot —— T
o+ ¥ o 1y

Fissati & >0 e «, y, ¢, si possono scegliere 7= 74(&y), 0 >17, 0= 6o(g) In

guisa che 7,, 7, ¢ oy slano abbastanza vicini a 1 da avere

&

[ 2epty 2r08t+y

oy %+

Zopts _ 2yt

1— o) —— < 22—,
oY oY
[ 2 2elty 2 )
-t e>-+ oyt
[+ 1 + v o 1 + by

Assumiamo:

ol — «)

{(oc + M + 7')}1/“”’
0 =i
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allora, sostituendo questa espressione nelle precedenti, si perviene alle espres-
sioni delle costanti con la seguente catena di diseguaglianze:

{Ol('}"; OC)— 81}]L(m+;:)/(1+y1< I((P)<{ 02(,)/7 OC) + el}h(a+~,»)/(1+y)’
oppure le analoghe

1—e) 01('}’7 o) h(a+7)/(1+y)< I(f,p) <(1—g) 02(,}}, o) h(oc+‘y)/(1+y)’

. Q1+y 1+ ¥ at+pl1fl-+9
01(7’7 o) = {(oc PP (o:(l _ oc)) }

2(1 4 9)
02(% ) = a(l —a)

dove

Osserviamo che

2(1 + ) o(l — o) (A=) /(1+y)
O, = —il ]
GG =y { ((a F T y>) ’

(1l — &) L—m /(14
/0, =
o/ Ce {(oz + )L+ 7/)}
Adesso ‘osserviamo che
lim /0, =1—,
y—>+ o

pertanto, per ogni «, a K(y, «) non si pud sostituire K(y, «) (1 —¢) senza che il

teorema cessi di valere.
Osserviamo che &

s 2 1—a
lim (¢, — cm:m {1_. (1 — ) }

>0+
Passando al limite per « — 0 -+ otteniamo

2 1—x
e quindi risulta
lim lm (C,— C) =2.

a0+ p—>0+
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7. - I teoremi principali di tipo O(...).
(i riferiamo ancora alle notazioni presentate nei nn. 3, 4, salvo che all’ipe-
tesi p(t) — 0 per ¢ — 0 si sostituisce 'ipotesi:
w(t) st mantiene limitate per —1 =11,
Premettiamo alcune osservazioni:
1) Ilp + o) = I(p).
2)  Se in luogo di g(¢) sostituiamo ¢-gp(t) risulta I(cp) =|¢ | I(e).

3) Se in luogo di (¢) sostituiamo () = 9(t) + ¢, otteniamo un integrale
I(gp,) che & legato a I(p) dalla seguente catena di disuguaglianze:

() ~ngu@f{wﬁi}i-w~wm+owﬁgﬂm.U

4)  Poiché w(¥) si mantiene limitata esaminiamo separatamente i due
casi:

I) () — ¢ (possiamo supporre ¢ > 0) per ¢ — 0. Allora ponendo (f) =
= ¢ + ,(¢) risulta p,(f) — 0 per ¢ — 0 e, se p(¢) ¢ limitata e soddisfa la condi-
zione (Y) di W. H. Young in 0 <<?<C1, y,(t) gode pure di queste proprieta.
Definiamo p,(t) per y,(¢) come & stata definita w(t) per u(t), sia cioé:

",_Ux(t) = Sup | wi(w) ' .

o<u<t

II) Sia 4 = Jim (t) < lim y(t)= B (per ¢ =0 +). In questo caso nor-
malizziamo la funzione u(¢) in modo che A e B siano rispettivamente —1
e -1, ciod trattiamo il problema per la funzione

29(t) — (4 + B)
Wl == —
¢ prendiamo in considerazione I’integrale I(p,). Per le osservazioni 1) e 3), un
semplice calcolo porta a .

B—4
(1.2)  ——— Illpd=Ilo)—
|4 4+ B|22-*—1_ _ |4+ B| B—4A
——{ 3 = h+0(h2)}§ 5— Ly
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Osserviamo poi che, posto

V,F,)(vy,'(]. -+ o), 77) = H\{n, o), H! = 0, lim Hiyy, o),

7—>0

risulta

Teorema (C). Sia 0<a<1,
@) = p(t)] | ¢]7*, PlE) = ¢ -+~ (1), wi(t) >0 per t — 0 +.

y(?) Ueﬂﬁﬂw m 6 <t<1 la condizione (Y) cZz W. H You ,zq e sia py v dz
salti. esterni. : e

Allora per e >0-¢ 0 Z h=< hole) risulta

Ig) =01 —ch + 0{ (E(p,, ) + &) PITHA) B} + Ohe),

dove 0 =e(2" " —1)fa, —1<OL 1, Ky, @) éla costante implicata nel teo-
rema (A) caleolata per la funzione ,(t), cioé

K("I)ly o) = r)/’05 -+ H}; s

e la costante implicata in Oh?) ¢ indipendente da ¢,
Se () non tende a un limite per ¢ — 0 +, 81 pensa normalizzata con
lim () =—1, lim 9(f) =1 e si stabiliscono i seguenti teoremi.

Teorema (D). Sia 0<oa<1,

P(t) = @)/ |7, (t) limitata per 0SS, im p(t) ==—1,  Iim @) =1,

t—0 . i->0

Y(t) verifichi in 0 <<t <<1 la condizione (Y) di W. M. Young ¢ sia priva di
salti esterni; H, abbia il significato definito nel 1. 3.
Per ¢ >0 ¢ 0= h< Iyle) risulta

(Do) Ilp)<{E(p, ) + e} -he

dove K(y, «) = (3 + 2°"%)ja + H.
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P

Osservazione. Il seguente esempio mostra che questo teorema cessa di valere
se a IK(yp, o) si sostituisce K(yp, a}(3/7 —&) con &> 0.

Per 0 <t <1, 0< o<1 consideriamo le due funzioni () = 1, p(t) = 1*~* e la succes-
sione di ascisse 1/(1 4 o)* econ ¢>0.

Definiamo le due funzioni u{t), ¢(t):
per 1/(1 + o)<t <1(1 + o)™ sia p(l) = pl),  ¢l) = pl)
per 1/(1 4+ o) 2 <t /(1 + o)™ sia w(l) = — (1), (1) = — pi) -

Ogni intervallo /(1 +0) <t =# contiene un salto della y(t) e uno solo; pertanto H(n, )=
=2 e H, = 206, . La costante che figura nella I, (n. 7) risulta, posto % = w,

I(y, @) = (3 + 2*7%)/« -+ 20, .
D’altra parte, ponendo h = w = 1/(1 + o) — 1 /(1 + o)+t = g/(1 + o)1) risulta

1140y 20 anepe 1 (14g) B

L) = [{pt W) —e@)|dt = (... +
0 . [

=g Ya+ol

L o (1 - O(h))-he
= TMW’—‘T -+ O(h)) b= .

Fissati ¢ e « si puo scegliere o= o¢,(¢e) in modo che si abbia
(3 4 277%) /e + 2 4 &> (8 4 227%) /e | 20,

{Cl(tx) — 8} he<I(p) < {02(95) -+ 31} 7%"‘,
dove ’
Ciler) = 1fo + 2,  Cyla) = (3 + 22=%) /o + 2.

Osserviamo che

1 + 2a "
/0, = mﬁ 3/7 per o« 1,

da cui segue I'asserto.

Teorema (Dy). Se nelle ipotesi del Teorema (D) si sostituisce ]ng p(l)=—1,
Cr : >0
lim () =1 con
1—0

4 = Jim 9(¢) < lim () = B (4 +B>0),

1—0 i—r0
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allora per ¢ >0 ¢ 0 X h < ho(e) risulia:

{Py, o) — e} — -J--;f h + 0% < I(g) <{ K(y, ) + e} 1" —

A4+ B
; b+ 00,

dove
Ky, «) = (2*"*—1)Bfa + 2(B— A)ja + H_,

Py, a) ={ A2 *—1)— (B— A)2 + a HY2)} e,

H} ha il significato definito nel n. 7, Oss. 4, II [la disuguaglianza a sinistra
cessa di essere significativa quando Py, o) = 0].

Osservazioni. 1) Nel caso in cui sia 4 + B<< 0 vale la stessa pro-

posizione purché si sostituisca (— B, — 4) in luogo di (4, B).

2)  Anche qui, come nel Teor. (A), sulla costante K(y, «) la funzione
p(t) influisce attraverso il crescere di Sup | ¢(f) | e attraverso il comportamento
della variazione totale di y(¢) in intervalli prossimi all’origine.

8. - Teoremi per categorie speciali di funzioni.

Ci riferiamo alle notazioni presentate nei nn. 3, 4.
Ogni »(t) a variazione finita verifica la condizione (Y) di Youne.

Teorema L.  Sia 0<a<<l, @) =uyp@®)/| "% wit) =0 per t—>0,
y(t) a variazione finita in 0 <1< 1; p(t) e A abbiano il significato definito nel
n. 8. Allora si ha I(p) = o(yp*~%(A))-h* per h —0 .

Teorema II. Sia 0<<a<<l, ¢t) =y@)/|¢]'"% »t) =c + p(f) >¢
per t -0, y(t) a variazione finita in 0 < 1< 1. Allora é

I(p) = A-h*—ch + o{ P} (2)-h*} + O(h?) per h -0,
dove
4 = (27" —1)c/e, p(t) = Sup [ wi(w)| (u %0).

—t<u<t

Questo risultato si ottiene immediatamente dalla (7.1) applicando il Teor. I
alla funzione (7).
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Teorema III. Sia 0<a<<l e @(t) differenziabile per —1=t<1,

t =0,
P <XE, [0 =) >0 por t >0,

—t<u<t o<u<t
A= Mh) =Supu (E(u)~u < h) .
Allora per ¢ >0 e 0= W< hole) risulta
I(éo) <{E(x) +¢ }5(2) B, E(ax) = (2'“’“"‘ — 1)/1{ wl—e)}.
(Osserviamo che 2 —0 -, gA) =0 -+ per h -0 +.)

Osgservazione. Sia ¢{t) differenziabile in 0<¢ < 1 e inoltre sia

(8.1) Ot ) < K, 12 2=« /(1) = &(f) ~ O per {— 0 —+;

allora g(t) verifica tulle le ipotesi richieste nel Teor. (A).
Infatti ¢'(1) = e(t)}/*—* e, posto &) = Sup e(u), integrando otteniamo

o<u<t
ty T t,
|@(t) | = f;(ﬁ)“ du | £ jfl + 'f’
t ¢ T
er) 1 e(t,) 1

"

da cul

E &t A
fpl) [=[0el) | = 1—8@ + ) (—) ;
o

assumendo 7 = 4/7 risulta evidentemente y(t) — 0 per ¢ — 0 + . :
Inoltre u(t) verifica la condizione (Y); infatti y(¢) & differenziabile in 0<t <1 o il
prodotto ¢ w{t) & a variazione finita, poiche &

D(t p(t)) = DE~= 1)) = (2 — o) p(t) + B~ *g'(t)

e ciascuno dei due termini dell'ultimo membro & limitato. Pertanto si maggiora la varia-
zione nel modo seguente:

fﬂl dlu pw) | < f'][ p(u) -+ y'(w) | du
)

[

o
b/l n
= [y du + (1 —a) [|ut*p) | du + 7 | == @' () | du
3 o o

£(©2—a) p(y) n + Ky = O(x).
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Per serivere la valutazione (A,) (n. 5) occorre procurarci I'espressione di (f). Posto
1
g (t) = - | e(w) du (5,(8) >0 per t =0 + ),

1
y@) = [ pu) du,
[}
integrando per parti la prima, col tener conto della seconda, si ottiene

y' = (2= ) y/t = &)

e, integrando,
i3

p)= e(t) — (2 — o) 1 j fﬁiﬁl du
I X

1

Osserviamo che nel caso particolare &()=¢" (y >0, y =1 — &) il secondo termine del
secondo-membro..risulta-

i fA=o gpre=1__ "
y __:_ o—1 { ] }
e quindi secondoche y<1—«, y>1— « i due termini sono dello stesso ordine oppure

prevale il secondo. .
Posto (t) = Sup | &(u) |, risulta
o<u<t

2

P2 = e+ @2 — ;)C) i-‘““f

i

@ -
31('11’)
42—

du

o questa espressione & quella che deve figurare in (A,).
Dealtronde, in base alle (8.1), un semplice calcolo diretto fornisce la maggiorazione di

I(p) che figura nel Teor. IIL
11 confronto fra il Teor. IIT e il risultato corollario del Teor. (A) per la funzione diffe-

renziabile conduce alle seguenti osservazioni:

a) Se @(f) & scelta in guisa da avere 0 < a<(1/2, &(t)=#*~* @'(t) = (3 — 222 -
cos (1/t) - f1—2=sen (1/t), allora risulta (f) = #*7%* cos (1/t) e quindi anche y(t)== O(t*~%);
inoltre si verifica facilmente £(1)= A1—2#/2 per 1< 2/5z. In questo caso il secondo membro
ottenuto da (A,) e quello ottenuto direttamente risultano garantiti rispettivamente es-

sere
O(A—@*y.he, = (1f2)A3 -2 e

e quindi delle due & pin significativa (A,).

b) Assumendo @(t) = ##+*=Y(y 4+ a—1) risulta () =¥/(y 4 «— 1), &) =
= &(t) =17, ed essendo y>p(l — a) & &(d) = o((p(A))1~%) e il Teor. IIT & piu signifi-
cativo di (A,).
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Teorema IV. Se¢ nell’enunciato del Teor. 11T st tralascia Vipotesi &(t) — 0
per t— 0, vale Uanaloga maggiorazione

L) <{K1(oc, p) + 8} o8

90=a ]
=y | O]

dove K (o, @) =

Teorema V. Sia 0<a<f<l, o) =t/ wi), 90 +) =1,
pt) e HFTF ciod Sup |yt + k) — @) | = eh)-h**7F, &h) >0 per h—0

0<i<d
uniformemente rispetto a t. Allora per ¢ >0 ¢ 0 < h < holg) risulta

(8.2) I(p) <{ K(y, B) + & }oo(h) 1",

dove E(y, ) =2*F[f, w(h) =Max{h#~% eh)-1*~F}.

OsservazionicSe hf~*=o(s(h) h*~F) per k=0 =, allora w(h) =
= &(h)-h*~# e risulta

(8.3) Ky, p) =1/p.
Se e(h)-hF = o(hF~*) per h — 0 4, allora w(h) = h*~* e risulta
(8.4) Ky, B) = 22— 1)/8.

Teorema VI. Sia 0<a<<f<<1, @) =]|¢t|""p@E), w0 +) =1,
y(t) € H¥P, cioé sia | p(t + k) — w(t) | < K 1528, Allora risulte

I(‘P) =< w(h)-h* = Oh?) ,

dove w(h) =0 per b — 0 ¢ y =0, (1 + )/2, o« +1— f secondoché f > (1 + )2,
= (1 + «)/2, << (1 + «)/2. Pid precisamente visulia, per ¢ >0 ¢ 0 < b= hole),

{@P—1)/p + e }nf* se f>(1 4+ )2
(8.5) () =4 {(@* 1+ K)f + e} n* P se f =1+ a)2
{EIB+¢e}n? se a<<f<(1+)/2.

Osservazione. Se u(0 +) =¢, ¢ 1, basta sostituire: nel Teor. V
Ky, f)=2*"%B con K'={(2*"P—1)|c| + 1}/, e nel Teor. VI (»*~7—1)/8
con (2272 —1)]e|/B. :
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9, - Dimeostrazione del Teorema (4).

Osservazioni preliminari:
1) Sia f{t) & variazione finita per e < ¢=<b e sia f(f) = 0 fuori di tale
intervallo. Sia poi a< a<C f<Cb; ¢ immediato che nell’intervallo =t p
per k>0 vale la disuguaglianza

[fit +B)—f@) | = Viloy ¢ + k) — Vila, 1) -

Pertanto risulta

£ B
[+ 1) — f) | @< [{ Vo ¢ + 1) — Vo 9}t

o

pan
. = |V le, t) L,
ossia ﬁ
B
(9.1) [lie + 0 —fO) | @< Vile, f+ 1) b

o
2)  Trlespressione |g(t 4+ h)—(f)| si pud maggiorare nel modo se-
guente

=1t + R gt +R)—| ] pd) | =

| @t + ) —o(t)

S|+ rli= el Iyt =B ]+ el + B — v ] = 4+ 4.

Veniamo ora alla dimostrazione del Tecrema. Sia 2 >0. Cominciamo col
valutare :

1 o
It =[lplt + ) — g | = [ (4 + A) A =1 + 1.
0 0

Sia 0 < << 1. Risulta

"

s 7 1 1 1
Ilz_-JAldt—i—fAldt+fA1dt:11+Il+Il.
0 é 7

Ricordando che () == Sup | y(u)| un calcolo elementare ci da:
: o<yt

] - .
I, = f{t“"‘—» ¢+ 1)} p@ + B) | A< (1fe) p(S + B R
0
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D’altra parte, osservando che per i < ¢ valela disuguaglianza t* - (¢ -~ b)* 7 <
< (1—¢a) Rfi*™% <i ottiene

I <y -+ ) B8 I <l -+ h) Rjptm

Consideriamo ora
1 8 1

L= [ gt + B —pi) [dt = [... -+ [ = I +1,,

1] [} -]
I, (2fa) p(0 + R) &

u .
Per valutare I, poniamo

5 .(1+o)l+1
Jy=| Ay dt.

Csat+ot

Sia % il minimo intero per cui ¢ (14 o)t = 1. Poniamo, per semplicitd di scrit-

Jl = 77?-1 Vw(nw M + h) h.

Poniamo ancora V,(n, N + ) == H(y, o, k) e H(y, o, k) = Sup H(t, o, k).

0<isy
Si ha allora

- E H(n, 6, h
J,<h z__(f]”_')

<
2= 7 1—a
1=1 (i

1

=h 8;

i

se I* & uno dei valori di I: 1 << I*< k, ponendo #* ==1#,; si ha

¥ Hn. o, ) £ H(n, 6, h)
S = “(ﬁl‘z:':“ + *(“Z”l;:z*“ =2+ a3
=1 My 1=1F 41 U/
= I | Hn*, o, h) 1 Hn*, o, k
SsHu o)y sl <q 2ol

2 (1 + 0.)l(l-—:‘x)

= miTe T ol S e Sl—a ’

dove ¢, = (1 + 0)1"”‘/{(1 +0)'"*—1}. Daltra parte, poiché H(n, o, h)=
= Mlo) per 0 <n=1,

3, =S Hoe o B 2000+ vl) S 1 _ 20,(3M(0) + (1))
2 ‘gx-z* 17%—“ = ,'7*1—., S (1 & o= = ,)7*1——04 .
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Si conclude che

n . h Y,
1< o Hi®, 0, ) — -+ 26, (M(0) + p(1)) —

Sl—a ,)]* 1—-o "

Raccogliendo i risultati si ottiene

- — h
B0 -+ h) B = (1 + B)

R

I
(9.2) nL< Fp(l 40 F :

Hi—e

RN

h
11—«

- = h
(9.3) L= 50 + 1) 8+ o Hip*, o, 1) == -+ 20, (M{o) - p(1))

n*
Scegliamo & = Sup« (p(u -+ h)(w + h)< k). Osserviamo che & —0 per
h —0 e d’altra parte h/0 —0 per h — 0. Scegliamo poi 7* =7 in modo
che sia. # ->0._e inolire.d/n =0 per. .k —0.. Posto, con notazione.evidente,
schematicamente

I = By + By + By, 1y = By + By + B,
per la scelta fatta di 6 e 5 ==#* si vede immediatamente che &

By, = 0(By), By, =0(B), By ==0(Bw), By = 0(Bs) ’

e pertanto I+§{1 -+ 0(1)}(]30_1 - By). Osserviamo d’altra parte che, essendo
h/é — 0,

(9.4) PO + h) 6% ~p(d + k) (5 +h)* per h—>0
e anche
(9.5) RO ~ R0+ R per h—0.

Osserviamo ancora che & lim H(y, ¢, h) = lim H(y, ¢) = H_ [0, . Poniamo in-
70 7->0
fine 6 + b = A. In definitiva, per le scelte fatte di § ed 7, risulta

2 -
<L +LE (- - HG> PTHA) RS R ot AN RS per b =0,
N 24
da cui segue che per ¢ >0 e 0 < h < ly(e) &

2 -
It < ((; +H, + e> PHA) R
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Diamo adesso alla variabile ¢ un incremento — & negativo (& >0).

1
I- = [t — k) —g() | dt = jlgv t)ldts{ T+ I+
° —n
Tenendo presente la solita scomposizione in addendi di [qg(t -+ h)——(p(t)! si
ottiene

L [ o
f[(p(t - h)——<p(t)|dt§fA1dt +fA2dt =17 + 17

~h —h

Con facili caleoli si stabiliscono le seguenti disuguaglianze:

34

g

[\
R
1

p
Qlw

-';——- 2y p(h) %y I = p(h) B

Risulta ciog

e poiche (k) = o(p'~*(4)), si ottiene ancora, per ¢ >O, 0= =< hyle),

I(p)<{ E(p, @) + & }9""%(2) b~

Risulta cosi dimostrata la (A,).
Dalle (9.2) e (9.3), scegliendo 6, #, #* in guisa che sia

(0 + k) (8 + h)[h — 0, n*=mn, 50, dm —0 per I —0,
ricordando le (9.4) e (9.3) si ottiene
P8 + 1) 6% = o(h/(6 + 1))
e pertanto, posto & + h = 4;, per ¢e>0 e 0= A=< Iy(e),
Ig) < (H, + o) hE™
e vale (A,). Scegliendo infine §, ¥, » in modo che sia

WO +h) (8 + h)h— + oo, y¥=n->0, Op—>0 perh->0,
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tenendo presenti ancora le (9.4) e (9.5) si ottiene

1'% = o(p(8 + B) 0°)
e posto 6 - b == 4, risulta, per ¢ >0 e per 0 < h =< hy(e),

)< (2o -+ &) p™ ) A3

e vale (A,).
11 Teor. (A) risulta cosi completamente dimostrato.

10. - Dimostrazione del Teorema (C).
Se p(t) = ¢ + p,(¢), per la (7.1) si ha (¢ >0)

@) —{e @ —Djaht —ch + 000} | < T(@),

Poiché y,(f) -0 per ¢ — 0, tenendo presente il Teor. (A) applicato a ()
si ricava

Lig) <{E(ps, @) + e}pi™*(2) h*  per 0< k< ho(e),
e si conclude
(22~ — 1)

I(p) :—4-«&7—-? W —ch 4+ 0{ (Etyy, @) + &) p27%(A) B} -+ O(R2),

dove —1=<0=<1 e la costante in O(k?) & indipendente da e.

11. - Dimostrazione dei Teoremi (D) e (Dy).

1) Per 1’Oss. 2) del n. 9 risulta

3

1 ' 1
I+ :z:“(p(t + h)— @) | dt = )‘ (A 4@t =1, +1,.
T ; _

Sia 0 < 0, < 1. Allora

3,
Il ] f 111 dt '*:‘ flfil dt == I; - ]: *

0 [

3
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Con un calcolo analego a quello svolto per il Teor. (A) si ottiene
I < (1/e) (6, + h) B I< p(l) B/
Inoltre, se & 0 << d, << 1,

:fA dt~!~fA dt =1, +1I,.

Ja

Ancora, tenendo presenti i calcoli e le notazioni del Teor. (A), si ottiene:

J, _
I = [ p(t + B)— pt) | 2= (2fa) p(d; + B) 5,

0

h ) ‘ - o
it < 6y H*, o, h) 5% + 20 (31(0) + 7/)(1)) g

0

,\,\
a‘-—-—-,,

Raccogliendo i risultati si ottiene

1~ - h
L= > p(0y +h) B+ p(1) Si— By + By
. 1

&Im

V(O + 1) 8 + o Hn® 0, ) 5 o+ 200 (M(o) +p(1)) ;

4~1—0:

- Rn -+ Rzz + st .

247

Scegliamo &, = &;(k) in modo che sia 6, — 0, b/d, — 0 per h — 0. Scegliamo poi
d, = h ed n* = 6,. Allora & immediato che R, = o(Ry,), Ry = o(Ry). Essendo

1 = lim p(t) = lim p(t),

1—>0 t—>0

si puo scrivere p(d; + k) =1 + o{1) per h — 0. Si conclude che per £>0,

0= b= Iyle),

It < (3jo + H, + &) A%

Per Vintegrale con Pineremento negativo — kb (h > 0) si ottiene, analogamente
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a quanto visto nel n. 9,

1 o
I- :f[(p(t—h)—(p(t) | dt'gf(Al + Ay At + It = I7 + I + It
o

-k

_g(erma 1) _ , -
Im< — w(k) W%, I =< (2e) w(h) B* .

Risulta cioé
I- < (2 %a) p(h) b + I+
Ne segue 1la (D).

2) "Per 14 (7.2), applicando il Teor. (D) alla funzione ¢,(¢) si ricava
immediatamente il risultato.

12. - Dimostrazione del Teoremi I e II.

1) Con il procedimento seguito per dimostrare il Teorema (A) si ottiene (con il
solito significato dei simboli):

h _ h
+ (I + )

e ,)71&- -3

A
A
QI

— (6 + k) hE P (g +D)

= Bu + Bm + B13’

h

p(dy + h) 6¢+ oy Hn*, o, k) e + 20, H(n*, o, k)

2
Ir)é“’
T

h
(,'7 *)1—0‘

Poiché (t) ¢ a variazione finita, & H, = o,lim H(y, o) = o, im H{zy, o, k) = 0.

710 7>
Scegliamo &, #* = » come al n. 9 (6/n — 0). Scegliamo invece §, in modo che sia
8. 7 ] Ui

0/0— 0, 18— 0, H(g, o, k) BfSL = o(h/*) per h-> 0.
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Allora risulta anche
(O, -+ B) SF SO+ 1) 0% (0,/0)% = o6 + h) 8%)
e tutti i By, By, sono o(h/o—%).
D’altra parte & ancora, come al n. 9,
I-< T+ 4+ (22=%fa) p(h) & = It 4 o(h/S1—%) per h— 0.

Ponendo 2 = § + I si oftiene il risultato del Teorema I.
2) Come abbiamo gid osservato, il Teor. II & conseguenza immediata del Teor. I.

13. - Dimostrazione dei Teoremi 1II e IV,

1) Sia 0<i<it, <1 e assumiamo ¢(,) = 0. Allora

L

o(t) ::f () du ,
u2—0¢

t

-+
ot -
A5.0) gt - ) —py | = | L gy < ')‘ltP—i——]tﬁ—hﬁ“—%.
P 11—«
Sia 0<d<y<1, ¢ allora
1 ) 4 n 1
P+
I+=f_6_(l_—“—lz{t“—1—(t + h)a—1} dt-_—f... #f J_f =1, + I, + 1.
— o
0 0 [] n

Con caleoli elementari si ricava

- CEN )
he

I £
ol — o)

IA

e, ricordando che per <<t & t¢~1 — (§ + h)e1<< (1 — &) t* 2},

p+h) R

I, < .
h 1—a §—o
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Infine, ponendo N = (1),

n h

1. <

‘3:1—-55')71”‘“'

Quind i

o+ h) l sy +k) b N h

o1 — o) o 1 — 151‘““‘T1——a')]1—“.

I+

A

Scegliamo ¢ == Sup (E(u + h)(w R R)Ee §7L1“‘“>. Osserviamo che d—>0 e /6= 0
per h— 0 - . Scegliamo poi 5 tale che sia 5 — 0 e J/y— 0 per h— 0. Risulta allora

I -
It — B0+ k) 7% ofE(8 + 1) b+ per h—>0.
o(l — o)
D’alira parté
_ 1 1—p .0
I- = [l gt — ) — (1) | &t :fl(p(t + ) — ) | At = [ - I
0 —h Y

Ricordando la (13.1) si ha

[}
2e(h)(21—5—
f Lol + 1) — o) | @ < 22WET= D),
, a(l — o)
—nh
Quindi
2(91—a — ]
I- < L.____) e(h) kx - I+,
a{l — &)

da cui, ponendo 1 = J -+ h, per s > 0 e 0 < h < hy(e),

9—a . |

ol — o)

Ig) < { + 8} e(A) he

N

Il Teorema III & cosi dimostrato.
2) Sia 0< d<1; & allora

1 8 1
(L .
It = [f%_f_; fer = (L + R} @ =/ L/ =1, + T,
0 0 &
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Do
St
Y

Si ha, ponendo N = (1),

&
“HE + B E(O - h)
= [ et g+ Rt At =
! Tt (t+ 1 }(—a(l—zx)

0

he

1 1

I :j <Nh /‘ta—ﬁ a< Nt
2 - ) Tl — e
'] )

Risulta cioé:

s(6 -+ 1) he N h N, LW,

2 L7
af{l —a) 1 — o O

A

Scegliamo ¢ in modo che sia k/6 — 0 per k — 0. Allora ¥, = o(X,). D’altra parte

- 22t —1)_
I-< [ lolt + W) — ) | dt + I+ S —————2(h) b~ + I*.
J ol — o) :
~h
Se ne deduce
ge—a |
I{p) £ ———€(d + 1) ¥ (l 4 o(l)) per b — 0,
a(l—a)
e, posto R = lim %(t),
>0
P |
I{p) = — R = (1 ).
@)= s B 1 (1 4 o)

Il Teorema IV risulta dimostrato.

14. - Dimostrazione dei Teoremi V e VI.
1)  Si puo scrivere
(14.1) Lol + B — ) | = | |2+ 1P gt + B — [ 1]P~2p(0) | <

< |16 B = 10187 [ Iy + B |+ 1218 pte + B — o) |

=B, + B,.
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Allora

fl(,v dt\J.B dt—}-JB‘,d(_II—I—I

Sia 0<h << 6 < 1. Risulta

1

1 I I,
i = + ,_
! (

Con facili calcoli, posto M = Bup | (1) |, si ha
0<t=Sl

']
= f {tB=1 — (¢ 4 WP} |yt + R) | AL <(1/B) (S + k) RF .
[}

I < (M/B) {(8 + WP — 08} <L RJ6v—,

I, = f (=1 p(t + k) — p) | At < e(h) hot1—8 f 1h=1 dt = (1/B) e(h) ha+1—F
o Q

e pertanto

1
I+ <B (& + k) RE - M e /»3 e(h) hot1—8

F—F
Scegliamo ¢ tale che sia 6 0, hfd— 0 per h— 0. Allora /6% = o(RF). D’altra

parte

Q
I—§f|<p(t+IL)~¢(t){c1t+Ir—fB1c1t—i—fB At + I+ = 17 + I; + I+
—h

—h

Risulta, con semplici calcoli,

2(21F 1) _
Ii=[{(— 0P — (4 WP |yt + B e < 0 12

—h

0
Iy = [(—0)F 1yt + k) — pt) | &t < (A/B)e(h) R+,

-h

Si conclude

20—

B . 1
I{p) < %———B——l’z})(& -+ k) kB (1—}- o(l)) + }73 g(h) het1—~8  per A — 0O

= M; + M,
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e, poichd p(0 ) = 1, segue la (8.2). Se hb—s= o(g(h)hl—ﬂ) allora ;= o(M,) e resta di-
mostrata la (8.3). Se invece &(h) h—8= o(hf~9), allora M, = o(Al;) e resta dimostrata
la (8.4).

2)  Un procedimento dimostrativo identico a quello seguito per il Teorema V ci
conduce alla seguente valutazione:

926 1 _ K .
Ip) < — P(0 4+ h) 1B (1 + 0(1)) + 7 hat1-8

Le (8.5) seguono immediatamente.
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Summary.

We deal with integrated Hélder conditions of order « for real-valued functions
which have a singular behaviowr al a point of the integration interval; about thi. behaviour
we consider Typotheses of both kinds: o(...) and O(...) and we determine the vanishing quan-
tities involved in these conditions. In an interesting case the coefficient of the majorizing
expression 18, in a defined sense, a « best constant ».






