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Derriza Roux (%)

Sul divario fra I’ ordine e I’ ordine inferiore

delle funzioni intere. (**)

Si studia il cosiddetto « ordine inferiore » di una funzione intera e si sta-
bilisce una condizione, per la successione dei coefficienti, sufficiente affinché
P'ordine inferiore assuma il minimo valore compatibile con una maggiorazione
classica; una analoga condizione viene assegnata per I'ordine in senso classico.
Si esamina anche il caso in cui esistano infiniti coefficienti nulli.

Si aggiunge una osservazione intesa a precisare in qual modo una relazione
che lega ’'andamento del massimo modulo (o della successione dei coefficienti)
di pit funzioni intere possa tradursi in una relazione che lega gli ordini e i tipi
delle stesse funzioni.

1. - Sulle relazioni fra I’ ordine inferiore e la successione dei coefficienti.

<
Sia F(z) = > a, 2" una funzione intera della variabile complessa z: posto

‘M(r) = Max | F(z) | e log® & = log log @, I'ordine o e Vordine inferiore 1 di
lslsr
F(z), cioe

— log® A(r
¢ = lim M’ A==1i

log® M(r)
m —
P b o0 log » r>tew logr

(*) Indirizzo: Istituto Matematico « F. Enriques», Universitd (via (. Saldini 50),
Milano, Italia. '

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di ricerca n. 40 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R., per anno 1963-64. — Ricovuto il 5-XII-1963.
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soddisfano, come & ben noto (), alle relazioni

; 1 ‘
(1.1) 1 iy g1 /e |
0 nSre Mlogn
: 1 _— 1/a.
1.2) b < im logl Heawl
2 asie mlogmn

ed esistono funzioni #(2) per le quali in (1.2) vale il segno << e altre per le quali
vale il segno =.
B stato dimostrato (S. M. SpAm [2]) che:

= | @nftnss | (0= 1) segue

Da | tnys/@nse

1 = 1 1
(13) . ~ =Hm _.?._g_]_—/anl .
A pert o nlogn

In questa Nota dimostreremo che la validitd di (1.3) ¢ assicurata in condi-
zioni sufficienti pilt generali, e precisamente vale il seguente

Teorema I. Se F(z2) svddisfa la segquente condizione

(A)  Bsistono due successioni { k(n)}, {8(9;)} , (m==0, 1; 2, ...) tali
che si abbia

E(n) == nttom gn) -0 per n—> + oo,
l a’k(n)/ak(n)‘l—hl > l @nf @t [h-(l—-s(n); (m=m; =1, 2, 3, ...};
allora - per Vordine inferiore A di F(z) vale Vuguaglianza

(1.4) 1 == Tim log | @u/@nsq | .

nsto  lOgN
Osservazioni.

1) La condizione (A) implica a, =0 per n abbastanza grande.

2) La condizione (A) non pud essere attenuata nel senso che il Teo-
rema non vale pit se nella (A) in Inogo di o(1) si sostituisce O(1) e ancora non

(1) Vedasi, ad es., R. P. Boas jr. [1]: teorema (2.2.2), pag. 9; teorema (2.3.1), pag. 11.
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vale piil se si sostituisce all’ipotesi ¢(n) —> 0 quella, pit attennata 0 == lim &(n)<<
> + o
<lim &(n) = (B arbitrariamente piccolo). Infatti, sia «>0, $>0 e {n,}

N> -+ o
una successione crescente di numeri interi tale che = #34# (9, >1). As-
sumiamo

p(n = 1)7" per n = 1,
Gy =1, @pyy =
(@ (n 1) per o=y,

La funzione F*(z) cosi costruita soddisfa la condizione analoga alla (A) e che i
ottiene da questa sostituendo O(1) in luogo di o(1); infatti basta assumere

» . ¥ -+ 1 : per % = ny
gn) =0, kin)=
([0 + 2P = (0 -+ 1)FO0D  per n =y, .

Tnoltre osserviamo che per ogni v, 0 <Cy<Cf, e k(i) £ (my, -+ 1)17, la con-
dizione (A) non ¢ soddisfatta.
Per la funzione F*(z) risulta

lOg [ 1/an l . 10g , an/[(’11+1 I

1 —_—
(1.5) - = lim

<ol + ) =iim
L pt 0 M lOg N

’
n—> 4w logn

- e quindi la (1.4) non vale.
Inoltre, la funzione F*(z) soddisfa la condizione analoga alla {A) con ¢ =
= lim e(n) <lim &(n), in luogo di s(n) —0: basta infatti assumere

n—> -+ o n—> o

0 per n =

k(n) =n +1, egn)=

eI 4 == Ny .
1—}—ﬂp Hy

Osserviamo inoltre che, comunque si scelga g(n) — 0, la condizione (A)
non & soddisfatta. Per la funzione F*(z), in forza della (1.5), la (1.4) non vale.

3)  La successione { a, } soddista la condizione

(16) i 981 Man | < 108 | anfa |
ner oo W lOgH _ﬂ—++«> log
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[Infatiti, sia lim 108 | @u/tuiq |/log # == L; essendo a, — 0, risulta necessaria-
N> o

mente 0 <X LE 4+ co: se L =+ oo, 1a (1.6) & ovvia; se L < -+ oo, per ogni
& >0, 1> ny(e), risulta

k==t—1
log | 1/a, | =log|1/a, | + 3 log]| a/ay |
k=ng
< log | 1/a,,1] + > (L + ¢ logk
ksn—1

< @A 4+ o)L + e)nlogn,

da cui segue la (1.6).]
Pertanto dal Teorema I segue come corollario:

Se F(z) soddisfa la conizione (A) risulte
e R

A paspo nlogm

4) Se {ian/a,l+1|} ¢ monotona non decrescente, allora & verificata
la (A) con k(n) = #, &(n) = 1/n; quindi il Teorema I [in forza dell’Osservazione 3)]
contiene il teoremsa di SHAH come caso particolare. '

5) La condizione (A) consente alla successione {|a,/a,4 |} oscillazioni
ampie (purché non troppo frequenti): infatti esistono successioni { a,l} soddi-
sfacenti la condizione (A) e per le guali risulta

0 == lim | @n/@nsy | <1im | @ufttpi | == + 00
: n—>+ o > 4 00

2. - Sulle relazioni fra ’erdine e la successione dei coefficienti.

La successione {a,,} dei coefficienti di F(z) soddisfa la disuguaglianza

log | 1/ _log | ayfa,
(21) im M g lim _g‘b!a—/aﬂ,

notw Mlogn 2>t logn

[Basterd limitarsi a considerare il caso in cui il primo membro abbia valore
finito e il secondo membro abbia valore positivo: per ogni ! dell’ intervallo

0 <l<limlog| an/au |/ l‘og 7
>+ o
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e per ogni coppia di interi #, m (n >m > n,(l)), risulta

L=n-—1
log | 1/a, | =log | 1/an | + 2 10g| arfars |
E=m
k=n—1
>1>logk>1(n—m—1)logm.
LE=m

Assumendo m = nflog n segue la (2.1)].
Di conseguenza da (1.1) si ricava

]Og | “u/a’n+1 I

(2.2)

D | =
v
£

n—> + o log 2

I\ .

La condizione (A) non & evidentemente sufficiente a garantire che in (2.2)
valga il segno =:; perché questo si verifichi, & necessario imporre alla succes-
sione {|@n/@ny |} condizioni piti restrittive, per esempio una «relativa mo-
notonia ». Sussiste infatti il seguente

Teorema II. Se F(2) soddisfa la seguente condizione:

(B)  IEsiste una successione {e(n)} tale che si abbia

gn) -0+ per fw— + oo,

1—stn)

Ay Ay

= n; m=n, n+1, 042 ..);

Ot Qi

allora Vordine o ¢ Vordine inferiore A di F(2) soddisfano le uguaglianze

st lOgn

(23) hm log I an/a’n%-l l 1
n>te logn e

Osservazioni.

1) La condizione (B) implica @, # 0 per »n abbastanza grande.

2)  Se F(z) soddisfa la condizione (B), soddisfa anche la condizione (A),
con k(n) =n.

3) Esistono funzioni F(z) per le quali ¢ verificata (A) ed & verificata (B)
quando in (B) si sostituisca all’ipotesi e(n) —+ 0+ quella pil attenuata

0 = lim &n) < lim &(n) = B8 (con § arbitrariamente piccolo). Per queste fun-
n—>+ n—> -+
zioni risulta garantita la parte a destra di (2.3), mentre non pit la parte a si-

-
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nistra: anzi, esistono funzioni per le quali ¢ verificata la (B) attenuata nel modo
detto e non vale la parte a sinistra di (2.3). Infatti, sia >0, B >0, {nh}
una successione crescente di numeri interi tale che M = WP (my >1). As-
sumiamo
az{n -+ 1)-¢ per n £ n,
ay =1, Uy == .
ay(n 4+ 1)7 =P per m =, .

La funzione F#(z) cosi costruita soddisfa la condizione (A), per esempio con

%o+ 1 per m S 0 << npflog n,
gn) =0, kn) =

N, -+ 1 per m/log n, < m << 0,

e la condizione analoga alla (B) con 0 = lim &(n) < Iim £(n) = $3, in luogo
n—>+ o i+

di g(n) — 0: basta infatti assumere

B per n £,
gn) =
1/n per n =mn,.

Per la funzione F*(z) risulta

log | 1/a, | .

1 . .. log| a,/a,
- = lim 2>l — ) = lim 28] @/t
@ wSte nlogn nS>to log »

e quindi non vale la parte a sinistra di (2.3).

4)  Se la successione {|a,/@,. |} ¢ monotona non decrescente, la (B)
¢ verificata [p. es. con &(n) == 1/n]; quindi il Teorema IT contiene il teorema di
Swuam ([2], teorema 2) come caso particolare.

3. - Il caso in cui esistano infiniti coefficienti nulli.

Prendiamo ora in esame il caso in cui risulti @, = 0 per infiniti valori di .
Diciamo {,} la successione degli indici n per cui a, 0. La (1.1) equi-
vale evidentemente a

o1 log | 1/a
(3,1) —_ linl M .
’ : 4 n—fow Ny 10g N
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mentre la (1.2) non risulta in questo caso significativa e 1’analoga disugua-
glianza )
é Tﬁﬁ logl l/a'nh]

-+ My, 10g Ny

S

non & sempre soddisfatta. Siano infatti « >0, p = ,u'> 0 arbitrariamente scelti,

Ny = 2, Noppy == [%275 “]y Moy = [7";;;2‘; y Fi(z) = 3 " [ngmh,
he=0

Poniamo 7, = (#, i ut) = Hssendo (r/ng)™ Z (r/ng,,)+1 a seconda
che sia r $ 7, per ogni r soddisfacente la limitazione 7, < 7 <<7a(h 2 ko ab-
bastanza grande), il termine di modulo massimo della serie F*#(z) & quello di
indice »(#) == n, . Issendo (?)

2= lim 280
1w logT
per la funzione F*(2) risulta
2= Lim log ny, _ 1

rqe #l0gmyy ol 4+ )

e ciod

=gl +u)>a= im _gﬂ—lia—"l—‘.

>+ N 1O M,

.\)|»-x

Nel casc in cui esistano infiniti coefficienti nulli, & nota per Pordine infe-
riore 1 la seguente limitazione (J. M. WHITTAKER [4], Teorema 2):

_J_g 1 HM IOg LIRS} — lim ]Og Il/aﬂh i . l mn 10g n’h-{-l
20 astw logm, r g M 10g N st lOgWy
Noi stabiliamo qui P’analoga limitazione nel senso opposto, contenuta nel
seguente

Teorema III. Sia a, %0 quando e solo quando nef{m} (b =0,

. = logm P . . .
1, 2,..) e sia Tim —= =1 4+ u<< + oo; allora Vordine inferiore 1 di F(2)
h>+ = ]'Og 7,
soddisfa la limitazione

log | 1/ay, |
Ny, log 1y,

(3.3) - g @ - p) Hm

e ]

(2) J. M. Wurrraxer [4], Teorema 1.
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Osservazioni,

1) Se npyy =n 7", la (3.3) diventa

(3.4) Eg Tim log | 1/a,, | .
2 B>+ My, log M,

2) Il Teorema III &, in un certo senso, il migliore possibile: infati per
la funzione F*(z) considerata sopra (in questo n. 3), vale in (3. 3) il segno == .
Abbiamo osservato nei paragrafi precedenti che, qualora sia a, =% 0 per

n = Mo, risulta [vedasi (1.2), (1.6) e (2.2)]:

(3.5) lim log | a, /a4, | < 1 < 1 < 7 log | @, fay, | ‘
>+ log n — ) - 2 _ﬂ—ginm logn

Qualora esistano infiniti coefficienti @, nulli, sussiste 1’analogo

Teorema IV. Sia a, %0 quando e solo quando ne -{nh} e inolire

11+ = lim 8™h < fiy 108" 14u< +oo.

n> e 108 sy n logny,

Allora risulta

(3 6) -1 . log l anh/anh+1 l < 1 <~1-S 1 +p — log [ anh/anh_,_l !
F ST M —m)logn, = 07 AT 14 gyt e (g — 1) log
Osservazioni.

1) Se mpy =m, +1 per h=h,y, da (3.6) si ottiene (3.5).
2)  Se gy = mylTROTOD qall'ultima delle (3.6) si ottiene
E g ll—r—n log I a'nh/anh_‘_l I .
A Thos ot (e — 1) log
Il Teorema I vale nella forma seguente:
Se F(2) soddisfa la condizione:

(A7) Perun p=0 e un ng>1 & myyy = ndH0 0D o soistono due suc-
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cessioni { k(h) } e { eh)} (b =0, 1, 2, ...) tali che si abbia
Mgy == MO e(h) -0+ per h - + o0,

| @

: {n,. ; = My} (L —e}f(n — 113}
a a.,. |a k() + 3 Ke(hy hA-17" Tk
k(h)/ PR+ 5 l > 1 "h/ "h41 ]

(h=hy; =1, 2, ...);

allora per Vordine inferiore 2 di F(2) vale Vuguaglianza

. 1 _— log | @y, [a,
{3.7) = = lim mgl s |

A he> o (Mpy — M) IOg 7y, '
Tenendo presente (3.3) ¢ (4.1), si ottiene come corollario:
Se F(z) soddisfa la condizione (A') risulia
___ log|1/a

an |
= (1 + ) im —— 2.
( lu)h——>+m 7y, log m,

o) b

Osservazione.

Se u >0, Vipotesi n,y, = nt°? equivale a k(h) = h e comporta

|yl | > | [ a0 g =

"hta

I1 Teorema IT vale nella forma seguente:

Se F(z) soddisfa la condizione:

(B")  Per un U= 0eunng>1, ¢ ny = pHwU+oW} oq osiste una succes-
sione { e(h) } tale che si abbia &(h) -0+ per b — + oo,

4 3 — ) {1—et}(n — ny)
|anfan, 1>t fa, | " ht1m
h=he; Ek=hy bh-+1, h+2,..);
allora Dordine g e Dordine inferiore 2 di F(z) soddisfano le uguaglianze

log| @, /a,
(3.8) lim 8t 1

- log ] avzh/a'nh+1 l
ot (Mpy — ) log my, 0

= lim ——T .
hs oo (Mt — Mp) Jog

ol =
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4, - Dimostrazione dei teoremi I1II e IV.

4.1. — Dimostrazione del Teorema IIT.

, o . . e log| ey, |
Basta limitarsi al caso in cui sia lim —m——ou"
A+ oo T lOg

> I/ > L arbitrari. Per ogni h = hy = (') risulta

= L < - oco. Biano I">

log | a, |> — L'n, logm, .
{3
Poniamo #, = L” log n,; per ogni r, 7, < < 154, 81 ha
log M(r) = log | a, 1" | = (L" — L'ym, log n, .
T

Pertanto

1 = lim log log A () > lim (1 +”o(1)) log > . 1
S 1087 oS V4 (61: S LAY L1 + p)

per ogni L” > L. Segue la tesi.
4.2. —~ Dimostrazione del Teorema IV.

. log | a,, ja, . .
Sia im L — T e L = -~ oo, P'ultima delle (3.6) & ovvia;
oo (g — M) log g,
se I << - oo, per ogni I/ > L e per ogni k= hy(L') risulta

k=h—-1
log|1/an, | = 3 log|an jan, , | +1og|1/a, | <
k=hy
k=h—1 ’
< > L'(pyq — 7)) log ny, +log | 1 [, [ @ + o)) L'(ny — n, ) log m—q
k=h,
da ‘eui
(4.1) iim log | 1/ay, | < I' Tim log 74—y < L :
Bt oo Ty 10G My h>+ o 10Z 7y I 4w
e quindi, per la (3.3),
1 1 ‘
S< TP per ogni I’ > I
AT 144
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Segue l'ultima delle (3.6).

. . ]“Og l a‘“h/a’nh.l.]_ l . N .
Sia lim ————"~— ==1; sel == 0, la prima delle (3.6) ¢ ovvia; se I >0,
25w (Mt — M) Jog

per ogni I, con 0 <! <1, e per ogni coppia di interi &, k, con kb > k= hy(l),
risulta

j=h—1 je=h—1 h
1og[ 1/a'ﬂh i xg’clog ! (01zj/an7-+1 I + 10g[ 1/“% ] %jzkl' (Ry1 — ny) log n;
e quindi
(4.2) log | 1/«,21 | = V- (ng — n) log ny, .

Sia e arbitrario, 0 << e<<1: nell’intervallo (#/**?, n,flog n,) cade almeno
un indice 7;; in caso contrario infatti esistercbbero una successione di indici ,
—> - oo e una successione di indici %; ~ - co tali che

= 7 7 0o s ,nsi(l @
97’hj = Tk, > h’./l ) nhjx 7%]._1 < n
e quindi si avrebbe -

log n; _ [log my <{1 +o0(1) }e/(1 + ),

assurdo, perche lim log my,-/log o, = 1/(1 -+ pu).
R )

Assumiamo allora % == k(h) tale che risulti #f*+*?® < #n, < mflogn,. Da
(4.2) si ottiene

h—>_+‘oo Iy, 1Og Ny, 1 -+ “

per ogni I’ <<l e per ogni ¢<C 1. Segue, in forza di (3.1),

/o= 11 + )

¢ il Teorema IV risulta dimostrato.
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5. - Dimostrazione dei Teoremi I e II

51. — Dimostrazione del Teorema I

Cominciamo dal caso in cui sia a, = 0 per n=n,. Da (1.3) e (1.6) si ha

o< HIH 10 I ((’11/(6717-1 ‘
Thotw log n

e pertanto se 4 = 0 il Teorema ¢ ovvia conseguenza di questa disuguaglianza
mentre, se >0, basta dimostrare che risulta anche

(5.1)

lo o,
> hm gl n/ n+1l .
> logn
Poniamo, per semplicitd di serittura, |a@,ja.., | = wp(n). La successione w(n)

non pud mantenersi limitata [infatti, da (r)<< K per ogni n segue ]an{ >
> (1K) | ag] e quindi | @, |V" >1/K, assurdo]. Pertanto risulta Iim p(n)

=+

n—> 4o
co. Diciamo allora { n, } la successione degli indici pei quali ¢

w() > p(n) per ogni n<m,.

Essendo y(n) < w(n,) per n,< n<nu4,, si ha

(5.2)

im log p(n) im log w(n,) )

n>to 108N hstw 1087y

Sia »(r) Uindice del termine di modulo massimo della serie F(z); essendo (%)

A = lim log »(r)/log 7,

r-—>+

per ogni A/, con 0 << A’ < 4, e per ogni 7= 7,(A) risulta

(5.3) log »(r) > A" log 7.

(®) Vedasi la annotazione (?).
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Sia 7, = p(n,)' """ e veniamo a valutare v(r;). Per ogni > k(n,) risulta,

in forza di (A),

Qre(n,) — - —
- n o~ ’l/)(’n;‘,){" B Hi—stn)} T Ky
n

e quindi anche
| Oy | 7370 > [ an |1,
e pertanto
(1) = k(ny,) .
Da (5.3) si ricava allora
log k() Z log v(ra) = A+ {1 — &(n,) }log p(n,)

& cioé

log w{n) 1 log k(n,)
log m, A{1— em)}: logm,

A

Essendo k(n,) = nit°® e ¢(n,) -0 per h — - oo, si ottiene allora

- log y(n, 1
Tim 08 ¥im. )1
h—+ 1Og Ty, ‘;',

IA

per ogni A, con 0 << A < 4, e quindi

— lo Wy, 1
im gL(I) < -
h—r 4@ lOg ny, A

Da (5.2) segue allora la (5.1) e il Teorema 1 & dimostrato.

Nel caso in cui esistano infiniti coefficienti nulli, la dimostrazione procede
ia modo del tutto analogo, considerando, in luogo di (1.2) e (1.6) e della condi-
zione (A), rispettivamente, la parte a destra di- (3.6) e la condizione (A!)
e inoltre, in luogo della successione (1) = | ¢,/@41q |, la successione y(h) =
= | e, [ |

hot1
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52. — Dimogstrazione del Teorema II.

Se F(z) soddisfa la condizione (B), anche (A) risulta soddisfatta; basta
quindi dimostrare che risulta

1 log p(n
Lo qim ev®)
0 niiw logn

; p(n) ==

Ay

e quindi, in forza delle (1.1) e (2.1), basta dimostrare

- . logil/a . log yw(n
(5.4) lim 081 gy, Tog wln)
n>tw Mlogmn 23T e logmn
Poniamo #, = Max g(n); & 7, =0 per h —. 1+ oo e inoltre, per. ogni coppia
n=h

di interi m, n, con m >n=h=n,, risulta, in forza di (B),

w(m) > y(n) ",
Per ogni > 7 si ha allora
k=n—1 i
log | 1/a, | = 3 log (k) +1log | 1/a,| <
(5'5) Fe==h
={(n—h—1)/1 — ) Yog p(n —1) + log | 1/ay, | .

Assumiamo kb == h(n) = o(n) = -- oo in modo tale che risulti log|1/a,|/
[(n-log n) — 0. Da (5.5) si ottiene allora

log | 1/a, | < log w{n — 1) {1
nlogn T log(n— 1)

per % — —+ co. Segue la (5.4), e.d.d. .

Consideriamo ora il caso in cui esistano infiniti coéficienti nulli. Poiché (B")
implica {A’), basta dimostrare la parte a sinistra di (3.8) e ciog, tenendo conto
di (3.1) e della prima delle (3.6), basta dimostrare che &

(5.6) lim 81V ] 1 logy(d)

e M log w1 4 op S (g — ) log n,,

’ [71/)(7) == ] a”h/a/"h-i‘li] :
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Posto n, == Max &(n,), per ogni coppia di interi §, 2, con h>j= k= hy,
hzk

risulta
Qp(h) > 1}1(?) Oy, 4y — AU —mpfing g —ng)

e, pertanto, per ogni & >k si ha

j=h—1

log|1/a, | = 3 logp(j) +log|1/a, | <
(3 je=r it

<1=h“1 (Ry4q — 25) log p(h —.1)

- =k (7 — ) (1 — 1)

(1, — 1) log w(h — 1)
1 . < L
o8 [ 1/(ln’* ! T (g — ) (L — ) - log ' 1/a""” i )

Assumiamo k == k(h) — -+ oo in modo tale che risulti n, = o(n,)
1 log #y, — 0. Per b — + co si ottiene allora (poiché #; — 0)

al

log | /ey, | log w(h — 1) log nh_l{ 1+ o(1) }

1y log ny, (1, — —y) log 7y log g,

IA

Il Temema 1T & cosi dlmosmato

6. - Una osservazione sulle funzioni omogenee di massimi limiti e minimi
limiti.

Sia x = (¥, @, ..., #,) € R" @(x) definita nel quadrante > = (2, >0;
h =1, 2, ..., n), omogenea di grado 1 [ciod @(tx) == tp(x) (¢ > 0)], monotona
non decrescente al crescere di ciascuna delle variabili.

Allora:

1) ¢(x)=0;
2)  @(x) & continua in 3 ;

3) Detto » un qualunque punto della frontiera »* di lz, esiste lim g(x)

. K>z

(x € ); posto @(z) ==lim ¢(x), la funzione ¢(x), gid definita in >, risulta pro-
xX—Z= .

lungata in Z (chiusura di ¥) ed & ivi non negativa, continua, omogenea di

grado 1, monotona non decrescente al crescere di ciascuna delle variabili.
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1) Se fosse gp(x°) <0, per ogni ¢, con 0 < ¢ < 1, si avrebbe @(ix®) =t @(x% >e?),
contro 'ipotesi della monotonia.. } ’
2) Denotiamo con A(x, y) il rettangolo chiuso di vertici opposti x, y. Fissati x ey,

: 1
si pud scegliere il minimo 7 tale che y sia contenuto in A {i—;mx, (1 4+ 7z)x|: Tipo-
3

tesi sulla monotonia ¢i da

1
P [ x] =S ply) = o((1 + 7)x);

1+

poiché per y — x risulta v — 0 ne segue @(y) — g(x) per y — x.

3.1) Sia = Ez*; almeno una 2z, ¢ nulla. Denotiamo con e(z) il vettore e(z) =
= (0,1, 0, 0, 1, ...) avente nulle tutte le componenti ¢, per le quali z,> 0 e avente uguali
a 1 tutte le componenti e, per le quali 2, = 0. Per ogni ¢> 0 il vettorez 4 ¢ e(z) appar-
tiene a > .

Poiché @(x) > ¢ ed ¢ monotona, esiste non negativo lim ¢(2z -4 ¢ e(x)). Poniamo
- =)

@(z)=lim @z + ce(z)).

&->0

3.2) p(x) ¢ monotona non decrescente in i Sia infattiz e z‘ e Az tale che Ay = 0
(y =1, ..., »). Per ogni ¢ con 0 <e=< Min 4z,, risulta, per la monotonia di¢(x)in z,
4z, >0 .

oz + s e(z) oz + dz + ce(z + 4z)) .

Facendo tendere & a 0 si ricava

(@) < plz + dz).

3.3) @p(x) & omogenea di grado 1 in S, Sia infatti zez*; essendo p(k) omogenea

in Y, per ogni &> 0, ¢ >0 risulta

pliz -tleet z) =topz + cellz) =1 plz + ¢ e(@).

Facendo tendere ¢ a 0 si ottiene
plt z) =1 plz).
3.4) p(x) & continua in S

Siaz eZ" Sia y ei e, qualora siaz = 0, y soddisfi la condizione | y —z | < Min g,.
. zp>0
N . 1
E possibile determinare >0, ¢> 0, in modo che y & 4 (i-_{_— z, (1 +7)z 4+ ce(®)):
T

per la monotonia di ¢(x) in z ¢ allora

@ (1 itz)éfp(y)éfp((l + 1)z + ¢ e(m)) .
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Quando ¥ — z, si pud assumere ¢ — 0 e 7 — 0. Pertanto per ogni 7 > 0 risulta

==

- z) < lim oly) < lim o(y) £ @((1 + 2)5) = (I + 7) p(z) -
7 ¥z

1
1+ 1_(}7(5) - (p<l i y—»=

Segue
Ply) = o(z) pery -z, y€ S .

Siano fo(r), fulr), ..., f(7), glr) funzioni non negative definite per »r= 7, >0
e poniamo :

Hm fa(r)/g(r) =, lim f(r)/g(r) = Ln, (h =0, 1,..., k).

>+ r—>4 @

Introduciamo la notazione vettoriale:

lE (ZLU l") vy Zk); ln = (lly [27 L} Zh—u -Lh} Zh-i-ly LS lk)y

L = (Ll, Lz’ aery Lk)y Lﬁ' = (L17 ]:12, ceey Lh-—-l} lh) Lh+1’ veey Lk),

F) = (1), o)y ooy ful0)) M(r) = (My(r), My(r), ..., B(r)).

Come applicazione immediata delle nozioni di massimo limite ¢ minimo Ii-
mite e delle osservazioni precedenti sulle proprietd della funzione g(x) si ricava
il seguente

Lemma. Sie px) wno funzione definita in 2, >0 (h =1, 2, ..., k),
omogenea di grado 1, monotona non decrescente al crescere di ciascuna delle varia-

bili wy .

Da )
) M ={1 + o) } p(f(r)) per r - + oo
seque
L, = (L), Iy € Min (L) .
1SSk
Da 4
foMZ{1 + o) § p(f@) per r - + oo
segque

h=el), IL,=Maxgedl,).

IShsk
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Queste effermazioni valgono anche wnel caso in cui sia @, = 0, convenendo di
assumere, quando una almeno delle componenti @, sia nulla, il valore di p(x) ot-

tenuto con prolungamento continuo sulla frontiera del campo 3 = (2, >0;
h=1, 2, ..., k).

7. = Limitazioni per P’ordine, ’ordine inferiore, il tipo, il tipo inferiore.

Sia Fyz) = 3 apn?® (b ==0,1, ..., k) una funzione intera avente ordine
ne=0
o, e ordine inferiore 2,; poniamo M,(r) = Max | F,(2) | .
. [z] =r
Sia p << 4 oo: denotiamo con 7, il tipo e con », il tipo inferiore rspetio al-
Vordine p della funzione F,(z), cioé:

— '
m og M, (r) , iy i log A, (r)

>+ e r—> 4o e

T = . =01, . K.

Dal Lemma del n. 6 e dai Teoremi I e IT si ricavano come corollari i seguenti
teoremi, che assegnano limitazioni per g,, Ay, 7o, ¥ quando elementi collegati
con F,(z) sono posti in reiazione con una funzione ¢(x) monotona omogenea
di grado 1 del vettore composto con le formazioni analoghe delle Fy(z).

Allo scopo di abbreviare poniamo )

@ = (015 Q25 -y O1)s A=A, Aoy ooy M),

1 1 1 1 1 1
Pk 4=Gn - 3)
T = (Tyy Toy ooy Ta) s V= (Vy, Yoy eeny Vi),
log | 1/a,| = (log ] 1/, I, ..., log]| 1/ay D,
log | @yf@nyy | = (log| @y /0 nia |y ..., log | W @ mtr ]) -
Allora i teoremi in questione assumono gli enunciati semplici seguenti.
Teorema V. Sia <<+ oo (b =1, .., k); allora da

log® My(1) ~ p(log® M(r)) ' per ¥ — + oo
seque

<P(ﬂ~) Sh=E Qo = (P(Q) .
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Teorema VI. Sia go>0 (h =1, ..., k); allera da

log | 1/ag, | Z{1 + o(1)} gllog| Lfa,|) per n— + oo

segue
1
— =@ (P).
Qo
Teorema VII. Le funzioni IM(z) abbiano ordine o, positivo e soddisfino

la condizione (B) (vedasi n. 2) per b =1, ..., k; allora da

log | g w/to niy | Z{1 + 0o(1) } plog | a,/a,]) per w— + oo

seque

Teorema VIIX. Le funzioni F(z) abbiano ordine inferiore A, positivo
¢ soddisfino la condizione (A) (vedasi n. 1) per b =1, ..., k; allora da una qua-
lunque delle due condizioni

log | 1/apa | <{1 + o(1) } pllog| 1/ea,|) per n = + oo,

1Ogl a’O,n/ao,n+1 I é{ 1 _}_ 0(1)} <P(10g ! a’n/a'n-i-l l) 2997' n — ‘%‘ (o)

segue

Teorema IX. Sia o< + o0, 1,<< + oo per h =1, ..., k; allora da

log My(r) ~@(log M(#)) ' per r - + oo
seque
PV)= 1= T = ¢(v)
Osservazione. Assumiamo @(x) ==, + o, + ... -+ @, oppure @(x) =

= (X, ... 2,)"*: dai teoremi enunciati sopra si ottengono, fra 1’altro, come casi
1 2 p g 3 H
particolari, i teoremi di 8. N. SrivasTAva ([8], section I and II).
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Summary.

We study the relations between the so-called «lower order» of an integral funciion

o
Iz = za.,, 2% and the sequence {a,,} of the coefficienis. We give a suficient condition for
n=0
the lower order to have the smallest value according with a classic inequality ; a similar con-
dition is given for the order of F(2).
We also consider the case when a, == 0 for infinite values of n.
Finally, we show that, under the hypothesis of certain relations befween the mazimum
of the modulus (or the coefficients) of two or more entive funclions, then analogous relations
connect the orders and the types of the same functions.



