Riv. Mat. Univ. Parma (2) 4(1963), 167-189

Axrtonto Carro G ARIBALDI (%)

Vibrazioni forzate di particolari sistemi

non lineari, in due gradi di liberta. (**)

§ 1. - Introduzione.

1. — In questo lavoro si considera I’equazione:
. . . d2 d
E) v4+z+¢ [a z+bax +cax t a’a?a(ma/B) + b'd—t (@?/3) —f—c’(a:3/3)J = & e(?),

che corrisponde ad alcuni fenomeni di vibrazioni in due gradi di libertd che
preciseremo nel n. 2.

Per poter disporre di uno strumento di ricerca, si estende anzitutto ai si-
stemi non-lineari del terzo ordine il metodo di approssimazione di CART-
WRIGHT [4] (***). Questo metodo & rigorosamente giustificato per piceoli valori
del parametro & che compare nell’equazione, cioé per debole non-linearita.
Esso viene applicato alla (BE) per studiare le soluzioni armoniche (cioé le
soluzioni di periodo approssimativamente eguale a quello della forza esterna
e(¢) supposta sinusoidale pura, come d’abitudine) e le oscillazioni libere, cio¢ le
soluzioni periodiche di (E), in cui si ponga e(t) = 0.

Tale ricerca, svolta nei § 2, 3 conduce naturalmente allo studio di sistemi
non-lineari autonomi del terzo ordine, ciod composti di tre equazioni differen-
ziali del 1° ordine, aventi particolare interesse per la varietd di comportamento

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Genova, Italia.
(**) Ricevuto il 13-11-1963.
(***) I numeri tra parentesi [] si riferiscono alla Bibliografia finale.

15. — Rivista di matematica.
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che presentano. I calcoli sono condotti direttamente sulle equazioni che sche-
matizzano gli esempi concreti che svilupperemo nel numeri successivi e del
resto sono rappresentativi della varietd di situazioni che presenta l’equazione
generale (I). ‘

Pitt complessa ¢ la questione delle eventuali soluzioni sottoarmoniche, per
esempio di periodo eguale a 1/3 di quello della forza esterna, per cui il solo
metodo di CARTWRIGHT non & sufficiente in quanto non permette di conecludere
sulla stabilita.

Lo studio della stabilith di queste soluzioni mediante il metodo diretto del
tipo [8] sard argomento di un prossimo lavoro.

Si di pure qualche notizia sulle soluzioni quasi-periodiche che si presentano
sotto forma di eicli limite del sistema autonomo assoeiato, cosi come sulle solu-
zioni transienti nell’intorno delle soluzioni periodiche. '

9. — Per passare ad esempi concreti consideriamo in primo luogo il eir-

cuito elettrico della Fig. I costituito da:

IS
[ L Cy
v
= C2
L

Fie. 1.

i)  un pentodo 7T, per cui la corrente anodica i, risulta funzione univoca
e continua della tensione di griglia e, : 4, = p(e,);

ii)  un apparecchio, indicato in figuta con — I, sulla cui realizzazione
concreta non ci fermeremo, che cambia il segno della tensione attraverso 7,
dopo che si & applicata alla griglia come e,;

iii) alcuni elementi reattivi, e precisamente una induttanza L, due ca-
pacitd ¢y, C,, due resistenze R, 7;

iv) infine una forza elettromotrice alternata e(f) inserita nel circuito
di griglia. .

Indicando ora con e la differenza di potenziale tra 1’anodo e il eatodo del
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tubo 7' e con %4, i,, i,, le correnti nei vari rami del circuito, si ottengono faeil-
mente le relazioni :

e, =11 --¢& e(t)

Ga =iy i, 44

de  dg 4 di
& ¢ G dt
ds
e ==—L —*—Ri, .
dit z

..Se_si assume come incdgnita wmnica.e, = & e 8 fanno le posizioni: .

[ flw) =7 C, + R(C, + C)) — R Oy 7 ¢(e,)

ky = LC,Cy v, ky = RC,Cyr— (L|R)Cy 7, &y =L[E

e(t) = I cos (wt + p)

{6 =B{[1—7rRC,C;w*— L »xC, + C)]cosp + [LCC.r w® + 7 Oy o0 +

+ R (0 + Cy)] sin(p}

ey = B{[L0Cs 70 + 7 Cyo + R w(C; + Cy)] cosp—

—[1—rRC,0, w*— L w*C; + C,;)]sing } s

si conclude con lequazione differenziale del terzo ordine
By - [ky + By f(@)] 2 + ks (@) @ + f(&) & + & = e, cos wt + e, 8in o,

che nel caso delle oscillazioni libere & stata studiata da L. L. RAUCH [1], e che
porremo sotto la forma

e ky e T Iy d . 1 -
i S s Sl N7 R - r] =
28+ U@ bl 4 @) 6] = e,
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(4]

Prendiamo ora in esame il circuito della Fig. IT, in cui 7 & un triodo di cui U
¢ il fattore di amplificazione; supporremo che la funzione caratteristica

i '::-QD(’UP ”%‘//5/00)

Fig. II.

sia una funzione crescente e quindi invertibile, per cui

v =m0, -, = g(i).

Assumiamo come incognita la quantita = =1-—1,, essendo 7 la corrente
di placca ed i, la soluzione (necessariamente unica) dell’equazione

RBi+gl)=FE.
Ponendo ora:

[ (@) =R & + g(@ + i) — glio)

e ~ 1 1 1 uM—1L
b=l—ms e=g, b=, fe=gmy a=t
b (>0, >0, >0, k>0, « = 0)

M .
& = [—Zﬁc + aﬁ».l—] B cos g +%~?Esmtp

{ i M

: “o
— — % — —
e T @ O} Esing + o E cosop,
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si perviene all’equazione definitiva
o+ [aF'(x) +b]2 +a F'@) 5 +-a [b F'(z)—a] & + B Flw) =

== €1 COS wi - ¢, sin wt.

Nel caso di vibrazioni libere essa & stata studiata da G. CoLOMBO [2]. Natu-
ralmente, per sviluppare lo studio con metodi di approssimazione, validi per
piccola non-linearita, supporremo di lavorare col tubo 7 in una zona limitata
nell’intorno del punto di flesso della curva sperimentale 4, = p{v), assunto come
origine, per cui potremo porre (cfr. Fig. III).

le =av—b® v=a%,+bd, (a'y ¥y a, b >0),

Ve ylia)

i pev)

Fia. II1.

essendo v = v, + u v, nel caso del 20 cireuito, e riducendosi ad e, per il 1o,
Si ottengono cosi per le funzioni fl@) e g(x) le espressioni:

f(tb‘):’d*}-ﬂﬂ?z, g(x):7w+6w37 (o 0; B, v,0 >0),

Y

per una zona limitata: |z| < X.
Per far rientrare questi circuiti nella (E) basta osservare che nel 10 caso si ha:

v w [k hya) . @ I p A 8 d
4 e |22 L 3) b (g8 —
v I, « [7‘71 "Iy } v ky ' 81Ty A (@) 3k, dt (@%) =e(t)
che diventa, con una ovvia normalizzazione,
e . . ’ dz B d - [ I
c+x+ejlar +exwta aﬁ(x'v’)—{—b a(.’vi’) =z¢eelt) (a, b, ¢ >0; a = 0),

1 k k. I . . P s
avendo supposto — , ety , s—ﬂ , b piccoli del 1° ordine in ¢, e cosi pure e(¢).
ky Iy 3k, ' 3k,
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Similmente dal 20 cireuito si arriva all’equazione

2

2 . d
ddt F(x) + O'F(II})] -+ 2 [b 2 -+ b Y (m3)] =g e(t)

'ab'—l—.’b—i—s[abé—i—cw—%»a’
(@, ¢, o'y ¢’ >0),

avendo supposto b, a F(z), f F(»), e(t) piccoli del 1° ordine in &, e quindi risul-

d
tando a b & F(x) piceolo del 20 ordine.

3. — Indichiamo ora qualche problema meccanico che conduce ad una equa-

zione del tipo (1).

Si consideri ad esempio un giroscopio S (Fig. IV) riferito ad angoli di EULERO
@, ¥, , avente momento d’inerzia equatoriale J, e momento giroscopico J5,
per cui-l’energia -cinetica &

oo

© =

Jo (@? sin?d + 9% + ; J, (9 + @ cos 9)2.

- Fig. IV.

Se indichiamo con M, M,, I, le componenti lagrangiane dé]la, sollecitazione
esterna, le equazioni di LAGRANGE sono

[ Ty psin®d + J, peosd + I, g eos?d + 2(J, — Jy) ¢ D sind cos & —

- J?‘ 9 '(/)Sin'ﬁ — _M'(p

(CHONE B . L
J O — (Jy— ) p2sind cosd + J,p psind = M,

| Jop -+ T peosd— Ty pdsing =M,
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Un giroscopio di questo tipo, montato per esempio su un aereo, serve per
misure di orientazione e genericamente costituisce un « controllo » [8]. Sup-
poniamo ¢ = @ = costante e ¢ vicino a 7/2 per modo che posto & = (=/2) -+ &
si possa considerare ), piccolo dl 10 ordine, e supponiamo ancora ¢ piccola del
10 ordine. Dalle (3.1) si passa cosi alle equazioni approssimate

Jog—Jywdy = M,
(3.2)
Jy 0 +dy o =DM,,

mentre la terza & identicamente verificata, nello stesso ordine di approssima-
zione se si suppone M, = 0.

. Sia ora .
M, =—2p +e@), M,={d) =]).

2

Posto & =4, si ha il sistema

J1€;5—~J2w§:——l(p + e(?)
(3.3) . '
Ji &+ Jdy 0 g = (&),

e se si suppone che la coppia resistente f(J,) sia realizzata mediante atitrito,
come avviene per es. nel pendolo di FROUDE, potremo avere per f(&)la legge
non-lineare

fE) =ab—pe  (a f>0),

da cui, sostituendo in (3.3) con ovvia normalizzazione, 1’equazione del 3° ordine

dz
di?

(3.4) EE+ak+a%E 1+ b (8) b E=o(t)

(@< 0, a* >0, b >0, b*<0).

La (3.4) differisce alquanto dalle equazioni dei circuiti elettrici considerati
in precedenza e costituisce una generalizzazione dell’oscillatore di VAN DER Por.

Un’altra possibile applicazione concreta che conduce a (3.4) & data in [5]
limitatamente al caso lineare e consiste in pratica nell’'uso del giroscopio come
stabilizzatore contro il rollio di una nave nell’ordine di idee della soluzione di
ScuNEIDER-FIEUX. Si parte dalle equazioni approssimate (3.2), che danno il
cosiddetto accoppiamento giroscopico e si suppone di avere una coppia resi-
stente non-lineare M,, mentre M, » © 1a coppia che compare nell’equazione del
rollio della nave (rappresentato da @), per cui contiene un termine di richiamo
e un termine forzato dato dal moto ondoso del mare.
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§ 2. - Risonanza armonica.

4. - Estensione del metodo di Cartwright.

Nell’equazione

- . . a2 b d e
(4.1) m+m+£[am+bm +ecx + [g-dtz—}«g)‘a%—%}wa]‘:eEcosa)t,

supporremo ¢ ed w—1 quantitd piccole del 1° ordine, indipendenti tra loro
e porremo per comoditi: ¢ = (w—1)/e (—oo<< o< + o0), considerando o
come parametro.

Cerchiamo soluzioni della forma :

Tlm(E) =2y by sin R by cos b el (8) - e2E(E)
(4.2) Z(t) = b, cos t— b, sin t + eX(f) + 2&(2)

Z(t) = — by sin t — b, cos t - eX (1) + &2&(1),

e, poiché vogliamo che la determinazione delle condizioni iniziali dipenda sol-
tanto dalla prima approssimazione, imponiamo sulle X(f), £(t) le condizioni ini-
ziali

X(0) = X(0) = X(0) =0,  £0) = £0) = £0) =0,
e naturalmente le X(¢), &(¢) saranno soluzioni di certe equazioni differenziali

dedotte dalla (4.1) sostituendo in essa la soluzione nella forma cercata. Orbene
proprio considerando queste equazioni e seguendo la linea del ragionamento

di [4] si riesce a dimostrare che le tre funzioni £(2), &), £(t) sono limitate nel-
Pintervallo (0, 37) per & abbastanza piccolo.
Cid permette di serivere gli sviluppi (4.2) nella formas:
2(f) = by + bysint + b, cost + ¢ X(£) + O(e?)
@(8) = by cos t— by sint + & X(t) + O(e?)
#(f) =— by 8int— b, cos t + & X(¢) + O(&?),

essendo le O(e?) quantitd infinitesime con &2, per ¢ abbastanza piccolo.
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Volendo cercare soluzioni periodiche con periodo 2s/w conviene anzitutto
fare le seguenti posizioni:

@(0) = by + by, #(0) = by, 2(0) = — by,

2njw) = b, + b, *2njw) =b,, #2mjw) =—>b,.

Dalle (4 2) si oftiene il seguente sistema alle differenze nelle mcogmte
by b1y b

[ by —b 1
076 Do = - [X(2.7‘(;/(0) =+ X(275/w)] + O(e) = fo(bo; by, )
by=b, USRS D N
=2by 0 + - X(?‘Tc/w) -+ 0(8) == fi(by, by, b.)
JtE 7T
b, — b, 1.
— = 2b, 0 — ;X(27z/w) + 0(&) = falbo, by, by).

[)’*bo o 2 3 2 3
Oﬂs :~2b0 [0 —{—E[bg-}—é‘bl‘ré‘bz}]
b — b ’ ! 1 2 1o,
1n£1:2b20+b1[6__a—}—(c—a)[b§+zb1+zbg}J_
pe 1 2 Lo
@3) | = b | b |0 8 0
b;——l)g_ JENTTPSVEEI PSR 1]}
— .._——2b10+b2[0 af (e —a) by + 70 + 0 [+
g L Lie | 1o,
F b b VO A+ b+ 0| | — B

Per studiare la gtabilitd di una soluzione periodica b,, &,, b, delle (4. 3) con-
verra porre

by = 50 + /30’ b<,> 5 ﬁo? by 251 =+ /317

16. — Rivista di matematica.
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Si puod ora considerare alla maniera solita il sistema alle variazioni

[ By—Bo _[0fo] [9fy) [ 9y
ne *_ab(,‘ﬁ0 ab, Pt ab, 2
- "9/, [, [ of
4-4 ﬁl /31 — __l _1 + 1 A
4 ae b, Bo b, P - abg] P
.Bé - 52. [ af‘.* ( af,; ( af°
e T2 __ e = .,
& b, Bo ab, | ’31& L 9D, B

dove naturalmente le derivate in (..) si intendono calcolate in corrispondenza
alla, soluzione b,, b, b, considerata.

Ci fard comodo anche la seguente trasformazione del sistema (4.3). Porremo:
x ==z -+rsint, Fcos(wt-+ @) al posto di & coswt, by =rcos (¢p/w),
s (é?/@, sttenondo costs o TR B’ Set

2 —z ¢’ 3
—_ 92 R P -
e zl:c ! ‘3{ - 7}]
7 —r 1 .
(4.5) 4 s [c~—a+(c’~—-a’) [zz+27'2”+Esm(p
. JLe
‘P’“‘fp e -_Ej e h Rl 2 1 2
| _20+Teos¢ b b[~ +4ﬂr ,

ed il corrispondente sistema alle variazioni sara

r M — l_ A
[ ¢ 52_2(:[0—{«0’[;22—{«-7‘2]]—‘30’7'2@
e L 2
. - - — 3
(4.6) J ng———.?(c’—a’)rzé—l—[c—a%—(c’—a’)[zz—{—ZT?Hg + EBcosp-p
ik NP YE VS B g
T = 20"z ¢ [21 —{-;ZCOSq?]g = sing-y.

Lo studio delle soluzioni periodiche si imposta in generale passando dai si-
stemi alle differenze ai sistemi differenziali autonomi che si ottengono sosti-
tuendo a (by— bo)(7e), (b, — by)(7e), (b, — by)(7we) rispettivamente dby/dz, d&,/dz,
db,/dr e cercando i punti singolari, che si studiano nella maniera consueta;
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per la stabilitd si ricorre naturalmente ai sistemi alle vaviazioni corrispondenti.

Si vede subito che si potra avere un massimo di nove punti singolari, di cui
tre con b, =2 = 0; una discussione generale non & difficile ma risulta poco
utile a causa della complicazione dei risultati.

Converra quindi scegliere i parametri in corrispondenza alle equazioni degli
esempi concreti del § 1 ¢ sviluppare per essi uno studio approfondito, in cui te-
nendo conto del comportamento in generale delle caratteristiche del sistema au-
tonomo associato ad ogni equazione si cercherd anche di dare informazioni sulle
fasi tramsienti e sulle soluzioni non periodiche del sistema.

5. - Studio dei casi concreti.
Consideriamo l’equazione
(3.1) 7 +o+e{a(@—1)2+ 2023 +b(@*—1)5 + cx}= ¢ B cos (wt + ¢),

per cui il sistema autonomo associato &

dz

d—Tz-—Zcz

dr (2 )
(5.2) 1Em =T c+a——ah—+z2 + Esing

d 2 E

£=2a+b[l-%——z2] + ~cosq,

che ha come punti singolari quelli per cui
2=0, r2{(c+a—(afd)r?)® + @o—b— (b/ay*) } =B

Conviene porre: ¥ = #%, 2¢ -+ b == @ e rappresentare in Fig. V e Fig VI il siste-
ma di cubiche, di parametro E, di equazione

y{(c + a—(a/4)y?) + (x— (b/4)y)? } = B~
Il luogo dei punti a tangente orizzontale & dato dalle rette

y =0, z— (b/4)y =0,
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e quello dei punti a tangente verticale dalla conica

b 3b o . a ] 3a —0
{wmézy} ma?y}—rto Fa—21y [cTa——?y}_- s

che risulta essere ellisse o iperbole a seconda che sia b* <C 3a2,  b® >3a%
La curva corrispondente al valore E per cui B?* = (16/27)(¢ + «)*, ha un punto
doppio (nodo a tangenti distinte) in

- be +a - 4 ¢t a
T = Y == -
3 a 3 a '’
/
‘=2(c¢a)
Q
A

WY

0
Fie. V.

ed inoltre per ' =0 si ha oltre ad y ==0 il punto isolato

7 =Dblc +a)fa, y=4C+a)a, y=3y, &=3w.

il

Le condizioni di stabilitd sono:

y > (c+a)la
5.3)
{o— /0y H{o—@bdy } +{c +a—(a/d)y He +a—(3a/t)y }<0,

e la retta y = 2(¢ + a)/a interseca sempre la conica.
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Per quanto riguarda i punti singolari si ha il seguente risultato: per
b < 342, qualunque sia B, avremo sempre un intervallo di valori di ¢ per cui
ci sono tre punti singolari che sono: un colle, un nodo stabile e un nodo
o fuoco, che, per qualche valore di o, puod essere ancora stabile se F ¢ grande,

by

o

By aa? ,

_—
0 e

Fig. VI.

mentre negli altri casi & sempre instabile. Al di fuori di questa zona si ha un
solo punto singolare che & un nodo o fuoco, stabile o instabile a seconda che sia
sopra o sotto la retta y = r(c + a)/a, cioé per ¢ piccolo o ¢ grande rispettiva-
mente; :
per 0 << b*<C 3a? per E grande, si ha un solo punto singolare, nodo o
fuoco, stabile per piccoli valori di o, e instabile per grandi; per F inferiore ad
un certo limite, si ha un intervallo di valori di ¢ eon tre punti singolari e fuori
di esso un sol punto singolare, classificati come nel caso precedente.
Consideriamo ’equazione '

(5.4) 7 + 2+ e{a(@® + 1)z + 20 22 4 ((2%/3) + @) } = ¢B cos (wi + @),

per cui il sistema autonomo associato dal proecedimento del precedente e:

-

dz - 3

_— =9 2 1 g2

ar 62[1 +z —]—27]

dr 1
R N — . 2 o2 3
(5.5) ‘m (B oc)?[l +z —}—47} Esing

do B

@ T 20T s
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L’esame di questo caso & molto semplice. Infatti i punti singolari verificano le
condizioni

2 =0, r40° + (f— a)?(1 + (r2/4))2] = B~
Posto # = 20, y ==+% si ottiene al variare di ¥ un sistema di cubiche
ylo* + (F—a)*1 + (y/4)*] = B2,

rappresentato in Fig. VII, ed i punti singolari sono le intersezioni con le
rette # = costante.

Fia. VII.

2
x

Si ha cosi sempre un sol punto singolare, per cui gli esponenti earatteristici
sono: ’

.

ty =—2B(1 + (3/2)r?) < 0,
e fla: 20— BY1 + (1¥2))u + d0® + (B—a)¥(1 + (72/4))(1 -+ (372/4)) =0.

La condizione (unica) di stabilith ¢ «— f >0, e in tal easo il punto é un nodo
o un fuoco, mentre in caso contrario ¢ un colle.
Prendiamo ora in esame 1’equazione

(5.6) @+ o+ ef{al@—1)F + 2aad* + fl@— (23)) } = B cos (wt + g),
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per cui il sistema associato é:

defdr =—28{1 — (%/3) — (¥/2) }

dr/dr = (a + Byr(l — (r2/4) —2?) + Esing

de/dt =20 + (H/r)cose.

I’equazione degli esponenti caratteristici s’ottiene annullando il determinante

— 28(1 — 22(r2/2)) — 2B 1z 0
— 2(a + Pz (0 + AL —22— (3/4)r2— u — 2071
0 20/r (¢ + B)(1 —22— (1/4)%) —u

Ci sono ancora punti singolari con z = 0 il cui studio ¢ simile a quello dei casi
precedenti. Si ha ’equazione in 7:

[l + )L — (r2j))* + 4o} = B2,
che da al massimo tre punti singolari, e le condizioni di stabilitd sono:
- pE—r) <0, (x+B)2—1r) <0,
(o4 B)2 (L — (3/4)2)(1 — (1/4)r2) + 40* >0,

da cui si conclude che le soluzioni di questo tipo sono sempre instabili. Esistono
poi delle soluzioni periodiche con z £ 0 per cui 22 = 3(1 — (r2/2)), che corri-
spondono a soluzioni, con 0 <72<2, della cquazione in 72: '

y{@+p 2+ BAY)P +a}=F, o=20,y=r

che si studia al solito modo e d3 un massimo di tre soluzioni.

Ad ogni r corrispondono due, valori di z simmetrici e quindi i punti singolari
con z = 0 possono essere al massimo sei. ;

Per studiare la stabilitdh occorre usare le condizioni di RourH-HURWITZ, es-
sendo ora l’equazione caratteristica di 3° grado irriducibile.
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[16]
A caleoli fatti si ottengono le condizioni di stabilit :
B au“z + a’zﬂ“‘ &y = 0,
a1<07 6[3<0, ’—alaa + aa > ’

a‘l = Za(y— 2)<< 0

A Y

/\

0
4=(0. %) , B=(o4)

8

Fia. VIII.
per ¥ <2, che & la condizione per esistenza;
s =2p(2 — y)[a* + (o + B~ 2 + (B/4)y)(— 2 + (15/4)y)] < 0,
— G + T =20 + N2 — ) {2° + (« + BA—2 + (5/4)y)[— 2( + B) +
T Byl +56)] + 4B —y)(5/2)y —2) } >0.

Le soluzioni stabili sono dunque rispettivamente interne ed esterne alle due
coniche rappresentate dalle equazioni

@ + (& + B)(T5/16)y* — 10 y + 4) =0,

x® + (5y*/16)(30® — 1daff + 15f%) — 2y(20 — Taff + 56 + 4(a—p)? =0.
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La prima equazione & semplicemente quella dell’ellisse Inogo dei punti in cui
le soluzioni di (5.8) hanno tangente verticale, mentre la seconda va discussa al
variare dei parametri « e 8. Precisamente si avra una ellisse per 0 << o< (5/3)8,

_———-—-’/

7]

4 s(o,,%)/ Bz2(0,Z

Fre. IX.

«>3f, ed una iperbole per (5/3)8 < << 35. Si vede facilmente che non ci
sono mai intersezioni con le rette y = 0 e y = 8/5. Inolire il centro della conica,
simmetrica rispetto all’asse @, &: '

16 (20 — 5B)(@ — f)
T 5 Ba—5B)a—3p)

che sta nel semipiano y >0 solo per 0 < a < By (B/3)B < a<< (5/2)B, a>34.
Poiché inoltre si hanno intersezioni con Ia retta ¥ = 8/15 per « > 5/(6p) il solo
caso in cui l'ultima condizione limita l1a zona di stability & quello in cui si ha
0 < a<<5/(68) corrispondente alla Figura IX.

§ 3. - Oscillazioni libere.

6. - Il metodo usato consente, come caso particolare, non privo di interesse, lo
studio delle vibrazioni del sistema autonomo ottenuto annullando la e(t) nella
equazione (E). Basterd porre F = 0 nel sistema autonomo associato per otte-
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nere le eventuali soluzioni periodiche libere (tra cui ovviamente la soluzione
identicamente nulla, che corrisponde allo stato di quiete del sistema). Queste
soluzioni hanno un periodo 2z/w che differisce da 2z per termini dell’ordine
di ¢ in quanto w —1 = ge 4+ O(g?). Se risultano perd nulli i coefficienti b e b’
nella (4.1), come avviene per le equazioni (5.4) e (5.6), risulta o = 0 e percid
il periodo e 27 + O(g?). Volendo precisare i risultati che si ottengono ora per
le equazioni del n. 5, diremo anzitutto che per l’equazione

z+aetefa(@—1)z +2mat+b@—1)a +cx] =0,

dedotta da (5.1) ponendo ¥ =0, si ha la soluzione z# =0 instabile (il punto
singolare corrispondente ¢ un fuoco secondo la nomenclatura di POINCARE),
ed inoltre la soluzione periodieca corrispondente al ciclo limite 2z =0, ? =
= 4(¢ + a)/a, ovvero z = r sin ¢, che risulta stabile. Poiche il sistema autonomo
associato &

a5 .
— =2z
dz
dr , ar?

1 a=rlete—7
de r2
— =2 bl|1— —
dt + [ 4]’

si vede subito che z - 0 per t — 4 oo ¢ ¢i si pud cosi ridurre allo studio di un .
sistema in due sole variabili che consente di concludere facilmente che ogni
soluzione tende al ciclo limite.

I1 caso (5.4) & molto semplice perché l'unica soluzmne libera & la quiete,
stabile se & > f§ ed instabile altrimenti, e poiché anche adessoz — O pert — 4 oo,
si conclude dal sistema ridotto che non ci sono cicli e le traiettorie tendono
tutte all’origine (per t—> - cose a>fepert—>—ocosealf)”

Molto pit interessante ¢ il caso (5.6) in cui il sistema autonomo associato é:

( dﬂ N2 7‘2\
—__9 1__ T

dz Be [ 2j
d» ( 72
- = 11— g2
T Y, [1 7% }
de
T =%
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e si hanno subito i tre punti singolari: (0, 0, 0), 4(0, 0, 4/3), A'(0, 0, —4/3),
ed i tre cicl limite: 2 =0, » = 2 instabile, = - \/3/5, 7 = 4/8]5 stabili. Per
il comportamento delle traiettorie vedasi la Figura X.

. o
A=(0,/5) , 3:(vV2,/Z), c=(z0)

Fie. X.

7. - Soluzioni non periodiche.

Ci limiteremo, come al solito, ai casi particolari del n. 5. Nel 10 easo [equa-
zione (5.1)] & subito visto che 2 — 0 per ¢ + oo, come abbiamo gid osservato;

Iy

quindi il problema & ridotto allo studio del sistema autonomo piano:

dr -2 ' .

= r{o -+ a,—-a,z]-q—Esm(p
(7.1)

de 72 B

9 _ =

a o—!—b[l 4]—;— . cos @ ,

che si riporta alla forma:

d.
E’T =7 —1%) + Esing

(7.2)
de

— = 20— ¢ 1? -’—gcosw’
dz "y ’
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che generalizza quella data per u = 0 da ANDRONOV e WIIT [6]. Nel caso b =0
possiamo senz’altro valerci dei risultati trovati da quegli autori che affermano
che il sistema non ha cicli limite per o < g, che pud determinarsi col metodo
delle curve di contatto di Porxcarg. Tale risultato vale anche per g 3= 0, salvo
una complicazione nei calcoli.

Analogamente si dimostra che per ¢ grande rispetto ad E, esiste un ciclo li-
mite stabile, in quanto tutte le traiettorie entrano in una regione chiusa del
tipo < R che ¢ priva di punti singolari, se si esclude il nodo o fuoco instabile
(che & ora I’unico punto singolare) con un opportuno intorno.

Nel 20 caso si passa ancora ad un sistema autonomo piano (poiché 2 —0
per ¢ — -+ oo) che risulta essere:

dr 2 .

d—:: = (/’)’—oc)’r[l -+ ’—;—] — F sing
(7.3)

de B

LT ¥, iy

- o——cosq.

Questo sistema non ha cicli, come subito si vede passando a coordinate carte-
siane e applicando il criterio negativo di Bexpixson [7]. Tutte le traiettorie
tendono al punto singolare, se ¢ > per t — + oo e se a << f§ per { >—co.

Pitt interessante, ma pin difficile, & 1’ esame del terzo caso, corrispondente
all’equazione (5.6), in cui si ha il sistema autonomo in tre variabili (non ridu-
cibile)

[ dz 2 12
9 A,
dz ﬁz[] 3 2}
7 dr + 'rl = 2| - I si
(7.4) a-—(“ i ﬁ)’t — T n @
it
—;(:z;o+fcos<p

Dimostriamo che in tal caso, per o abbastanza grande ed E/(x -- 8) abbastanza
piccolo, esistono due soluzioni periodiche. Consideriamo infatti il sistema ausi-
liario, in 7 e 2,

dz 22 2

(7.5)
dr r?
E=(“+ﬁ)7[1mz~z]+5-
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B facile vedere che per &/(e + ) abbastanza piccolo esso ammette una solu-
zione stabile vicino ad » = 4/8/5, 2 = 4/3/5 e percid si puod costruire nel piano
7, z un intorno, per es. un cerchio di raggio §, del punto P#(+/8/5, 4/3/5) da cui
1e soluzioni non possono uscire. Ovviamente ¢ dipende da & con continuitd. Ma,
se & varia tra— I ed E, §(&) avrd un minimo 6* necessariamente positivo (perché
la natura del punto singolare & la stessa per — F << £ < E).

Allora si pud costruire nello spazio 7, 2, ¢ un toro circolare avente come linea
meridiana la circonferenza z = 4/3/5, » =1/8/5 e come sezione trasversale un
cerchio di raggio §*.

Da questo toro le traiettorie non escono e per o abbastanza grande com-
piono il giro completo al crescere di 7. Applicando allora ad una qualunque se-
zione trasversale il teorema di BROUWER del punto unito, si ottiene 'esistenza
di una curva chiusa che & un ciclo per il sistema dato. Una dimostrazione ana-
loga vale mutando 4/3/5 in —+/3/5 e si ottiene cosi I'altra soluzione, vicina
al corehio 2 =— /35, r =1/55.

8. - Risonanza sottoarmoniea.

Riprendiamo 1’equazione (4.1) e supponiamo che la forza esterna sia ora
del tipo e(t) = E cos (3wt + ¢), essendo sempre w —1 = oe piccolo del 1° or-
dine.

Se cerchiamo le soluzioni della forma (4.2), troviamo il sis tema alle diffe-
renze:

i !

2 —z 3

— 9 OI'~2_1_ 21
e zc+§[§7 'zJ

7 —7

JTE j

- 1~[c—a + (' —a’) E; + zzw

U /'.2
L. :‘)a——bmb’[z 7'—22} ’

TE

ed il sistema alle variazioni

(=g

JE

=—[2 +¢' 2+ re2fl—2 27 p

— . 3 - -
e—¢e =2( —a'yrz{+ [c—a—}— (¢'—a') [Zrﬂ —{—z2”g
e )

Y-y =—2ze—5 7o,

e
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da cui 1’equazione caratteristica

Y
u =0, ut -+ {-;: (@ + ¢)rP— 2¢/2° — 20}@ 4 e — c’);z[c + ;—;'2»—30’52] =0.
Come era prevedibile, si vede cosi che queste sottoarmoniche coincidono in prima
approssimazione, cioé a meno di termini dell’ordine di e, con i cicli limite del
sistema autonomo, e cid spiega naturalmente perché uno degli esponenti ca-
ratteristici risulti, in questa approssimazione, eguale a zero.

Il metodo fino a qui sviluppato fornisce soltanto condizioni necessarie per
la stabilitd e, per arrivare a conclusione, occorre un ulteriore esame. Limitan-
doci ai casi del n. 5, si vede intanto subito che per Iequazione (5.4) non c¢i sono
soluzioni sottoarmoniche (perché essa non ha cicli limite per ¥ = 0).

Per quanto riguarda la (5.1) essa ammette una soluzione:

@ =24/(¢ F ajfa sint + 0(s), 20 =chja,

per cui il metodo di CARTWRIGHT d3 due sponenti caratteristici a parte reale
negativa (e uno zero).

Nel caso della (5.6) lo stesso metodo da subito instabilitd per la sottoar-
monica del tipo:

=2sint -+ 0(g),

mentre si trovano ancora due esponenti caratteristici a parte reale negativa
€ uno zero per le soluzioni

@ =+ 1/3/8 + 4/8/5sint < 0(s).

L’esame di questi casi e in generale di tutte le questioni relative alle sottoar-
moniche sarh sviluppato in un successivo lavoro.
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