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Exrico BoMBiErI (%)

Sulle formule di A. Selberg generalizzate
per classi di funzioni aritmetiche

e le applicazioni al problema del resto nel « Primzahlsatz». (*%)

§ I. - Cennt steorici.

Sia {p} la .successione..dei. numeri.primi. .J1. teorema fondamentale sulla
distribuzione dei numeri primi ci dice che la funzione enumeratrice s(x), cioé
(@) = > 1, & agintotica a z/log »:

P

(1.1) q(x) ~ zflog @ .
I noto anzi di piu:
(1.2) a(x) = Liz + O(z/log” ),

per ogni N arbitrario fissato, e dove Lix indica il logaritmo integrale di .
Questo risultato, ottenuto da HADAMARD e da DE LA VALLEE-POUSSIN con
i metodi della teoria delle funzioni analitiche, ha avuto ulteriori miglioramenti
con i recenti risultati di I. M. VINoGrADOV [29]:

(1.3) (@) = Lia -+ O exp(— ¢ (log z)*))

per una opportuna costante ¢ > 0. )
Dopo una lunga serie di ricerche risalenti allo studio del «crivello di Era-
TOSTENE » e al metodo elementare di Vicco BRUN, finalmente nel 1949 P.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico « F. Enriques», Universitd (via C.. Saldini 50),
Milano, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca n. 40 del Co-
mitato per la Matematica del C.N.R. per 'anno 1961-62. - Ricevuto il 14-V-1962.
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Erpds [3] e A. SELBERG [6] oftenevano la prima dimostrazione elementare
del « Primzahlsatz » nella sua forma asintotica pitt semplice (1.1). Questa’ di-
mostrazione & stata in seguito estesa a casi pil generali, tra cui citeremo:

il «Primzahlsatz» per le progressioni aritmetiche (A. SELBERG [12],
H. N. Smariro [15]);

il teorema sul numero di elementi primi di un gruppo abeliano W, appar-
tenenti ai laterali di un sottogruppo W' tale che il gruppo quoziente W/W'
sia un gruppo abeliano finito (K. Yamamoro [21], S. A. AMITsUr [18], W. Fog-
MAN e H. N. SmaPIro [19]). ‘

Senza insistere su queste importanti generalizzazioni prenderemo in esame
soltanto il problema di precisare, usando questi metodi, la relazione asintotica
(1.1).

Se poniamo (@) = > logp,

1)"2337

il problema ora proposto equivale a dare una maggiorazione elementare del
resto B(w) = p(x) —x.
A "questo proposito ¢ noto:

w(z) = + O(x/(log log #)'/?) (B. M. WricHT [28]),

() = w -+ O(x/(log x)°) per un ¢ >0 (P. ErDos; cfr. A. SELBER¢ [12]),

¢ >>1/200 (J. G. Vax pEr Corpur [T]),

¢ >1/10 (P. KUuEN [5]),
e il recente risultato (del 1960):

¢>1/6—¢ per ogni ¢ >0 (R. BrEUSCH [2]).

Vogliamo dimostrare qui, con un procedimento « elementare », che vale la
maggiorazione:

Teorema A (°).

w(®) = x + O(aflog™ x) per ogni m >0 arbitrario fissato. Questo risultato ¢
equivalente alla, relazione (1.2) .

Precisiamo qui il significato di «elementare »: infatti nella dimostrazione
faremo un uso esteso del calcolo integralé (solo per integrali relativi a intervalli

(9) Nota durante la correzione delle bozze:

P. ErDOS mi ha cortesemente informato che il Teorema A, ancora ottenuto partendo
dalla « formula di SELBERG », & stato raggiunto da E. WiksinG in un lavoro in corso
di pubblicazione.
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finiti) al fine di introdurre alcune semplificazioni, secondo il procedimento di
. M. WricHT [8]. Infine faremo uso del teorema della convoluzione per la
trasformata di LAPLACE per stabilire una importante identitd generale. Tut-
tavia ¢ sempre possibile, aumentando le complicazioni formali, sostituire agli
integrali somme finite di funzioni aritmetiche. Abbiamo preferito seguire quindi
una via non completamente elementare (ma certamente elementarizzabile)
per due motivi principali: i1 primo & che Vinteresse della dimostrazione sta so-
pratutto negli strumenti aritmetici usati (e anzi, una gran parte del lavoro &
dedicata allo studio di questi strumenti); il secondo motivo sta nella simmetria’
e semplicitd di certe formule (efr. § V) dopo il passaggio all’integrale.

§ I1. - Schema del piano generale del lavoro e del procedimento seguito.

Sia A(n) 1a classica funzione aritmetica di MANGOLDT:

’ log D 8se n o= pm
(2.1) A(n) =
0 se n = pr.

L’ormai classico lemma di SELBERG, base di tutte le dimostrazioni elemen-
tari note del « Primzahlsatz », afferma:

(2.2) > Ad(n)log n + > A(m)Ad(n) = 2xlog z + O(z) .
nsx ma<a
Per ricavare di qui la relazione asintotica fondamentale

(2.3) | pl@) = 3 An) ~e,

nse

e

si possono seguire due vie principali.

Nella prima (P. ErpOs [8]) si considera direttamente la somma

> Adm)An) = Y An)yp(z/n) ,

mnsx n<z

¢, usando la formula elementare

(2.4) > y(w/n) = wlog & — x + O(log )

ng
e una proprietd di «lenta oscillazione » della funzione u(x) che si ricava dalla
(2.2}, si giunge alla (2.3) mediante un interessante confronto dei punti di « oscil-
lazione massima» di ().
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I secondo procedimento, dovuto ad A. SELBERG [8], usa invece una mag-
giorazione del resto R(») = () — z, ottenuta in modo sorprendente dalla (2.2):

(2.5) | R(w)|log* e <2 3 logn | Rx/n)| + O(zlog z) .
nsz

Usando ancora la (2.4) e la proprietd di «lenta oscillazione » di p(@), si ar-
riva alla formula asintotica (2.3).

Nel procedimento che seguiremo, la dimostrazione usa guesto secondo me-
todo; tuttavia occorre preparare in precedenza gli strumenti aribmetici neces-
sari.

Nel § III si studiano le proprietd delle somme

S f)®an) = 8B,

n<az

con f = f(n) una funzione aritmetica, a partive dalle analoghe somme

> fm)nD@/n).= I,D-.

nsx
Per queste somme I, vale un notevole calcolo simbolico dovuto a S. A.
AMITSUR e & K. YAM0M0TO alla cui esposizione & dedicata questa prima parte
del lavoro.

Nel successivo paragrafo si studiano alcune notevoli classi di somme g,
classi che chiameremo @, L’intero & viene chiamato ordine della classe, 1'in-
tero n e il peso della classe.

Dai risultati ottenuti nel § III si trova che, per @ == (polinomio in log ),
vale sempre una formula asintotica del tipo seguente:

(2.6) se S;€ B, allora 8,0 =z-(polinomio in logx) + O(= log *iv) )

dove il grado del polinomio in logw ¢ <#n —1.

Si dimostra allora che nella classe G vale sempre una « formula di Srr-
BERG generalizzata ».

Ad esempio, possiamo interpretare la formula (2.2) nel seguente modo:

@.7) 8, + 8% €@ra.

Se applichiamo la formula di SELBERG generalizzata alla somma §,, + § i
otteniamo ancora, ad esempio,
(2.8) Bpp + 88,8, + 8 €G-

La proprietd di «lenta oscillazione » della funzione w(») viene estesa alle
somme S, nella sezione IV.3 del lavoro; infine si generalizza la (2.5) al caso di
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somme S, per mezze della « disuguaglianza fondamentale », dimostrata nella
sezione IV.5 del lavoro.

Nel § V si effeftua il passaggio dalle somme agli integrali, e si trasportano i
risultati ottenuti in precedenza in questa nuova notazione. Le formule acqui-
stano cosi una maggiore semplicitah e simmetria.

Infine, nei § VI e § VII si dimostra il Teorema A; precisamente, nel § VI si
danno alcuni teoremi preparatori, mentre la dimostrazione vera e propria segue
le linee fondamentali della dimostrazione (seguendo A. SELBERG) del « Prim-
zahlsatz » data nel libro di G. H. HaArRDY ¢ E. M. WricHT [4].

Nello svolgimento delle varie parti, abbiamo cercato di attenerci a notazioni
che permettessero di seguire con chiarezza le relazioni tra funzioni aritmetiche
¢ le loro serie generatrici di DIRICHLET; c¢i sembra che il calcolo simbolico di
S. A, AMITSUR e la trasformazione integrale di E. M. WriGHT siano 1 mezzi
pitt idonei per raggiungere questo scopo. Crediamo, a questo riguardo, che la
sezione V.2 del lavoro mostri chiaramente questo aspetto del problema.

§ Il - Studio di classi di funzioni aritmetiche secondo S. A. Amitsur.

IIL. 1. - Le trasformazioni S, e Ir.

Sia C(R) Vinsieme di tutte le funzioni aritmetiche, a valori anche complessi,
definite sul semigruppo R dei numeri interi 1, 2, 3, ... . In C(R) potremo istituire
due operazioni:

somma f -~ ¢;
prodotto f=g (convoluzione di f e g, prodotto di DIrRICHLET);
dove il prodotto & definito da
fxg = 2 f(R)g(k) .
hk=n

C(R) forma cosi un anello rispetto alle operazioni ora indicate. Se ¢ = ¢(n)

¢ la funzione identieca, eioé

1 7w =1
(3.1) ' e(n) =
0 n>1,

diremo che ¢ & la funzione inversa di f, se fxg = e. I facile vedere che le funzioni
invertibili sono quelle, e soltanto quelle, per cui f(1) 4 0.

Alle due operazioni sopra indicate, possiamo aggiungerne una terza, quella
di prodotto in senso ordinario. -

Sia ora fe C(R). Allora la funzione f si dice completamente moltiplicativa,
se f(mn) = f(m)f(n), completamente additiva, se f(mn) = f(m) -+ f(n).
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Consideriamo ora in C(R) la trasformazione g — gf, con f € C(R) fissato. (Qui
la moltiplicazione & in senso ordinario.) Avremo atlora il

"Teorema 3.1 (S. A. AMITSUR [16]).

Se f & completamente moltiplicativa, la trasformazione g — gf é wn isomorfismo
di C(R) in se. In particolare (g+h)f = (gf)=(hf) . ‘

Se f ¢ completamente additive, la trasformazione g — ¢f possiede le proprieta
formali di una derivazione in C(R). In particolare

(g=h)f = (gf)xh + g=(hf) .

Questa ultima eguaglianza equivale formalmente alla regola di derivazione
del prodotto; in Questo senso potremo cosi parlare di « derivazione ».

Nei casi che a noi interessano, la funzione additiva f ¢ il logaritmo, cioé
f(n) = log n, e la indicheremo brevemente con L. Con L™ indicheremo la po-
tenza-m-esima-del-logaritmo: - L -=-(log n)» ‘ :

Sia ora @ = @(x) una funzione arbitraria definita per #>1, e ad ogni
f € C(R) facciamo corrispondere le trasformazioni lineari:

(3.2) Sy == 8;P = Y f(n)D(z/n),
(3.3) I, = L;® = f(n)[nd(z|n) .
n<y

Avremo allora senza difficoltd le formule

(3.4) Spre =8 + 8, eS8y =8y,  Sp, = 8:8, (¢ costante) .

\

Ricordando che la trasformazione f — f/n ¢ un isomorfismo di C(R) in sé

N

(infatti la funzione 1/x ¢ completamente moltiplicativa), le proprieta formali
ora stabilite per S, varranno anche per le somme I,. '

III. 2. - La derivazione 7 — L.

Io evidente la seguente uguaglianza

> f(n)D(wfn) log (x/n) = (log x) 3 f(n)D(z/n) — ¥ f(n) log nd(x/n)

nse nsx n<x

che, secondo le notazioni introdotte, si pud scrivere:

S(D-log w) = (log )8, — 8,,D .
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Pitt concisamente possiamo seriverla anche nel modo seguente (S. A.
AxITSUR [16]):

(3.5) 8, = LS,— S,L.

Si vede che in questa relazione il simbolo I ha tre diversi significati: nella
8,, come funzione aritmetica log n; nella LS, come funzione log @, legata alla
8§;; nella §;L come funzione log w, fattore moltiplicante la @ .

Poiché non vi & possibilita di confusione nel calcolo formale che ora espor-
remo, useremo lo stesso simbolo L in tutti e tre i casi.

Usando la regola di LEIBNIZ per le derivate successive, avremo il seguente

Teorema 3.2 (S. A. AMITSUR [16]).

L"Sf I Z <“) S_,Lm Ln-m I

man \ME

n n ‘
S/L" o Z (_ 1)111,( )Ln——~7n Sf/‘,m s

m=10 “7“’

N n 2\
bvf[/" - Z‘ (..__ 1)1)1( )Ln-m Sf Im .

n

Le funzioni aritmetiche che ¢i saranno utili sono: la funzione identica e
gid introdotta; la funzione unitaria 1 e in generale le funzioni L*; la funzione u
di MOBIUS, inversa della funzione unitaria 1; le funzioni A, = w«L* Per sempli-
cith seriveremo 4 al posto di A, (2).

Ricordando ora la (3.4) e il Teorema 3.1, la corrispondenza 8, — S, risulta
una derivazione; indicandola con (S,),, avremo ad esempio (S,8,), = S,,8, +
+ 8.8,, .

Possiamo ora dimostrare il

Teorema 3.3. Sia f una funzione invertibile, ¢ la sua funzione in-
versa; e sia (fL)xg == h. Allora esiste un polinomio in n variabili P, (zy, ..., x,)
tale che sia:

) Symwe = PulSuy Sy sy Syn—1),
i) Spegrm = Pal— Suy — 84y ooy — Sypn—1),

iii) 7 coefficienti di P, sono-tutti positivi.

() A.(») ¢ infatti la funzione di MaxcoLprt (2.1).
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Dimostrazione.

Dalla relazione 8,8, = 8,, avremo (8,8,), =8,, =0, da ecui §,,8, +
+ 8,8, =0; e dunque

(36) SQL Sf = ‘Sh ]
e inoltre
(3.7) ; 8, =—8. 8.

Dalla formula (3.6) si vede cosi che il polinomio P, esiste per n =1, e che

Py(2;) = @y . -
Dimostriamo ora la parte (i) del teorema per induzione. Dalla (3.7) si ricava:

(88,,2), = Sq*w,““) + SaLSfL" = Rggrgntly T Shsg*m")
e dunque.si ha la_formula
Sa*(!L"+1) - (Su*(u,"))z, -+ ShSa*(fL")

e da questa per induzione si costruisce il polinomio P, .

B pure immediata la verifica della (iii); per dimostrare infine che vale la
formula (ii) basta scambiare f con g. Allora al posto di S, dovremo mettere
8,8 =— 8, a causa della (3.6), e il teorema e dimostrato.

E facile vedere che il polinomio P, & definito induttivamente dalla formula

(3.8) Py =@ P, + DP,,

indicando con D un operatore di derivata tale che Dx,, = @,., . In particolare

avremo

e cosi via.

II1. 3. - Approssimazione mediante operateri.

Le trasformazioni §, possono essere considerate, con K. Yamamoro [20],
come operatori sulle funzioni @. ¥ stato osservato da 8. A. AMITSUR [16] che
& possibile approssimare gli operatori S, con operatori di tipo pitt semplice
quando @ = &(z) & un polinomio della funzione L =log . ,



[9] SULLE FORMULE DI A. SELBERG GENBRALIZZATE ... 401

A questo scope introduciamo, seguendo S. A. AMITSUR '[16], l'insieme £

di tutti i polinomi P(L) della funzione L, vale a dire P(L) = Y a, L™
M=g
Sia ora D Doperatore di derivata D = d/dL (?). Sia poi D-! loperatore
tale che D—L» = Lm+(m + 1). Sia infine H(D) un operatore rappresentabile
con una serie di LAURENT in D), avente un numero finito di termini a esponente
negativo:

(3.9) H(D) =Y a, D» @).

o=k

Si verifica allora la relazione (S. A. AMITsuw [16])
(3.10) I HD)—H®D) L =—H(D) "

(i membri della (3.10) si intendonc applicati a un generico elemento dell’in-
gieme &) e confrontando con la formula (3.5) e ricordando che in U(R) la cor-
rispondenza f— fL ¢ una derivazione, si presenta evidente lanalogia delle
trasformazioni 8; con gli operatori H(D).

Osserviamo inoltre che il prodotto di operatori non coincide sempre col
prodotto formale delle serie che rappresentano gli operatori; ad esempio
DDt = Do, ma in generale DD == Do. Tuttavia, come ha mostrato S. A.
Amrtsur [17], questo fatto non ha importanza per le applicazioni che a noi
occorrono. Sia allora fé C(R).

Diremo che l;oper&tore F(D) rappresentabile con la (3.8), ove al posto di
H(D) scriviamo F(D), approssima I, secondo la funzione 1, = 1.(») se, per
@$ef e di grado n si ha:

(3.11) I, ® = FD)D + O(4,) .

T chiaro che la costante in O(...) deve dipendere anche dal polinomio @ .

(2) Questo operatore D non dipende in alcun modo dall’operatore D introdotto nella
(3.8), del quale non verra fatto uso nel seguito.

() Sebbene H(D) sia dato da una serie infinita, applicande loperatore a un ele-
mento di §, otteniamo ancora un elemento di £.
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IIL. 4. - 11 teorema fondamentale di approssimazione per le somme I,.
Sia
I; I* = F(D) L" + Ry(»; f, ), I, L = @GD) L* + R, (z; ¢, G),

e sia inoltre

D) = > a, D, G(D) = > b, D~

nE—0 n=—q

Supporremo sempre in questa sezione che ®e £ .
Allora avremo il seguente
Teorema fondamentale di approssimazione (S. A. AMITSUR [18]).

Sia

I, & =F(D)D + 0(h), I, D —=GD)D + Ou,).

Allora avremo:

(3.12) I, @ — cF(DYD -+ O(1,) se ¢ ¢é costante;
(3.13) , Ly @ = (G(D) + F(D)D + O(hy+ptn);
(3.14) I,, & =—F(D)D + Oy L + Ausa);

se yz =wa, ¢ 1 <y <w alora
(3.15) R(w; g+f, GF) =

= > g(m)jm-Ry(a/m; f, F) + 3 f(m)jm-Ry(ajm; g, G)—

m =y m=z

B Z<)R’LJ 9, G)P*h(z f; ) |’

yd ¥
+ 2 2 nlE—7) + N e Bos(y; g, G)logiiz +
fe=1  je=1

i

+ 3 Sl =) 0t §)1) bes Bursfe; f, F) logi=iy

=1 j=1
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Dalla simmetria di queste espressione avremo in particolare
(3.16) R, (@5 g=f, GF) = R, (z; g«f, FG),

e quindi nel caso che a noi interessa questi operatori sono commadativi; infine,
se f ¢ una fungione invertibile, g ¢ la sua funzione inversa, avremo

(3.17) I, ® = FYD)P + O, Ausr) + 0 (I, PI)]),
con P(L) un opportuno polinomio in L di grado <p—1.

Con Paiuto di questo Teorema, poiché p ¢ la funzione inversa della funzione
unitaria’ f(n) =1, si pud approssimare la somma

) k-
h B
(3.18) I HI,}' ,
F=1
a partire dall’approssimazione della somma I, .

Alla (3.18) possiamo dare un significato anche per & intero negativo, se po-
niamo
(3.19) I7'=1,.

Cio ¢ possibile restando valido il calcolo simbolico, a causa della relazione
LI, =1. ’

Possiamo infine osservare che la formula (3.15) ¢ una generalizzazione del
procedimento di « sommazione dell’iperbola» di DIricHLET, procedimento
ben noto nello studio dei problemi sui divisori di un numero.

Approssimiamo ora la somma I; con questi operatori. Definiamo le costanti
¢, al seguente modo:

(3.20) (— 1) ¢ = E (log n)¥/m —1/{k -+ 1) log}°+1 @ -+ O(m“l*_f)‘

n<x

e sia {(D) Poperatore
(3.21) (D) =D+ >e¢, Dr/m!.
m==0
Avremo allora il seguente
Teorema 3.4 (S. A. Avirsur [17]).
I, @ =(D)D + 0@ ') per ogni ¢ >0 (Pel).
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Osservazione. X possibile verificare che, se F(s) = > f(m)n- & la
funzione generatrice della funzione aritmetica f, ed ha al pit poli per s =1
ed & convergente quando ¢ = Re(s) > 1, allora I, & approssimabile mediante un
opportuno operatore #(D), che e dato proprio dallo sviluppo in serie di LAURENT
della funzione I(s) nell’intorno del punto s =1. Cid giustifica ampiamente
la notazione (D) per l'operatore dato dalla (3.21).

Teorema 3.5 (5. A. Axarsvr [17]).

Siano f e g due funzioni aritmetiche, f>0, g >0 e tali che per ogni e >0
fissato si abbia, per ogni @€ &,

I, @ =FD)D + 0@ ¥+, I, & =GHD)D + 0@ 5+e)

per due opportune costanit positive A ¢ B, eon 4 >1 ¢ B> 1.
Allora avremo, per ogni & >0 fissato, B

I, I, ® = F(D) QD) @ + O~ f+mrey
Dimostrazione.
B facile verificare che > fim)/me = O(x'~"*%) se a <1; un identico risultato

m<x
vale per la funzione g.

Dall’ipotesi del Teorema avremo evidentemente
Ru(z; f, F) = O *"%%) per ogni ¢ >0, con 4 >1,
Ry(w; g, @) = Oz~ V2%%) per ogni ¢ >0, con B>1.

Allora dalla formula (3.15) del Teorema fondamentale di appressimazione
si ricava immediatamente, per yz = o, ¥, 2 > 1, '

AR"(QQ‘; f‘*‘gg F(;) :O(m—lj}H—s ?/1/A+8) +O(m~l/3+z zllu—)\-s) -
+ O(y_1/3+s zwl/xi-i-e) L 0<?/——1/zr+e) -+ O(zﬁl"‘H‘E)
per ogni ¢ >0 fissato.
Posto allora g = a®“*? 5 = g4l“*® gayremo immediatamente il Teorema

richiesto.
Dal Teorema fondamentale di approssimazione avremo infine il seguente
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Teorema 3.6 (8. A, Amrrsur [17]).

Ir® = (- 1) {PD)D + O +), per ogwi & >0 fissalo (De Q).

Dai Teoremi 3.5 e 3.6 avremo cosi I'importante

Teorema 3.7.
® % )
HI}Z D = (— 1) H{ C(a)(D) }h,- & + O(w»l/n,-i-e)
im0 7 i=0

per ogni e >0 ¢ DL, se hy>0, ¢ inoltre ny = 3 h;, n, = 3 gh;.
Dalla (3.17) del Teorema fondamentale di approssimazione, ricordando che

(3.22) [T, 1] =0(1)
e che || <1, e quindi I i < Ip, avremo, usando il Teorema 3.4, che
(3.23) I, ©={YD)D +0Q1).
Di qui per induzione si ha facilmente che
(3.24) I, @ =-MD)® + O(L*Y).

Combinando infine questo risultato col Teorema 3.7 con k, = 0, avremo il
seguente

Teorema 3.8.

i ﬁI@a G = (— 1) MDY TT{ L2 (D) I & + 0L,

i=1

k
dove n, = > jh;, per ogni intero h positivo o negativo, ¢ e £.
i=1
Osservazione. La maggiorazione del resto O(L*') data dal Teo-

rema 3.8, & ottenuta appoggiandosi sul fatto che nel Teorema 3.7 il resto &
O(x~*) per un opportuno a >0; & interessante il fatto che il resto ottenuto nel
Teorema 3.7 sia, nel caso pit semplice & = 0, k, == I, il resto che si ottiene nel
problema dei divisori usando solamente mezzi elementari. Inoltre & evidente
che il Teorema 3.8 per & negativo é contenuto nel Teorema 3.7, che anzi di
una maggiorazione molto pit precisa del resto.

18. - Rivista di matematica



406 E. BOMBIERI [14]

IIL. 5. - Approssimazione delle somme S, mediante le somme Iy.

Ottenuta Papprossimazione per le somme [, date dalla (3.18) occorre ora
passare all’approssimazione delle trasformazioni S,. A questo provvede il

seguente

Teorema 3.9.
Sia I, 1 =TF(D) 1 4 O(), ¢ sia JAO dt = O(24,) .

1
Allora avremo per @ e £ :

o

(3.25) S, @ = f{ DF(D)1} )@(wft) dt + O(wko) + O()

per ogni & >0 fissato.

kDimostrazibne.
Sia I, 1 = I, 1(x) = P(L) + O(A(x)), dove P(L) = F(D)l ¢ un opportuno
polinomio in L.
Allora
S, 1 =a I1—>I1m) =

L

= wP(L fP yde + O 2%y -+ O (@do(®)) + ()(fjlo(t) di) =

1

= j {DF(D)1} @) At + O(xdg) + Oa) .

Infine, usando la formula

(3.26) 8, LF =k JS,Lk—l(t) atit

1
si dimostra facilmente per induzione il teorema quando @ = L* Tl passaggio
al generico @€ ¢ ¢ immediato.

Combinando tra loro i Teoremi 3.8 e 3.9 avremo l'importante

Teorema 3.10.
Sia S, data dall’espressione

¥ \J
8, = 8 qs,,,
-

k
e poniamo n = » (j + 1)7%-— h.

=1
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Allora avremo, per D e g,
8; @ == pP(L) + O(xLt-?),

dove P(L) ¢ un opportuno polinomio in L di grado n—1 . ;

Io di fondamentale importanza che il resto in guesto teorema dipenda sola-
mente da k, ma non da n.

I’espressione esplicita del polinomio P(Z) ¢i servird soltanto nel caso in
cui Ny = 8,81 = SAk .

Avremo allora il

Teorema 3.11.

8,1 == J‘ (klog ¥t — b logh=2t + ...) At + O(x),
1

dove b, >0 per k=2,
La dimostrazione ¢ immediata dai Teoremi 3.8 e 3.9.

§ IV. - La classe B e le formule di A. Selberg generalizzate.

IV. 1. - La classe G, .

Sia 8, una trasformazione data da

(4.1) S, =8, TI8Y
je=1
e sia
13
(4.2) Shi=h.
je=1

Qui vale naturalmente l'osservazione gid fatta a proposito della (3.18):
Pespressione (4.1) ha significato anche per & <C 0, se poniamo S7' == 8,, e questo
¢ possibile restando ancora valido il calcolo simbolico. ‘

Poniamo allora

(4.3) nos > (f - ), — b

i=1

secondo quanto ¢ stato fatto nel Teorema 3.10,
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Chiameremo » il peso della trasformazione §;, mentre k sard il suo ordine.
Quindi: una trasformazione S, data dalla (4.1), soddisfacente alla (4.2), ha
ordine % e peso n dato dalla (4.3).

Definizione 4.1. La trasformazione S, appartienc alla classe By n
(h=1, n>h) se S, é una combinazione lineare di un nuwmero finito di trasforma-
zioni Sy di peso < n e di ordine <h .

B chiaro che

(44) (Bh-—l,n ¢ @h,n .

Teorema 4.1. Se S, € G allora 8, € Guir ns -

Dimostrazione.
T evidente che per la dimostrazione possiamo supporre che S, sia una tra-
sformazione (4.1) di ordine = h>1 e di peso »n . Dalla formula (3.7) della se-
zione IIL.2 avremo, posto. f =1, ¢ =p,

(4.5) Sy =—8, S, =— 8 8,

"L

Sia 8, data dalla (4.1). Avremo

8,, = (SR 8%, =k 8718, TI 8% + 84 (TT 8™, .

Una facile verifica mostra che
(4.6) SuTI8%), € Grms s
d’altra parte per la (4.5) si conclude che

(4.7) 8, =—hS,*8, T 8% + (termine € G ) -

JL

k
Poiché 1 4+ > h;>h + 1 a causa della (4.2), 'analoga della (4.2) & verifi-

1
cata per la trasformazione 87" 8, HS’;g‘., e il peso di questa & infine

‘ k
2y +1) + 3 (G +Dhy— (b +1) =n +1,

2

e il teorema & dimostrato.
Il seguente teorema & evidente:

Teorema 42. Se 8;,€@un ¢ S, € Gpmy allora S, 8o € Bt ntm -
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IV. 2. - Le formule di Selberg nella classe G, .

Teorema 4.3. Sia S, € @Gun. Allora si ha

het-m
S),Lm.;.l -+ h ( 5 S/\Lm S, S (Bh—}-m,n—i—nr{-l .

Dimostrazione.

A causa del Teorema 4.1, possiamo supporre senza mancare di generalitd
che S, sia data dalla (4.1), e sia di ordine » e peso .
Ricordando la (4.7) e la formula 8, §, =8, , avremo intanto

(4.8) 8, == — kS 8, + (termine € By n+1) -
Applicando - la . (4.8) -alla -somma S, € Guiy pir & causa -del Teorema 4.1

avremo

8 =—(h +1)8,8,, + (termine € Gpiy nts) 5
e cosi via. Tenendo presente il Teorema 4.2 avremo per induzione la formula
(£.9) Sf],m’H + (—1)™h 4 m) !/(h—' 1) !Sﬁ/\l+lsf € ®h+m,n+m+1

quando 8, € By, . Applichiamo ora la fo.mula (4.9) alla funzione aritmetica
=, e m—1 al posto di m. Poiché §, € B,,, avremo

(4.10) Sy + (=1 m! 877 € Bumts -

Combinando tra loro le formule (4.10) e (4.9) con l'aiuto del Teorema 4.2,
si ha il teorema cercato.

Questo teorema ci da la formula di SELBERG nella classe B, . Ad esempio,
sem =0,h =n =1, f = A, si hail classico lemma di SELBERG, che nelia nostra
notazione diventa: '

(2.7) Sy, + 82 €G-

Vedremo meglio nel seguito P'utilitdh del parametro m; per il momento &
interessante osservare che la formula (4.9), sebbene sia sostanzialmente equi-
valente al Teorema 4.3, non si presta alle applicazioni come il Teorema 4.3.

Sia ora P,(@,, ..., #,) il polinomio introdotto nel Teorema 3.3. Indichiamo
con ;S},,1+1 la trasformazione Pniy(— Sy, ooy — 8, ).
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Avremo allora il

Teorema 4.4. Sia 8 € Giyn. Allora

h--m’ S s g
, e, me1 € P
I--m LPua Eg I ALR @Iﬁ m, nbmetl

Dimostrazione.
E chiaro che basta dimostrare

(:L.]l) S X -+ (’7)?/ b I)AS{/‘V ™ & @,”'m..}_l

Pt

a causa del Teoremi 4.3 e 4.2. Dalla formula (3.8) avremo

(4.12) s,

m

— — S E_—
‘gA Ly - ; 5

1 Pk ?

e supponendo vera la (4.11) per il valore m - 1 ricaviamo dalla (4.12):

Y v v , 7. '
8y = m S, 8y gnmr—m S - (bermine € Gu,mia) -

D’altra parte dal Teorema 4.3 si ha

S/A\ e "“ m S/\S/’\, -1 € @ml‘mirl
e ricordando la formula precedente si ha per induzione la (4.11), che & evidente-
mente vera per m == 0. Il teorema & cosi dimostrato.

I1 Teorema 4.4 ¢ la formula di partenza per dimostrare la « disuguaglianza
fondamentale ».

IV. 3. - L’ineremento AS, delle somme S,.

In questa sezione si dimostra una proprietd di «lenta oscillazione », alla
quale si era accennato nel § II, per le funzioni della classe (3,,,. Nelle dimo-
strazioni aritmetiche finora note del « Primzahlsatz » si fa sempre uso di una
proprietd di questo tipo.

3 ‘
Lemma 41. Sia §; = ""H;S';f;:eqah,,,. Allore si ha f(n) >0 .

I
j=1

Dimostrazione.
Dimostriamo intanto che A, > 0. Dalla formula di Maneorpr (2.1) si
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a causa della formula (3.7) applicata al caso f = 1, e a causa delle (3.4). Dunque
Ay == ML+ dady,
e di qui per induzione si ha A,>0. Avremo ora

f = (s oo sp)s(Lnl o wl)s oo w(D¥eDrs ... L)

h volte k, volte Ry, volte

e d’altra paxte by -+ ... + k. > per la (4.2). Poiché il prodotto di convolu-
zione ¢ commutativo, e poich¢ pxLl™ = A, , avremo che f ¢ un prodotto di
convoluzione di funzioni numeriche 4, e Ls. Poiché A,>0 e L* >0, avremo

cosi f > 0, cioé il lemma.

Osservazione. B evidente che il lemma 1esta valido anche nel
caso b <0. ‘
Siamo ora in grado di dimostrare Pimportante
Teorema 4.5 (propricta di «lenia oscillazione»).  Sia 8;€ Gun, € sia
N .una costante positiva arbitraric fissala. Allora per x/2 <y << 2 avrémo

| X f(n) | < O((w—y) log ** &) -+ O(z log™ @)

r<nse

uniformemente rispetto a y, e dove le costanii implicate in O(...) dipendono uni-
camente da f e da N .

Dimostrazione.

Evidentemente, per definizione di classe (3, ,, possiamo supporre senza
mancare di generalith che S, sia assegnata dall’espressione (4.1). Possiamo
inoltre supporre che h > 1; infatti, per h < 0, dai Teoremi 3.7 ¢ 3.9 si ha il ri-
sultato che anzi si ottiene in una forma molto pilt precisa.

Applichiamo il Teorema 4.3 alla trasformazione S, ponendo m -= 0. Otter-
remo successivamente: '

S,y + ILS/\Sf = Sf, € Bn,nt1) S/,L + ]I’S/\ Sf, - Sf, € G nte s

e cosl via.
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Dalle prime due formule ora ottenute si ricava

Sy 1S, 8y + 208, 8,, + 188, =8, € Gunse
e proseguendo in questo modo si ottiene una formula del tipo:
(4.13) SfLm -+ zl Sy SJIC . SJ/.\"‘Lm—1 S”fm+1 == Sfm € @h,rﬂ-m ’
(]
dove la 3’ indica una somma estesa ad opportune (m -~ 1)-uple (j) = (ji, ...,
($2]

jm1), © dove i coefficienti ¢;, sono tutti >0 .

D’altra parte, tenendo presente il Teorema 3.10, e la definizione di classe
GBr,n, avremo che S,ml = gP (log ) + O(x log*'z), dove P (logx) & un op-

portuno polinomio di grado <#n 4+ m—1.
Ricordando infine che f > 0 a causa del Lemma 4.1, ¢ 1a (4.13), ricaviamo:

(4.14) 0 <Y f(n) logm < > fmn) =aP(og z) —yPlogy) + O(xlog*1m).

y<n<z y<nsz

- Infine avremo per un punto § compreso tra ¥ e x:
2P(log ») —yP(log y) = (2 —y)(P(log &) + P'(log §)) =
| = (#—y) 0 (log"1 a).
Dungue avremo

(4.15) 0 <logry 3 f(n) < 3 f(n)logmn —

y<n<yz y<nse

= O((w — %) lognt™1 ) 4+ O(xlog *1a).

Poiché nell’intervallo /2 <<y <@ che si considera si ha logy > (log #)/2,
dividendo 1a (4.15) per log™ # si ha il teorema con N = m — (h— 1). Poiché m
¢ arbitrario, il teorema ¢ dimostrato.

Possiamo esprimere il Teorema 4.5 nella seguente forma pitt concisa e piu
espressiva:

Teorema 4.5 A. Sia 8;€ By .. Allora per ogni N >0 arbitrario
fissato esiste una costante K = K(f, N) dipendenie soltanto da f ¢ da N tale che

| 481 | < K(f, N)| 4w | I*-* + O(aL™),

wniformemente rispetio a | Az|, per 0 <| dz| < /2.
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IV. 4. - La classe G, e le formule di Sel berg in questa classe.
Introduciamo ora il coneetto di « polinomio residuo » di una funzione arit-
metica.

Sia g nna funzione aritmetica, e sia 8, appartenente a.una classe Gu,n €

1,@ = GYD -+ 0(4,) per De & sia inoltre ()

(4.186) G(D) =3 a, D
Poniamo
) -1 .
(4.17) P(L; ¢) = DD =¥ a_p Lmfm ! .
N . m=0 y

Diremo allora che P(L; g) ¢ il polinomio residuo della funzione numerica g.
Ricordando allora il Teorema 3.9, avremo, per @€ g,

z

(4.18) S, o @ = J‘{DG(D)] YO D(aft) At + O(F)

e
1

‘per ogni ¢ >>0; ne segue che il polinomio residuo di una funzione aritmetica f
serve a definire la parte « asintotica » di 8, .

Definizione 4.2. La trasformazione S, appartiene alle classe G
se 8y € Bun ¢ s¢ inolive il polinomio residuo della funzione aritmetica g ¢ identi-
camente nullo. ‘

Dunque la classe (B;_n ¢ formata dalle trasformazioni §, e Gr,» per le qualj
Doperatore (D) & una serie di potenze in D. In particolare avremo S A1 E By -

Di qui seguono immediatamente i seguenti teoremi, analoghi ai Teoremi 4.1,
4.2 e 4.3. ‘

Teorema 4.6. Se 8,€®,,, allora 8,,€ G,y s -

*
htlontm

Teorema 47. Se 8;€@,, ¢ S, € G alora S, 8,

(*) Se G(D) ¢ definito mediante l'osservazione al Teorema 3.4, allora G(D) & defi-
nito in modo unico. L’operatore G(D) si intende percio definito a partire dalla (3.21)
e dal Teorema fondamentale di approssimazione.

* 158. - Rivista di matematica
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Teorema 4.8. Sia S,€®,,. Allora si ha
h-4+m .
SfL”’+1 +h 3 S(/\~1)L’" Sfe®h+m,n+m+1'

I1 T'eorema 4.4 invece vale per la classe @h',,, in una forma un pocoe modificata.

Teorema 4.9. Sia 8¢ (B;’,, . Allora esiste una costante a == a(f, m)
tale che
h-+m .
(1 J—m) ’S’pmﬂsr — 8ymi1— @, € Grimmtmtr

Dimostrazione.

Dal Teorema 3.3 con f =1, g = u, h= A si ha, perla (ii), §, =S8 m+1.

m+
11 polinomio ‘residuo-della-funzione -aritmetica P,y poiché operatore corri-

spondente &
DY) — 1)1 /E(D) ™) = @Dt + @y A .

& dungque una costante a, . Ne segue che il polinomic residuo della funzione
aritmetica f, definita da

h-+m
(£19) 8, = (l—{-m) SPm+1 87— Bypm

& una costante @ == a(f, m). Infine, S; € Gurimntm & causa del Teorema 4.4
X ,
e d’altra parte deve allora essere S, — aS; € B4t me 1 © quindi si ha il teorema.
. ,

IV. 5. - La disuguaglianza fondamentale.

Teorema 4.10 (disuguaglianza fondamentale). Sia S, € B, ,. Allora
7 Ryt
. . 3 - - -
esiste una funzione aritmetica f, con 8; € By nsma tale che

h-+m )
[ Sfllﬁn—{»l 1 + szl l < (1 , /)n> (m + ].)}SIIm] Sf; 1 I —-fl_ 0((1}' Ln) .

Osservazione. Questa disuguaglianza generalizza la disuguaglianza
(2.5); ad esempio, ponendo f,=A—1, m =1, h =1, n =1 si ha la (2.5) osser-

vando che in questo caso §,1 = O(xL). I molto importante il fatto che in
questa disuguaglianza il resto non dipenda dal numero intero m .
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Dimostrazione.
A causa del Teorema 4.9 avremo intanto

h4+m

(£20) |8 mnl +S,,1|<( J15,,.,,5, 11 + 0(@),

14-m

avendo posto

him .
) ¢ T *
(4.21) s, ~(H‘m 8y on 8y 8, it — 051 € Brpmmtms -

D’altra parte per la (i) e la (iii) del Teorema 3.3 avremo, qualunque sia @,

(422) @ t < S|Pm+1] I @ l < SAm+1 l ¢l '

I Pyl

Consideriamo ora la somma S, | S, 1|. Intanto, a causa del Teorema 3.11,
m 1

si ha che il polinomio residuo della funzione numerica 4,1, & dato da P(L; A,4) =
= (m + 1)L*— b, L1 + ., con b, >0; ne segue che se L > Lym) si ha

(4.23) P(L; Apiq) < (m -+ 1)L

Avremo ora

SAm+1 l ‘S’fl 1 l — zAm-H(/n’) l zfl(q) ] .

n<e q=zfn

Di qui, per sommazione parziale, posto per sempliciti

424) Flo) =] 2 W) |
avremo

S/\m-{—l ]Sfll !: z{ E Am+1(7‘) }{ F(.’D/‘n) - F($/(71,+ i) }: z{ E P (10g 75 Am—H) }'

n<g r<n nSx rsn

A F(w/n)— Fz/(n +1)) }+ 3 0(n) | F(a/n) — F@/(n + 1)) |,

n<zx

a causa del Teorema 3.11. Ne segue

(4.25) 8, [8,1 | = 8, Mgl | 8,1+ O3 n| Flajn) — Fz/(n + 1)) |)
n<s»
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e ricordando la (4.23) avremo dalla formula precedente
(4.26)  Sp, | S <m -+ 1)Sm |8, 1] +0(]8,1]) -

+ O3 n| Fle/n) — Flz/(n - 1)) .

nZay

Ora si ha, quando ¥ < @,

(#27) [ F@)—Fy) | = 2 ho]— ] Zh@||<|Zh@|<Z|h@].
Kt asy y<gEg v<asw
Poiche 8, € Gu., f1 ¢ una combinazione lineare di un numero finito di fun-
zioni aritmetiche del'tipo di quelle definite dalla (4.1), e per le guali vale il Lemma
4.1. Ne segue che esiste una funzione aritmetica f tale che |f,| <fe S, € Gun-
Dalla -(4.27) segue quindi

(4.28) S n| F(afn)— F(aj(n+ 1)) | < 3> n{ S1(m/n)— S1(x/(n -+ 1)) =SS

NSy "

Infine, per il Teorema 4.2, 8,8, € Gur »+1 da cui §,8,1 = O(@L?) a causa del
Teorema 3.10; e il teorema si ha allora con facilith da quest’ultima maggiora-
zione, dalla (4.28), (4.26) e da 8,1 = O(xL* 1) (infatti deve essere n = 1h).

Con i Teoremi 3.8, 3.9, 3.10, 4.5, 4.8, 4.10 sono state ottenute le formule
fondamentali per le funzioni aritmetiche che definiscono le classi B . e G,
come conseguenza di quanto trovato, dimostreremo in particolare il seguente

Teorema B. Sia S,e@,,. Allora per ogni N positivo arbitrario
fissato ¢ per ogni @ € £ vale la maggiorazione

(4.29) 8, @ = O@xL™?).

§ V. - Le funzioni V,.(y;/) e conveluzioni per trasformate di L a place.

V. 1. - Un cambiamento di variabili e prime proprieta delle funzieni 7, .

Data una funzione aritmetica f, consideriamo le seguenti funzioni, che chia-
meremo « associate di ordine % » con la funzione f,

(5.1) Viln; 1) = @/kDe "8, LHe") = (1/kNe™ 3 f(n)(n — log n)-.

n<ell
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Queste funzioni godono di notevoli proprieta.
Supporremo naturalmente che % sia sempre un intero non negativo.

'l‘eorema b1 Se k=1, allora Vin; f) ¢ una funzione derivabile, ¢ si
ha Vs f) = Vi, ( 5 1) =— Viln; f).

Dinlb()Stl‘&élyOlle. Se k>1, avremo

d/dz (3 f(n) log* (zfn)) = (kfz) Zf (1) log*Y(@/n) ,

n<g n <y
-da eui si ricavs
n ]
(5.2) [0 Vilts DA = TVilys ) se  k>1.

]

Derivando la formula (5.2) rispetto a % avremo immediatamente il Teorema 5.1.
T seguente corollario ci sard molto utile nel seguito:

Corollario. Per k>0 si ha

1{ " ]
(5.3) | Vult; fat = 2 Virsns f) =+ [ Visalt; fr e,
0 J=1 0

Teorema 5.2. Se Viy; f) =V, & la funzione di ordine k associata
con la funzione numerica f, allora

m=0

h ] i -
Vilps 1L = 3 (— 1)» (m){ (B m) YL} o Ve

¢ la funzione di ordine k associata con fLP.

Dimostrazione. B una conseguenza immediata dell’ultima for-
mula del Teorema 3.2
Le formule Vi(n; f + g) = Viln; f) + Viln; g) e Vily; ¢f) = eViln; f) per ¢
costante sono immediate; ci occorre, oltre a queste formule, una espressione di
Viln: fxg) per meszzo delle funzioni V,(n; f) e V AN g). Questo viene fatto
nella sezione seguente.

V. 2. - Convoluzioni di funzioni 7.

Teorema 3.3. Quando k>1 e m +n =k—1 vale la formula

(77: f’r-./) *—fImt f 77“'% J)d
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Dimostrazione.
Sebbene si possa dare una dimostrazione di questo teorema facendo uso
di metodi algebrici, la seguente dimostrazione analitica ci sembra interessante,
poiché essa mostra i legami tra le funzioni V; e le funzioni generatrici delle fun-
zioni aritmetiche in esame.
Siano F(s) e G(s) le serie 3 f(n)n~* e > g(n)n— generatrici delle due funzioni
aritmetiche f(n) e g(n). Avremo allora, quando k> 1,

(5.4) (s +1)* F(s +1) = [e"Vi(t; ) &
[}
e analogamente per G(s).
La funzione generatrice di fxg & F(s)G(s); ricordando allora:

i) il teorema della convoluzione per trasformate di LAPLACE,
ii) il teorema dell’unicita della trasformata di LAPLACE,

iii) il teorema dell’unicitd della funzione di DIRICHLET generatrice di
una data funzione aritmetica,

si ottiene il teorema senza difficolta.

Occorre osservare a proposito di questa dimostrazione che, a causa di que-
stioni di econvergenza, la dimostrazione ora data é valida soltanto per funzioni
aritmetiche di ordine finito (°); e questo é il caso delle funzioni da noi qui con-
siderate. Con ’ainto di questo teorema possiamo dimostrare il

Teorema 5.4. Sia, per una opportuna costante o finita, Vi(n; f) =
= 0(n"). Allora avremo

n 14
JVolts ) dt =3 Vin; f) + Veuls 1) + 007) .

J=1

Dimostrazione.
Poiché Vy(n; 1) = ¢ "[¢"], dove qui [«] indica la parte intera di z, avremo
dal Teorema 5.3:

(5.5) Viuln $1) = o o=0[e=1V,(0; f) dt,

() Qui per ordine di una funzione aritmetica si intende 1'ordine di grandezza, cio®

lim (log | f(n) |)/log » .

—>



{271 SULLE FORMULE DI A. SELBERG GENERALIZZATE ... 419

e osservando che 0 <<1-—a '[z] <w! otteniamo dalla formula (5.5):

1 n
(8.6)  Viwln; fs1) = [ Vilt; f) dt + O(fe™= 2| Vult; f| dt) =

n 7 n
= [Vilt; f) &t -+ O([e”"="10 @) = [ Vilt; f) & + O@p°).
4] o 0

Ricordando allora il corollario al Teorema 5.1 si ha il teorema cercato senza
difficolta.

V. 3. - La classe di maggioranti Vi .

~ Sia per definizione

(5.7) o = o(f) = —lim (log | Vi(; f) )/log 7.

n—>c

Per le funzioni aritmetiche che prenderemo in esame, la costante « ¢ deli-
mitata inferiormente da una quantitd finita dipendente da k e dalla funzione f;
ge « == - co, allora deve essere, per ogni N >0 arbitrario fissato,

(5.8) Vi(n; ) = 0(n™).
Supporremo in questa sezione che o« sia una quantitd finita.

Introduciamo allora una classe di funzioni maggioranti della funzione
Vi(n; f); queste maggioranti verranno indicate con la notazione V.(n; f).

Definizione 5.1. Con Viy; f) st intende una qualsiasi funzione
(5.9) Viln; 1) =n""(n) ,
con:

i)  « finito dato dalle (5.7);

i) e(n) una funzione lentamente oscillante;

ii)  o(n) tale che sia
(5.10) T {7 | Va(n; 1) |fetn) } =1.

n—ro
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Osservazioni.

Ricordiamo qui che la funzione ¢(n) > 0 si dice lentamente oscillante se

(5.11) lim e¢(Kn)/e(n) =1 per ogni K >0 arbitrario fissato .

>0

I ben noto che la relazione (3.11) vale uniformemente per K in un inter-
vallo (a, b) arbitrario fissato di ampiezza finita; inoltre, queste funzioni sono
caratterizzate dalla rappresentazione integrale di KARAMATA:

(h.12) e(n) = (1 4+ o(1)) exp (j'] R(E) di/(t - 1)),

0

dove h(y) ¢ una funzione lirhitata tale che () = o(1)"
Per queste funzioni si dimostrano senza difficoltd le seguenti relazioni asin-
totiche:

i 7
(5.13) Jtete(t) At ~ e(n) f t~tdt quando a >0,

0 0

(5.14) Jyt“‘lcl(t)(vy — 1) tey(n — 1) df ~ e {n)es(n) f]t“'l(n — )t df

[

quando sia « >0, b > 0.

T possibile dimostrare che, se la costante « data dalla (5.7) & una quantiti.
finita, allora qualunque sia la funzione Vi(xn; f) esiste sempre almeno una fun-
zione ¢(xn) soddisfacente alle condizioni (i), (ii), (iii) della definizione 5.1. Ne-
segue che, per le funzioni che qui considereremo, la classe delle funzioni mag--
gioranti 7, non & vuota.

" Teorema 5.5. Se o, = ou(f) <1 e o, == o,(g) << 1, allora per ogni
Vauln; f) ¢ ogni Vi(n; g) vale la disuguaglianza

! Vontnta (05 frg) l <BA—oty, 1—a,) (1 + 0(1))77?M(77; f)ﬁ:(’]; 9>

dove B(x, y) é la funzione Bete di BULERO.
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Dimostrazione. Sia V,(z; f) =y (), ¢ Valn; g) =n " c{n) .
Allora dal Teorema 5.3 avremo

7
! Tfnr%n*i*l(??; ,f*g) l = I f I/vm(t; f) T’rn(n — [" ,(/) dt l \<\
0

S -+ o) [ Vaults NValn—15 ) At ~ c(mlest)-

7 .
= 7T A~ B — o, 1— e )T m ey () e ()

©

a causa della relazione asintotica (5.14), e il teorema ¢ cosi dimostrato.

Teorema 5.6. Por ogni Vi(n; f) vale la di’suguaglmnza
| Vieal; < (@ + 0(1))?;,»(77; .

Dimostrazione. Dalla formula (5.2) avremo

.’] ) —
A Venlys HI<@ + o) [0 Tyt; f ar

0

e con una facile maggiorazione si ha il teorema.

Osservazione. Da questo teorema si deduce che il massimo ordine
di grandezza della funzione Vi(n; f) non aumenta al crescere di k; questo del
resto ¢ evidente se si osserva che le somme (1/k!) % 8;L* sono le medie integrali
di HOLpER della somma %Sfl . |

Infine, dal Teorema 5.2 si ricava il seguente -
Teorema 5.7. |

im | Vitns 1L |/ Viln; 1) =1,

) N>
e inoltre
i | Vit ) [Vl 1Lm) =1

7]—-)(!7
Dimostrazione. Dal Teorema 5.2 avremo immediatamente

m

(5.] 5) Vk(,?; fLm) e 77174‘,1*]:(77; f) -+ O(Z*};”“j'[ ka(n; f) l)

J=1

14 - Rivista di matematica
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e quindi usando il Teorema 5.6 avremo:

(5.16) Vim; fLm) = g Viln; ) -+ O Viln; 1)) -

Da quest'ultima formula segue subito il Teorema 5.7.

§ VI. - Dimostrazione del teorema principale. Prime conseguenze dell’ipotesi

Vol A - 1) # O(—>) per qualche N finite.
VI. 1. - Conseguenze delle formule di Selberg generalizzate.

Supporremo costantemente in questo paragrafo VI che sia Vi(n; A—1) 5
5= O(n” ~) per qualche N finito; ricordando la (5.8) questo equivale a supporre
che sia:

(6.1) ool — 1) una quantita finita.

Supporremo inoltre in questo paragrafo che, per le funzioni aritmetiche f
in esame, la costante o,(f) sia una quantita finita.

Teorema 6.1. Se S;,€®,, alora si ha
| Voln; )| = 0.

Dimostrazione. 1§ una facile conseguenza del Teorema 3.10 e
e . . #
della definizione di classe G, .-

Teorema 6.2. Sia S, € Gy, - Allora per ogni k>1 esiste un in-
tero m = my, dipendente da k, e una funzione aritmetice f, dipendente da f, ¢ da k,
* . . 37 e
con 8, € Gy, nimar tle che, per ogni maggiorante Vi(n; f1) e Vilnp; A—1)
sia: '

ka(m 1) i < 0(—171:—1(77; fl)?o("ﬁ A—1)) + /e ‘ Vs fe) ] .

Dimostrazione.
Applichiamo il Teorema 4.8 alla trastormazione 8, ;.. che appartiene alla
classe 3y nims @& causa del Teorema 4.6 . Otteniamo cosi la formula del tipo
di SELBERG:

"
(A-pI™ Prpm’ = S/, € @n+m+m',n+m+m' +1°

’ o [leA-mm!
(6.2) Sy mtn' w1+ (b + m) ( h-m'! )
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Passiamo ora daila notazione con le somme & alla notazione per le funzioni V,
con Paiuto del Teorema 5.3. Avremo immediatamente

(6'3) Tfk(,)]: fl Lrn~f—1n’+1) 4«
n

) / Vo (05 (A — 1) L") Viy (g — &5 L) dt ==

0

-/

4 (b - m') (

h-t-m!

= Vi(n; f.) per ogni k>1 intero.
Prendiamo ora m e m' cosi grandi che
(6.4) o (fr) —m' <O, op(d—1)—m<0.

Questo ¢ possibile per le ipotesi fatte su oy (f) alllinizio di questo paragrafo.
Dal Teorema 5.7 segue immediatamente

(6.5) i (foL™) = oty (fy) — m' <0,
(6.6) ool (A — 1) L") = otg(Ad — 1) —m <0 .
Siamo cosi in grado di applicare il Teorema 5.5 ottenendo:

(6.7) | f Via(ts fo L)Vl —1t; (A—1)I™ di] <

. < OMVialn; i L) Voln; (A—1)Lm) .
C-ombinzmdo questa disuguaglianza con la formula (6.3) avremo
(6.8) | Vilys fu D) | < O Vi (s fu T) Vil (A —1)Lm)) +

| Vs f2) |-

Infine dal Teorema 5.7 si pud supporre senza mancare di generaliti ché sia
(6.9) Via(m; fr L") =™ Viea(n; f)y  Volyp; (A—1)Lm) = ynVy(n; A—1).
Ricordando allora la formula (5.16), avremo dalle (6.8) e (6.9):

g Vit f) | < 00 Valns f) +
+ O 1 V(s f) Vol A—1)) + [ Valns f2) |

e si ha immediatamente il Teorema 6.2, con m + m' al posto di m.
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Teorema 6.3. Sia S;€@G,,. Allora, per ogni N >0 arbitrario fis-
sato, esiste una costante K = K(f, N) dipendente soltanto da f e da N tale che

| AVo(n; O < E(f, N) o=t dn| + 007,

uniformemente vispetto a | Ay, per 0 <|dp|[<1.

Dimostrazione. Tt immediata dal Teorema 4.5 A e dal Teorema 6.1 .

VI. 2. - Maggiorazione di 7.

In questa sezione dimostriamo l'importante

Teorema 6.4 (8. Sia S;¢€ (B:m. Allora, per k> 1 ¢ ogni maggiorante
Voly; A—1) con ag(Ad—1) finito, vale la disugquaglionza:

(6.70) | Vicalgs O = 0= Veln; A—1)) .
Inoltre, se og(A—1) = -+ oo, si ha
(6.11) | | Vi )] = 0(™)

per ogni N >0 arbitrario fissaio .
La dimostrazione di questo Teorema 6.4 & ottenuta per mezzo dei teoremi
dimostrati nella sezione VI.1; ¢i oceorrono perd alcuni lemmi preparatori.

Lemma 6.1. Sia S,€@,,. Allora per k>1 ¢ ogni Vilns; f) vale la

maggiorazione

| Vs 1) | < OVl IDMED) -

Dimostrazione.
Poniamo per semplicith Vi = Vi(n; f), e Ty, == Vi(n; f) . Dal Teorema 5.1
avremo allora V; = Vig— V. Per il teorema dell’incremento finito segue

di qui: per ogni ¢ >0 esiste un En<é<ny + g, tale che sia
(6.11) 0| Vi & HH— V(& ] =] AVi| = O0(Ve) -

) Questo Teorema 6.4 ¢ valido indipendentemente dalle ipotesi formulate all’inizio
del § VI. :



[33] SULLE FORMULE DI A. SELBERG GENBERALIZZATE ... 425
Dimostriamo ora il lemma nel caso & =1. Avremo dal Lemma 6.3

(6.12) | Val&; 1) — Valn; )] < Olon™) + 0t~

per ogni N >0 arbitrario fissato. Dungue avremo di qui e dalla foi‘mula (6.11):

(6.13) | Vo| < Olon=1) + O(V4fo) + O(n~™)

per ogni N arbitrario fissato. Posto allora ¢ = (5~"1¥;)1/2 si ottiene il lemma
quando k=1, prendendo N abbastanza grande.

Dimostriamo ora il lemmsa per induzione. Dalla formula (6.11) ricaviamo,
ponendo k-1 al posto di %,

(6.14) | AViey ] = O(0TVims) se k>2,

2

e di qui si ottiene | Viy| = O(c Vi) -+ O(Vifo), e ponende o = (Vy/V;o)'/®
avremo la formula ‘ T '

(6.15) | Vi | = O(Tia o)1) .

Supponiamo, per 'ipotesi di induzione, che sia

(6.16) | Vs | < 0((,771—1}7;;1)1/1;) .

~

Tenendo presente la (6.15) avremo allora per ogni V,_,:
(6.17) | Vs |- (] Vimy [/ Vgm0 4D (gt P 114D
Supponiamo ora, in contrasto con il risultato espresso dal lemma, che sia:

1“1‘1;{ ’ Vi I/(7771—’1'17;i)1'/(k+1)} = + oo,

n—>

Posto per semplicith Ty == (-1 75)1/0+D esigterd allora una funzione
o(n) = 4+ oo tale che sia (?) V

(6.18) N | V| [(Thotp)) } =1,

n—>c0

(") Per quanto riguarda I'esistenza della funzione o(#), vedi le osservazioni alla defi-
nizione 5.1.
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¢ inoltre
(6.19) o(n) = c(n),

con b costante non negativa, e ¢(n) una funzione lentamente oscillante.
Allora, se {7’} ¢ una successione tale che | Vi-s(n'; )| ~ Ui o('), dalla
(6.17) si ottiene che per ogni V,_, si ha:

(6.20) lim Vied/(Tilo(n))2H/E1) >0 .

D’altra parte, dalle formule (6.18) e {6.19) segue che esiste una particolare
maggiorante 1., che ¢ uguale proprio alla funzione U, o(y) (vedila def. 5.1 di
maggiorante V); per questa maggiorante la (6.20) ¢ un assurdo, a causa di

o(n) = -~ co; poiché questo risultato & stato raggiunto per mezzo delle ipotesi:
A) il lemma ¢ vero per il valore k—1,
B) il lemma & falso per il valore &,

si ha il passaggio di induzione dal valore % —1 al valore k. D’altra parte, ab-
biamo gid dimostrato che il lemma é vero quando k =1, e quindi, per in-
duzione, resta completamente dimostrato.

Lemma 6.2. Sia 8, € G, ¢ sta ancora, per un k fissato, k > 1
(6.21) lim | V(s £) | /o1 V5T g5 A—1)) = -+ oo
'I]——)(D

. o . " g ; . Ny . v v *
Allora esiste un intero m e una funzione aritmetica f. con S; € Gy ypongmir
tale che sia

(6.22) tim | Vi(ns f2) | e Vo7 A1) = + oo
7+ @
Osservazione. I& su un lemma analogo a questo che si basa la di-

mostrazione del teorema principale; in esso al posto della (6.21) si considera il

nel Lemma 6.2 ¢ pit facile da risolvere, ma riteniamo interessante il processo
con il quale dal L.emma 6.2 si ottiene il Teorema 6.4, processo che impieghe-
remo anche nella dimostrazione del teorema prinecipale.

Dimostrazione.
Dal Lemma 6.1 e dal Teorema 6.2 ricaviamo la maggiorazione:

(6:23) | Vil 1) | < O((Volns A— D)= Tl f)H150) +

-+ ! l Vi(n; 12) l ’
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con S, € Bt mmrmer - Supponendo falsa la (6.22) avremo intanto

= 0 Vg™ gy A—1)).

(6.24) 7] Vil fo)

Dalla (6.21) segue che esiste una funzione o(n) — -+ oo tale che sia (¥)

(6.25) lm| Vi(y; f) | [V A—1a(n)) =1,
53— g
(6.26) a(n) =n° e(n),

con ¢ costante non negativa, e ¢() una funzione lentamente oscillante. Allora,
se n' & una successione tale che : ’

| Vily's ) |~V s A—1)a(y')
ricaviamo dalle formule (6.23) e (6.24):

(6.27) lim Valy'; fu)/ ™ V™ y's A—1)(o(n")®01E) >0 .

7l
D’altra parte, dalle formule (6.25) e (6.26) segue che esiste una particolare
_maggiorante V.(#; f,) che & uguale proprio alla funzione #*1V;**(5; A —1)a(n)
(vedi la def. 5.1 di maggiorante V); per questa maggiorante la (6.27) & un as-
surdo, & causa di o{y) = - co e quindi il lemma & dimostrato.

Possiamo ora dimostrare il Teorema 6.4 come conseguenza dei Lemmi
6.1 e 6.2.

Supponiamo che la relazione (6.21) del Lemma 6.2 sia verificata per un &
fissato > 1. Allora avremo imm ediatamente da questo lemma, per induzione,
che esiste una successione di trasformazioni

{ Sf,} y o e0n S, € Guimn—1tmtr
per le quali

(6.28). lim | Valn; £) | jo" 2 Vi 5 A—1)) = + oo.

17—

(8) Per qu anto riguarda Desistenza della funzione o(5), vedi le osservazioni alla defi-
nizione 5.1.
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Draltra parte dai Teoremi 6.1 e 5.6 segue senza difficolta che

(6.29) Vs f) = 0@

Dalle (6.28) e (6.29) avremo allora

(6.30) htm,—1>n—2 -+ m, +r—(k + Dopld—1).

Infine, per ipotesi era ay(4—1) una quantita finita; la disuguaglianza (6.30)
¢ allora evidentemente impossibile per » abbastanza grande. Ne segue che &
pure impossibile la relazione (6.21) quando % >1; con questo é dimostrata
la prima parte del Teorema 6.4 quando % > 2. Se & == 1 , avremo dal Lemma 6.1
¢ dal Teorema 6.4 con % ==2, ’

| Volrs 1) | <O =1V itn; A—1))12)

e quindi il-Teorema 6.4 ¢ valido anche per k== 1. Tl caso ay(d —~1) = i 6o s
risolve poi senza particolari difficolté con 'aiuto della formula (6.3). Ricaviamo
infatti dalla (6.3): :

se op(d—1) = + oo, allora per m' > oy (f,) si ha

(6.31) o(f) — (m + m' + 1) > min (o (f;) — m’;5 oulfa)) .

Be oy—i(fy) == -+ oo, dal Teorema 5.6 avremo oy(f;) = + co. Se al contrario
o-1(f) & una quantitd finita, e cosi & anche af,), presi m e m’ sufficientemente
grandi si ottiene:

esiste S, € Gpiptminimini+1 DT c

(6.32) w(fi) =m +=m 1 -+ lf,).
Dalla (6.32) ricaviamo per induzione che, se o (f;) & finito mentre oy(d —1) =

. . . ¢ * .
= - oo, allora esiste una successione {ASfr} con Sfre(Bh_Hnr,,,_H,nfM per la
quale

(6.33) oa(f) = m, +r—1 + alf,) .
Infine, per la (6.29) deve essere
(6.34) wlf,) >1—m,—h,

e quindi dalla (6.33) otteniamo o(f,) >+ — h. Poiché » & arbitrario, si ha
ox(f1) = + oo, e la dimostrazione del Teorema 6.4 & cosi completata.
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Ricordiamo qui che il Teorema 6.4 ¢i da informazioni sulle funzioni V(n; f)
con Sy€ (5;," indipendentemente dalle ipotesi fatte all’inizio di questo para-
grafo VI; la parte data dalla formula (6.11) prende in esame il caso in cui
oA —1) oppure o (f) sono uguali &4 - co.

?

VI. 3. - Maggiorazione di !p Vols; f) dt.
n

Teorema 6.5. Sia 8,€@®,,. Adllora avremo per 3<ny < 27:

n’ . o
| [ Volt; ) dt] < Oa—Tom; A—1)).
7 -

Dimostrazione.
Dal Teorema 5.4 si ricava

2 i
[ Volts Hat =3 Vilg; P + Vialn; f51) + 0@~ 5"+
0

i=1

per ogni ¢ >0 fissato. Dal risultato elementare di R. Breuscm [2]:
w(m) = + O(z/(logx)°) con ¢>1/6—¢

(vedi a questo proposito il paragrafo I), avremo intanto

(6.35) | (A —1)>1/6.

Ora, se S;€@®,,, si vede facilmente che esiste una costante « tale che
88, — a8y € By 41nsn - Ma allora ne segue facilmente, usando il Teorema 6.4:

(6.36) C Vealps f51) = a + 0GPV s A1)

Se ora prendiamo, ad es., k¥ = 7, il termine O(...) della (6.36) & o(y™1V(x;
A-—1)), e quindi per il Teorema 6.4 si ottiene la formula asintotica

7] .
(6.37) [ Volts Hdt = a + 0G=TVin; .A—1)),

0

dove a & una costante opportuna.'E immediato il Teorema 6.5 da questa for-
mula (6.37). ”
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§ VILI. — Completamento della dimostrazione del teorema principale.

VIIL. 1. - 1l processo fondamentale di induzione.

Per dimostrare il Teorema A, che dimostreremo nella forma
(7.1) Vol; A—1) = O(n~*) per ogni N >0 arbitrario fissato ,

ci appoggeremo sul seguente
Lemma fondamentale.

Sia S, € B,,, sia a(d—1) finito, e sia

(7.2) im | Volp; £ | /" Vo(n; A—1)) >0,

n—ro
; e 27 O F 3301 ) » (i y @ . PO Y. o *
Allora esistono m e la trasformazione S, con S, € Gyypinimir t0le che

(7.3) HIE| V(s fa)

n—ro

/(,}7n+m VU(W? /1 e 1)) > 0.

Dimostrazione.
Applichiamo il Teorema 4.10 (la disuguaglianza fondamentale) alla trasforma-
zione S, ,.'. Allora esiste una funzione aritmetica f, con 8, € Gt
per la quale

sntmtm! +1

hd-m -/
” v e ) T i
(7.4) 1 Spmemterl +8, 1] <( 1-+m

> (')’IZ -4 1)81,'"‘ Slll,m’ 1 t - 0($L"+’"I).

Ora un calcolo analogo a quello svolto nella dimostrazione del Teorema 4.10
ci da:

posto F(z) =| Y fi(n) (log n)™ |, si ha

n<e
(7.:") SL’” l Sfle'l I = zlogm ’IL‘F(.'E/’)L) .
) n<r
Infine avremo
n+1 i
(7.6) log™ n - F(w/n) < [log™t- F(w/n) dt =
n+1 : n+1

= [log™ t- F(aft) d¢t + [log™t- (F(w/n) — F(wft) dt .

n n
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Clome nella formula (4.27) si ottiene una disuguaglianza

(7.7) | F(z)— Fy) | < 3 f(a),

1T<g=y

dove f & una funzione aritmetica opportuna tale che S;€ B,iprnaps - FrOCE-
dendo come nella dimostrazione della disugnaglianza fondamentale, otteniamo
infine:

(78) SLm l R [le/ 1 l S flogm i. l Sfan'I ({I;/t) , di + O(:’EL'H'"”) .
1

Passando dalla (7.8) alle funzioni ¥ con la trasformazione # == ¢, avremo
la disuguaglianza

(7.9) ) l 170(77; f L,n'+mr+1) £ ]70(77; ) [ <
] n
1 Y .
< (' :’_’:}‘n"' ) (m £ 1) [ g—0)m| Volts fo Iy | dt + Opprn'y
1]

Per la formula (5.16), otteniamo dalla (7.9)

i

) (m -+ 1) / (g —t)™ ' | Vo(t; fo) | dt -~

o

h+m-+m'
n+m! 41 V’ . <
R TN TE (A

— Y -
00 Toln; 1)+ O (p— 0" =3 To(ts f) di) + Ol+) +

o
+ l Vo(n; 12) l ’
e ricordando la relazione asintotica (5.14) avremo, quando m' > «(f),

7

(m 1) [ gty 90| Vofts f2) | a +

e htm-+m’
(7.20) gL Vol fl)!<( ' )

I4+m

0

+ ] Valns ) | + 06Vl 1)) -+ Ol .
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Ora dal Tecrema 6.4 avremo

(7.11) tim | V(s fu) | /0" Vo(n; A—1)) < -+ oo,

y—ro

Dalla formula (7.11) e dall’ipotesi {7.2) segue quindi che esiste una maggiorante
Von; f,) ugnale a ¢,*Vy(n; A—1) per una opportuna costante ¢,: .

(7.12) Von; f1) == ey Vo(y; A —1), con ¢, >0.
Sceglieremo allora come maggiorante V,(y; f) Ia. maggiorante definita
dalla (7.12). ‘

Consideriamo ora l’integrale

147

(7.13) ; f} Vo(u; fu) | du .
t
Se Vo(u; f) non cambia di segno in (¢, ¢ -~ 1), allora dal Teorema 6.5 avremo
142
(7.14) f{ | du = O(t" Wit A—1)).

Supponiamo al contrarioc che Vy(u; f,) abbia almeno un cambiamento di
segno in (¢, t + A).

Poiché ora la funzione Vy(y; f;) non pud avere salti di discontinuitd su-
periori a O(¢™ ") (infatti si vede senza difficoltd che se S, €-®,,. allora dobbiamo
avere f(m) == O(m'?), ne segue che esiste un punto &, cont < &< ¢ + A, per
cui

(7.15) | Vol&5 )| = 0™ .
Siano ora u e v due numeri per i quali
(7.16) I<é—rv<<éEFpu<<t+ 4.

Allora avremo

’EY) Z—v EZ4u t+2
(7.17) f{ olw; fr) | du = J f»}_f [ Volus fu) | du <
1 E~v E4p

_ Edp
< (A—(u + ) + o(IN)Volt; fi) + fl Volw; f1) l duw .

iy
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D’altra parte dal Teorema 6.3 avremo
! Vol fo) — Vol&; fo) } < K(f,, Ar)unnl l W — é_l + Ou™)

quando &£ —rv<<u<<& -+ p e p+ v ==0(1), da cul si oftiene

s

s L4 E-tp

(7.18) ( ] Vo(u; fu) | du < “ Vo(u; f) — Vo(&; fo) | du -+ “ Vo(&; 1) | du <

E4 e
<o) f] w— &l du -+ O(™) + 0(de™ ) =

=0(t" ") u -+ »)* + 0@

quando A = O(l). Dalle ma.‘ggiomziohi (7.17) e (7.18) segue allora
Y

(7.19) , ji Volus fo) | du <

t

< (A—(u -+ ) 4 o@)Polt; fr) + E(p + )2 "7 + 01,

quando Vy(u; f;) ha un cambiamento di segno in (¢, ¢ -~ 1), e inoltre 1 = O(1);

nella (7.19) K indica una costante opportuna dipendente da f; e da &, e N &

un numero positivo arbitrario fissato. Infine p e v devono soddisfare alla (7.16).

Ne segue che la quantitd x + » & a nostra disposizione, purcheé sia p + v < 4.
Se allora N ¢ sufficientemente grande, e’ )

(7.20) L= T f), A =0(1),
ponendo nella (71.9)
w v = (12Kt V(t; fo)

avremo la maggiorazione

t4+2 — —
(7.21) f[ Vo(ws fu) | du <1 + o(1))Vo(t; f)(A— (1/4E)HVo(i; f1))

t
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quando Vo(u; f;) cambia di segno in (¢, ¢ + 1) . Se V(u; f,) non cambia di segno
in (¢, t + A), vale la maggiorazione (7.14):

t4-4

(7.147) f | Volus f1) | du < Ht1Vi(t; A—1)
: ‘

per una opportuna costante H.
Per la (7.12), possiamo supporre Vo(n; fi) = ¢; n"1Vo(n; A —1). Poniamo
allora
(7.22) M =max (1/K; 1/4K + H/c}),
(7.23) A= M=V (t; f,) = Me,Vo(t; A—1).
Poiché Vy(t; A—1) =0(1), la (7.20) & soddisfzitta-, e dalle (7.14") e (7.21)

avremo finalmente, qualunque sia il comportamento di Vo(u; f,) nell’intervallo
@, t -+ 4),

t4A
(7.24) ﬂ Vol fo) | du <1 +0(1)) x 4 Volt; f1),

con
y =max (H/(Mc); 1 —1/HK M) <1,
L == A1) = Me, Vo(t; A—1) = M1V (t; f,) .

Dalla maggiorazione (7.24) avremo allora senza particolari difficolta, se V,(%; f,)
¢ dato dalla (7.12),

4 n —
(7.25) f (—t)m ' | Vo(t; fr) | At < (1 + o(1))y f (n—0)™ V(5 fr) At

per un opportuno y <1, indipendente da m e da m'. Ora, se m' > o4(f,), dalla
formula (5.14) segue

7
(7.26) f(77~t)’" " Vo(t; fi) @ ~Bim +1, m' +n—ay(Ad—1)).
[}

AP o f)
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(dove B(x, y) ¢ la funzione Beta di E SULERO), a causa di og(f,) = oA —1)—
—n 1.
Draltra parte, fissati m, h, n e oy(A-—1), vale la relazione di limite:

(7.27) lim I

’H —*)wl

h4-m-+-m'
( Lem )“" + 1)Bm + 1, m' + n— op(A—1)) }:] )
Sia allora m’ cosi grande che m' > ay(d—1) e

(1.28)  y- <l( ”me)(m +DBm +1, m' +n—oy(d—1))< 4 < 1.

14-m

Cio ¢ possibile, per 1a (7.27) e poiché 1a costante 7 << 1 risulta indipendente da m
e da m’. Supponiamo ancora m > uy(A — 1), ad esempio m = [oto( —1)] -+ 1.
Avremo allora dalle formule (7.28), (7.26), (7.25) e (7.10):

(7_29) 77m+m/+1! Vo(77§ fi) ’ <ZI,'71)H-)N/+1 170(77; fl) + l 170(775 fl)l + 0(77n+nu)’
dove Vo(n; f1) = ¢, 9"~ Vo(n; A—1).

Infine, avevamo scelto m > o A—1). Con questa scelta, avremo g =
== o Vo(n; f)) & causa di og(fy) = og(Ad—1) — n -+ 1, come si vede
dalla (7.12). Se poi { 7' } & una successione per Ia quale | Volo's fu) | ~

~ Von'; fu), avremo dalla (7.29) e dalla formula 7, o5 1) = etV A —1):

(7.30) Von's f2) = (1 + o(1))(d e o'y A—1);

poiche infine si ha §, € B, Fmetmlyntmamy s OUteniamo dalla (7.30) il lemma fon-
damentale, con m -+ m’ al posto di m .

Osservazioni alla dimostrazione. Il processo di maggiorazione usato
[
per lintegrale f ¢ una modifica del procedimento di A. SELBERG [6], perfezio-
i
nato da I8. M. WricHr [8]. Si vede bene qui Uimportanza dei due parametri

interi arbitrari m e m/, la cui introduzione ci sembra di un certo interesse.

VIIL 2. - La dimostrazione del teorema.

Supponiamo che sia (4 — 1) una quantita finita. Poniamo nel lemma fon-
‘damentale f, = —1. Poich¢ 8, _, € B},, la (7.2) & evidentemente verificata
e con essa le ipotesi del lemma fondamentale. Ne viene immediatamente per
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induzione che esiste una successione di trasformazioni { §, } con
r

. ‘
S/,E(Bhr.h,-yr—u f1 =/A—1 s
per le quali si ha

(1.31) tim | Vo(n; £ | [0+ V(n; A—1)) >0.

e
Dalla (7.31) segue immediatamente la disuguaglianza

(7.32) olf,) <og(A—1) + 2—h,—7r.
Ricordiamo ora il Teorema 6.1. Ne ricaviamo la disuguaglianza
(7.33) : op(fy) = 1—hyy

ed infine dalle (7.32) e (7.33) si ottiene o/ — 1) = r— 1. Poiché r & arbitrario,
si ha un assurdo con l'ipotesi o4 — 1) finito. Ne segue op{sl —1) == 4~ oo,
da cui Vy(n; A-—1) = O(@~") per ogni N arbitrario fissato. Ricordando la for-
mula (5.1), il Teorema A & completamente dimostrato.

Il Teorema B ¢ infine una conseguenza immediata dell’ultima parte del
Teorema 6.4 . ‘

VII. 3. - Osservazioni finali.

1 possibile modificare 1a dimostrazione ora data del Teorema A in modo da
ottenere un risultato del tipo seguente: '

(7.34) ' (@) = x -+ O(z exp (— h(®))),
con una esplicita funzione A(x) per la quale

(7.35) lim{ h(z)/loglog @} == 4 co.

2>

Dovrebbe inolire essere possibile generalizzare i risultati ora trovati al caso
dei « Primzahlsatz astratti», in particolare al caso del « Primzahlsatz » per
le progressioni aritmetiche. '

Di notevole aiuto nella dimostrazione & stato il formalismo di 8. A, AMITSUR,
che permette di chiarive la struttura delle formule del tipo di SELBERG; inoltre
T’idea di introdurre il cambiamento di variabili # = e” che porta a considerare
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le funzioni V, risale a E. M., WrIeHT [8]; sembra perd nuova la considerazione
delle funzioni ¥V, nella loro dipendenza dal parametro intero k. Sembra nuova
anche l'idea, che ha un ruolo essenziale nella dimostrazione, di lavorare sulle
funzioni fL™ invece che sulle funzioni f; questo permette di maggiorare in
modo utile V, per mezzo di V,, e permette inoltre di conservare l'eifetto di
« riduzione dell’integrale » del fattore y del § 7.

I’idea di usave la disuguaglianza

(7.36) | Pa— S5y ooy — 8 n-1) | <8,

_risale, per n =2, ad A. SELBERG [6]. A questo proposito ricordiamo che ab-
biamo definito « sorprendente » la maggiorazione (2.5). Infatti, a giustificazione
di questa affermazione, osserviamo che dal Teorema B si ha senza difficolta
(737) Pn(— S/\ g eeey '——SAanl)l ~ Qpl
per una opportuna costante a,, ed essendo invece

(7.38) 8,1 ~nalogia,

riteniamo di grande interesse che la disuguaglianza (7.36) possa condurre ai
Teoremi A e B.
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8. N. SRIVASTAVA, On the order and type of integral functions. Riv. Mat.
Univ. Parma (2) 2 (1961), 265-280.
The statement of Theorem 2 of « Section I» is:

If f,(2) = % a, 2" and f,(2) -

n

> ba 2" be integral functions of regular growth
=0

«©

and of finite orders py, p, Tespectively; then the function f(2) == ¢, 2% where

n=0

tog {1/]ex] } ~ [V/log {1][ e} - og{ 1[0} |,

8 an ‘integf'al function of regular growth and ovder g, such that

\/91 Q2 = 0 .

The conditions «|a,fa, .|, |b,/b,.,] and |e¢,fe,.,| are non-decreasing
functions of n for n» >, », should be added in the statement of the above
theorem. :

Without these conditions the order ¢ of the function f(z) need not

necessarily be equal to V4 01 02 -
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