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Aipo BELLENTI MORANTE (¥

Influenza della temperatura sulla diffusione

dei neutroni nei reattori nuecleari omogenei. (**)

1. - Intreduzione. -

Di notevole importanza pratica sono gli effetti delle variazioni di tempera-
tura nei reattori nucleari: in generale tali variazioni influenzano il valore di
un determinato numero di grandezze caratteristiche in modo tale da aumen-
tare la sicurezza di funzionamento dei reattori stessi ([1], pag. 339; 23,
pag. 482) (1). 8i puod cioé affermare che, se lo stato di funzionamento di un
reattore (inizialmente stazionario) vienme portato in condizioni non stazionarie,
Veffetto della corrispondente variazione di temperatura & di riportare il si-
stema nelle condizioni iniziali. Come esempio possiame citare il reattore omo-
geneo a neutroni termici HRE del laboratorio di Oak Ridge ([3], pag. 827),
oppure il reattore a neutroni veloci di Los Alamos [4]: in tutti e due i casi i
fenomeni relativi alle variazioni di temperatura contribuiscono in maniera
notevole alla stabilith, di funzionamente.

In quanto segue ci proponiame di studiare gli effetti delle variazioni di
temperatura sulla densitd di neutroni termici in un reattore omogeneo il cui
volume V non dipende dalla temperatura a causa di opportune particolaritd
costruttive. Vedremo come & possibile, trasformando convenientemente lo

(*) Indirizzo: Istituto Matematico « Ulisse Dini», Viale Morgagni 673, Universita,
Firenze, Italia. :
(**) Ricevuto il 22-1-1962. . ;
. Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivity del Gruppo di ricerca N. 7 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R. per I'anno 1960-1961.
(*) I numeri in parentesi quadre si riferiscono’ alla Bibliografin posta al termine
del lavoro.
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equazioni alle derivate parziali cui obbediscono densith neutronica e tempera-
tura, ricavare la temperatura e la densitdh medie in funzione del tempo. Il me-
todo che useremo & diverso da quello tradizionale, che considera il reattore come
un tutto che interagisce con ’ambiente esterno per mezzo di un sistema di raf-
freddamento ([2], pag. 603), e permette di ricondursi allo studio di una equa-
zione del tipo: AN (P, 1) = O0N,/ot;, ove t, & una variabile funzione di ¢ conve-
nientemente scelta, N,(P, {,) essendo legata in modo semplice alla densitd
neutronica N(P, t).

Consideriamo dunque un reattore omogeneo di volume V (indipendente
dalla temperatura), limitato da una superficie generalmente regolare > ; detta
N(P, t) = N(», ¥, 2, t) la densith di neutroni termici, vale la seguente equa-
zione alle derivate parziali ([1], pag. 101); ‘

10N

M ANP, ) — S oN(P, ) + QP ) = 5 o

Nella (1) @Q(P, t) & il termine «sorgente di neutroni termici» che proviene
dal rallentamento dei neutroni veloci di fissione, v & la velocita media dei neu-
troni termici e D ed S sono rispettivamente il coefficiente di diffusione e la se-
zione macroscopica di assorbimento relativi a neutroni termici.

Avendo indicato con T la temperatura media del reattore, & possibile mo-
strare che, in condizioni di equilibrio termico, vale: v = costante \/ T ; anche
8 e, in misura molto minore, D dipendono da T, tramite ».

Supponiamo che il reattore funzioni in condizioni molto prossime a quelle
stagionarie: in tal caso indicato con N (P) la densitd stazionaria di neutroni
termici, possiamo supporre che | N(P, t) — N (P) |« N,(P) (condizione di quasi-
stazionarieti).

Nelle ipotesi specificate & lecito esprimere v, S e D in funzione di 7 come se

i . d . .
il sistema fosse in equilibrio termico. Pili precisamente la T T(t) & molto mi-

nore della rapiditdh con cui le velocity dei neutroni termieci assumono una di-
stribuzione maxwelliana relativa alla temperatura T(?):

4 .
dn = \7_[%3”"’ e 3 du ([2], pag. 210)

24

(dn & il numero di neutroni con velocitd il cui modulo ¢ compreso tra v e v -+ dv,
f = M/2KT, M essendo la massa del neutrone e K la costante di B OLTZMANN),
a partire da uno stato in cui essi non sono in equilibrio termico con Iambiente
([5], pag. 386). 4
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In conclusione dunque, dafo che alcuni coefficienti della (1) dipendono
da 7T(t), & necessario studiare la funzione T(P, t), temperatura assoluta (in °K)
per ogni Pe V.

Acceniamo al fatto che anche il termine Q(P, t) dipende da 7T, come nel
seguito metteremo in evidenza.

2. - La temperatura media.

La temperatura T(P, t) soddisfa la seguente equazione alle derivate par-
ziali [6]

or

2) pAT(P, 1) + A(P, 1) = =

per PeV e t>0.
Nella (2) p & il coefficiente di diffusione del calore nel materiale di cui ¢ co-

struito il reattore ed A(P, #) rappresenta la distribuzione di sor genti di energia
termica dovute alle fissioni.

Alle (2) va aggiunta la condizione iniziale:
(3) . TP, 0) =T, (P) per PeV,

ove T'((P) ¢ la distribuzione stazionaria di temperatura nel reattore.
Per quanto riguarda la condizione sulla superficie » (di normale esterna n)
supponiamo che valga ([6], pag. 17):

n-grad T(P, 1) =— g, (P) per Pey,

ove g,(P) & una funzione positiva, di cui fra breve diremo.

Riunendo la (2) e la (3) e tenendo presente che vale A(P, t) = m@S)N(P, t),
ove m = m' 8,8, S, essendo la sezione macroscopica di fissione, m' una
costante di valore opportuno, il rapporto S,/S essendo sensibilmente indipen-
dente da T ([8], pag. 641) (2), si ottiene il sistema:

or ‘
HAT(P, 1) -+ mogSeN(P, 1) = % per PeV e >0
(4) T(P, 0) = T(P) per PeV
n-grad T(P, t) = — g (P) per Pey e t>0.

.

(®) Come fra poco mostreremo, vale v(T)S(T) = 1,5, = costante.
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- Integrando la prima delle (4) nel volume V, dividendo per. V- ed applicando
v . : . 3
il lemma di GREEN (s‘upp'osbo‘ lecito lo scambio degli operatori 5 © f dV)

si ha: 14

— d
(5) '%fwgradeE + mvy 8, N(t) = - T (8),

=

ﬁ(t)":%fN(P, 4 av, T(t) = %f T(P, t)dV .

Dalla (5), facendo uso dell’uliima delle (4), si ricava:

@ o Ly eSO — Hy
ove:
M A, =%[gs (P)d3.

-z

Alla (6) va aggiﬁnta la condizione iniziale che si ottiene dalla seconda
delle (4):

(6" ) = / TP, 0)dV — T, .

4

-t

Si & cosi ricavata una equazione differenziale ordinaria del primo ordine
nella funzione incognita 7(t), con la condizione iniziale (6').

3. - La demsita neutronica media.

Per determinare la densitd media di neutroni termici N(f), procediamo
in modo simile a quanto gid fatto per ottenere 1'equazione (6).
Nell’ipotesi della quasi-stazionarietd della densith neutronica & possibile

porTe:

®) QB, ) = 3 M(T)o(T) NP, 0,
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ove la funzione .M(7T) dipende anche dalle carattemsuche geometrlche del

reattore ([1], pag. 197).
La (1) diviene cosi: ‘

- . 19N
9 - o(TVAN (P, 1) + = [M(T — 8(D)] (TN (P, t)_‘ﬁ 5
Integrando la (9) nel volume ’V, applicando il lemina di GrREEN, Asuppoétb

9
ancora lecito lo scambio dei due operatori 5 © / ... dV e, tenendo presente che

suS vale: n-grad N(P, 1) = N(2, 0)/2D ([2], pag. 199), si otticne:
(%TV(t) = o[ M(T)— S(T)]— = f NP, t)dY.
Posto: “

si ha la seguente equazione per :}a‘,’_fun_kzi\oge( incognita N (t):
d_

- (11) 3 X0 =o(T)[HU(T)— & ]Nt)-—v(T)Z(t)

cui va aggiunta la’.condizione iniziale:

(12) A - FO) = %“‘f"N(P,‘ 0y AV = T,

\4
4, -« Il sistema demsitd media - témperamra media.
Riunendo la (6), la (11) e le condizioni iniziali corrispondenti (6') e (12),

gi ottiene il sistema:

N(t) = o(T)[M(T)— 8(T) ]N(t)——'u( VZ(t), N(©0) =N,
(13)
£ T(t) = mw SN (t) — H,, A . T(Q) =T,. .
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Prima di precisare le espressioni delle funzioni di 7T che compaiono nel si-

stema (13), ¢ utile considerare la forma che il sistema (13) stesso assume quando

N(t) ed T(t) hanno rispettivamente i valori stazionari ¥, — %, f N, (pP) dV,
¥

T, = 7 f T(P)dV, quali si deducono dalle equazioni stazionarie corrispon-

J ,
denti alla (1) ed alla prima delle (4).
Per quanto rignarda N, & facile vedere che si ha:

(14) .0 =o(T)[M(T)—S(T)H]N,—v(T,)7Z,,
ove:

17
(15) Z, =55 / N(P)dS.

>
Ricordando che, tramite M, compaiono nella (14) le caratteristiche geome-
triche del reattore, la (14) stessa risulta essere I’equazione critica del reattore
in questione.
Analogamente, se T',(P) & la soluzione del sistema stazionario:

uA T(P) + mu,S, Ny(P) =0 per PeV
(16)
n-grad T, = — g{P) per Pey ,

con il solito procedimento di media si ottiene:

(16") 0 =mv, Sy N,—H,,

ove, ricordiamo:

(17) H, =% [ g.{P) d3.
)

Notiamo che la funzione g,(P) compare anche nella condizione su » rela-
tiva al sistema non stazionario (4); si suppone cioé che in condizioni non stazio-
narie il flusso di energia termica verso Iesterno del reattore resti quello relativo
alle condizioni stazionarie.
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Riunendo la (14) e 1a (16'), si ha il gistema stazionario corrispondente al (13):

0 = QJ(TJ[]V[(Ts) e S( Ts)]ws - ’v(Tl)Z
(137
0 = mv, 8 N,— H,.

Le funzioni di 7(t) che compaiono nel sistema (13) hanno le espressioni
([1], pag. 339):

S — SOT“”Z , 8, = S(T,)T;Hm
(a) v = L

M = A8(T)T",
ove:

(@)  «=BYDS.E,
(a") A =L exp. (— Br,)T7e.

Dalle (a) notiamo che »S = v,8,, come gid annunciato. Nelle due prece-
denti 7, & ’etd dei nuetroni a temperatura T, k ¢ « il fattore di moltiplicazione
infinito », > la sezione macroscopica di scattering elastico, & il decremento lo-
garitmico medio dell’energia dei neutroni durante il rallentamento e B una
costante dipendente dalle caratteristiche geomsetriche del reattore (geometric
buckling) (per es. nel caso del reattore sferico B? = (n/R)?, R essendo il raggio
del reattore stesso, distanza di estrapolazione compresa). Notiamo che nella (a')
compare il prodotto DY , che pud ritenersi sensibilmente indipendente da T,
dato che D o~ costante/Y e che D stesso dipende dalia temperatura in modo
molto meno critico di S e di v ([1], pag. 339).

Per mezzo delle (), i sistemi (13) e (13') divengono rispettivamente:

N(t) = 08 AT — 1IN (£) — v, T2 (8)

(18) ,
T@t) = moeSoN(t) — H, ,
0 = vS[AT; — 1N, — v, T42Z,
(187)
0 = mvoSN,— H,,
e dN 3 a7
ove N = Fnl = 5
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Supponiamo ora che le condizioni ‘iniziali relative alla v(i)‘ soddisfino le se-
guenti relazioni:

(19) 0 < Ny(P)— NyP) < N.(P),

per ogni punto P appartenente a V oppuré a .
Dalle precedenti si ricava:

(19,) O<NOMFS<{.W;‘-

Dal sistema (18), tenendo presente le (18", & facile vedere che il lim ~l\"f(t)

t—0

tende a zero se N, > N,. Un’osservazione analoga vale per il lim T(t). Segue

t—>0

che, se le condizioni iniziali soddisfano le (19), N(t)|,., e T() (t) ], -, sono molto
vicine a zero e quindi N (¢) e T'(t) sono per ¢ — 0 lentamente crescenti, o decre-
scenti, col tempo. Pertanto, almeno per un inter vallo di tempo suﬂimentemente
piccolo a partire dall’istante iniziale, ¢ lecito porre: ‘

(20) N@) =f¢) + V., T =wi) + T,

ove:
]f(t)] <WS7 Iw(t)l<<T,.

- Dal sistema (18) si ottiene:

10 = vSof{ A[T, + 0O — 1}, + 0] — 0T, + w2 [Z, + 2(0]

(1)
W(t) = moeS [N, + {(t)]— H
ove:
22) ) = 20)— 7, = 5. | [N(P, 0— NP)]as.

3

Dalla seconda delle (21), ricordando la seconda delle (18), segue:

(23) wW(t) = mueSef(t)
ossia:
(24) w(t) = mv,S, f}(t) dt

dato che w(0) =7, — T, =0.
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- Sviluppando invece il secondo membro della prima delle (21), trascurando
i termini dell’ordine di f2(t) in confronto a f(t), quelli del tipo w(t)f(t) in confronto
a w(f)N, e tenendo presente la prima delle (18'), si ottiene:

25) 1) = af(t) + buw(t) — v, T(2) ,

ove:
a = 9,8 [AT; —1] =2, T%Z,/N
) b =LA ST T — 2 2,7%
T 07T g Tt

o

La costante b &, per i reattori di dimensioni usuali, minore di zero ([3],
pag. 823).

5. - La funzione f(1).
Per risolvere I’equazione (25), & necessario caratterizzare meglio la fun-
zione 2(¢) che vi compare, ricordando che la (25) ¢ valida in condizioni quasi

stazionarie. In tali condizioni & possibile porre ([1], pag. 292):

N(P, t) = NN, (P),

ove N, (0) =1.
Segue:
— _— 1 — (t) + N,
No) = T+ — o f N, a7 =N@Fy; ¥, o =""F Ty
; . [
ossia:
t) + N, 1
Z(t) = ! Ws Zo— Z, ove Zo == é—ﬁ ND(P) dz .

=

Dalla (25) si ottiene allora:

0

@1)  fO) =— [T %2 Ny — al fit) + mo,Sob f 1) dt — v, T% [z‘,%—ﬁ—z,}.
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Ricordando la prima delle (26), notiamo che il coefficiente di f(t) & nega-
tivo se: ' o

JES
N

3

< 0.

|
|

=
[~

Supponiamo, per es., che No(P) = N(P) per PeV,, ove V, =V — ¥,
¥V, essendo il volumetto compreso tra la superficie > ed una 3" [il cui punto
generico @ si ottiene dal generico punto P della 3 con uno spostamento (@ — P)
lungo la normale interna di 3 passante per P, e tale che (Q — P)2 = 0%]. Per
PeV, valga invece No(P) = N(P) + d. Si ha allora:

ar .  av,
N, — —="2,.

W:) - Ws += dVO/V7 Zo - Zs + dZ/‘?Vi Zoﬁs—z;ﬁo = oV v

Facendo tendere 6, e quindi V,, a zero, la differenza Z,N,— Z,N, tende a

dZ : S . .
57 N dunque se V, e d sono opportunamente scelti, il coefficiente di f(t)

nella (27) risulta negativo. Questo fatto ha un preciso significato fisico di cui
fra poco parleremo. '
Derivando la (27) rispetto al tempo si ottiene:

(28) | i) + 26/(t) + w¥f(t) =0,

ove si e posto:
(28")

ed ¢ & maggiore di zero purché la distribuzione iniziale sia opportunamente
scelta. Notiamo che ¢ ¢ <0 (e quindi la f(f) limitata qualunque sia ?), se la
perturbazione N(P)— N (P) ¢ essenzialmente superficiale.

La (28) & formalmente identica all’equazione dei moti elastici smorzati;
conseguentemente, se &* << w? la f(t) & oscillante e I'ampiezza delle oscillazioni
tende esponenzialmente a zero per ¢ — co. Se invece & > w* la f(£) non si an-
nulla mai e tende ancora esponenzialmente a zero per ¢ — co. Se infine &2 = w?,
la soluzione generale della (28) & del tipo:

(29) f(8) = C(t + ¢) exp (— &t) ,
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ove ( e ¢ sono due costanti d’'integrazione, che si ricavano dal sistema seguente:

¢ = }(0) + ¢f(0) = — e[f(0) - 2F.] = — 267,

A fe )

o

0) + ef(0)  ef(0) + 2N, 2%,

Dalla (24) e dalla (29) si ricava:
c
(30) w(t) = —b{ (ec +1)—[1 + &(t + ¢)] exp (— &) }.
Se &2 << w? l'int egrale generale della (28) é:
~{81L) f(t) ==-C sen- (vt~} -xXp (—-&t),

con ¥? = (w*— &%), dove C e ¢ sono ancora costanti d’integrazione, per le quali
vale:

C sen ¢ = f(0)

Ccos¢ = —1[]"(0) + &f(0)] x— E; N..

Infine dalla (24) e dalla (31) si ottiene:

200+ 1O _ © exp (— et)s sen (st + o) + v cos (st + o]

w? w

(32) w(t) =

6. - Ancora sullequazione (9).
Nota la funzione 7T(t) = T, + w(t) e posto:

ou(t) = 1/D”(T)

(33) 1
pilt) = 5 [M(T)—S(T)],
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¢ € @, risultano funzioni note del tempo. In particolare, nelle nostre ipotesi,
si ha:

1z, 1
%(t):;ﬁi[lmﬁw(t)}
(33")
b 1z, [ b ;
%()~@-ﬁ—' a - N'w() )

tenendo presenti le due (26).
Per mezzo delle (33), la (9) si trasforma nella seguente:

oN
(34) AN(P, 1) + ()N (P, 1) = gi(t) 5
Posto:
. ! di¢
(35) . 4 ?1(t) :fmy tl(O) :‘07

]

[ga(t) >0 qualunque sia £], otteniamo (3):

(36) AN(P, ) + put)N (P, &) :?E%Itj;_fg_
?osto poi: ” |
(37) N(P,4) = Ny(P, t) exp [ f?pz(tl) dt;],
A
segue:
(38) AP, 1) =4,
)

Il problema relativo all’equazione (34) & stato cosi ricondotto ad un problema
classico di diffusione; per mezzo della (38) e tenendo presenti la (33') e, per es.
la (30), & possibile ricavare la variazione con ¢ della densitd neutronica punfo
per punto nel reattore.

(3) A rigore dovremmo scrivere: N[P, t(t,)].
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In particolare, se ¢ & cosi piccolo che ¢* & trascurabile in confronto a ¢, dalla
(30) oppure direttamente dalla (24), si ottiene:

(39) V wit) == [mwo Sof (0)]t .

Segue:
1 Z, 1 vaSof(O)t 1 Z, , 7)@1)080bf(0)t
=pw | e ) T ew YT,

Posto:
ay = muSof(0)/27T,,
dalla (35) ricaviamo:

i D ;_73 . )
(40) fp=— L1 ay.

a, Z,

Resta ancora da calcolare l’ihtegi~a-le che eompai‘e nell’esponenziale delia (37);
8i ha: ' '

4 t t t

B dt, . [ @) ‘ B [ @ 4+ ayt
) f%(tl) de, —~f%(t) T ds “[_(pl(f,) 4t = | — &,
0 . 0 ) ’

5 o

avendo posto:

@y == 'nwoSnb‘f(()) /N..
Vale:

4

f plt) t, =1n {

0

o 1/a.;(1+u a,/ay) aa @, ‘
1_-5«5:4 1——2—1(1+—1t>,
a | ay a

e pertanto:
Lt

Vag (14 a ayfeg) ) )
{41) exp f @, (t) dtl] = ll + ZE t] exp (— aa,/al) exp (— 35 t)

2
o
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7. - Il reattore a facce piane e parallele.

Consideriamo un reattore omogeneo limitato dai due piani @ = 4 p, di-
stanza di estrapolazione compresa; la soluzione della (38), simmetrica rispetto
al piano @ == 0 e tale che N,(d-p, ) =0, ¢ ([6], pag. 97):

(42) Nu(P, &) :éoc“ cos 2“2: ! exp {_ ('271.2: i n)z tl}
e, ricordando la (37) e la (40),

(42 Ny(P, 1) :éf" cos 2n2+ L 1__a1t)<2"2—:—-——1>2u))§s/alz, ’
e e N R

avendo conglobato lo exp (— aa,/a]) nelle costanti ¢, .
Per determinare le costanti ¢, & necessario considerare la condizione iniziale;
supponiamo che valga:

N () per 0<<o<p—d
No(P) == No(®) = | Nya) +d per p—o<aw<p—d,
N (@) per p—d,<z<p,
ove, ricordiamo, si ha:
N (@) = R cos aw/2p (R ¢ una costante)

e d, ¢ la distanza da estrapolazione (che supponiamo minore di J), in modo che
la superficie reale del reattore ¢ costituita dai due piani ¢ = 4+ (p—4d,).

Le precedenti ipotesi su N,(x) corrispondono ad una perturbazione super-
ficiale della densitd neutronica stazionaria N (z) e soddisfano.le ipotesi neces- .
sarie affinché ¢ sia positivo, purché naturalmente ¢ sia convenientemente
geelto (6 deve essere <€ p).
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B facile calcolare le ¢,; si ha:

v~d
2d 1
R+——fcos——m:dm per n =20
P 2p
p-4d
¢, = 4 ,
P,
2d 2n 1
— | cos nx do er n=1, 2, 3, ..
p f 2p p ’ b b
L p—3
Ossia:

T

4p

[ 8d
R 4+ — cos [ @p— 6 — de)} sen lf« (60— dd)} per n =0
7 4p

(43) Cn == 8d.

a(2n - 1)

CcO8

2n -+ 1 2 41 :
7(2p — 6 — =
. a2p—8 dg)} sen { o 40) de)]
3

per n=1, 2, 3, ....

Se poi (6—d,) < p, le (43) si semplificano nelle seguenti:

2d 7
R 4+ —(6—4d,) cos |— (2p — & —d, er # =0
2 (35— ) cos | 2p | pern

(43") e, =
2d 2n 1
=~ (6—aJ) cos [ t ey — a——dc)} pern =1, 2, 3, ...
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Summary.

We consider the lemperature dependence of the coefficients of the thermal newiron dif-
fusion equation in @ homogeneus thermal reactor whose volume V is held constant.

We find the functions N(t) and T(t), that is the averge thermal neutron density and the
average reactor temperature and use them to write the thermal diffusion equation in a much
simpler form (equation (38)). V

Tinally we study the equation (38) for the special case of a homogeneus reactor, bounded
by two parallel planes.
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