Riv. Mat. Univ. Parma (2) & (1962), 205-308

Derrina Roux (%

Sulle orientazioni di piti forte accrescimento
delle funzioni intere di ordine finito e tipo medio.

I. Ordine ¢ =1/q (¢ intero positive). (**)

1. - Intreduzione.

Nella teoria delle funzioni analitiche venne introdotta da G. Porva (V)
la nozione di « orientazione di pilt forte accrescimento » per le funzioni intere;
tale concetto venne poi esteso da A. PFLUGER (%) alla categoria delle cosiddette
« funzioni quasi intere ». Accanto a questa nozione venne introdotta piu tardi
da R. Wimson (*) quella analoga di « orientazione secondaria di piu forte
acerescimento » per le funzioni intere. Ci proponiamo di esporre alcune consi-
derazioni e proprietd riguardanti tali orientazioni secondarie, allo scopo di
metterne a fuoco il concetto.

2. - Richiamo di nezieni preliminari.
@©
a) Sia F(z) = Y a, 2" una funzione intera e quindi | a, [!/* — 0. Escludere-
n==0

mo nel seguito la funzione identicamente nulla. Poniamo M(r)= max | F(2)|.
BES

(*) Indirizzo: Istituto Matematico « F. Tnrigues», Universitd (via .C. Saldini 50),
Milano, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’'ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R., per 'anno 1961-62. - Ricevuto il 9-V-1962.

(*) G. Pérya [10], in particolare pp. 571-610.

() A. PrriGger [11]. Prima di A. PrriiGer, V. BERNSTEIN [5] aveva parzialmente
studiato funzioni di questo tipo nella ricerca di una trascendente intera di ordine p & 1
e tipo medio avente indicatrice di accrescimento assegnata.

(®) R. WiLson [17], in particolare pp. 188 e seguenti.
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b) Ordine: si dice che F(z) ha ordine g quando g = g(F) =ord F =

— log log M(r)

== Jim 0<p< 4 c0).
log »

¢) Tipo: sidice che F(z), avente ordine positivo finito p (cioe 0 < p<< +- co),

-~ log M
ha il tipo v quando v =7 (¥) = lim ong =

O <t< 4 00).

Secondoché v =0, 0 < 7 < -+ o0, T = + co, sidice rispettivamente che F(2)
& di tipo minimo, tipo medio, tipo massimo.

d) Denotiamo con [, 7] la classe delle funzioni F(z) di ordine positivo
finite ¢ e tipo 7. Scriveremo: F(2) € [p, 7]. o

Nell’insieme delle classi [p, 7] (0 << p<< + oo, 0 <7 < + oo, istituiamo il
seguente ordinamento: . :

[917 Tl] ‘"‘:[927 772] 8€ 01 = Qg Ty = Tp;

<o
[, T]<[os) Ta] se
oppure g, = 0y, T1<Ta-

Diremo, secondo R. P. Boas, che F(z) appartiene alla classe di accrescimento
{g, 7) (con 0 <C 9 << -+ o0), e scriveremo F(z) € (g, 7), quando F(2) €[p,, 7], con
[o1; ] <[o,7]; intenderemo di includere nella classe di accrescimento (g, 7)
anche le funzioni #(z) di ordine p =0, sebbene per esse non sia stata introdotta
la nozione di tipo. ‘

e) Indicatrice di accrescimento. Secondo K. PHRAGMEN-E. LINDELOF (%)
diremo indicatrice di accrescimento della funzione F(z) di ordine finito g e tipo
finito ¢ la funzione:

—_log | F(re?® '
19) = Tm B 9 < 1 oo, — co< bl < + oo.

o

Le proprietd della funzione h{J) furono studiate nel caso p =1 principal-
mente da G. POLYA e molte furono estese al caso p qualsiasi da vari autori
(per esempio G. VALIRON, V. BERNSTEIN e altri). Ricordiamo qui le seguenti
proprieta (%) .

1) Da F(z) €[p, 0] segue &(#) = 0.
2} Se 0 <<7<C 4 oo, W(?) ¢ continua per — co << ¥ << - oo e inolire

max ) = r.

(*) E. PraracmEx - E. LiNDELOF [12]: in particolare pp. 391-403.
(®) Vedi, ad esempio, E. C. Trrcanarsu [16], pp. 181-185.
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Le orientazioni #* per le quali A(9*) = 7 si dicono, secondo G. POLYA, orien-
. taziond di piv forte accrescimento di F(z) . ‘
L’insieme (mod 2x) delle orientazioni #* di piu forte accrescimento di F(z)
si denoterd con &(F).
Nel caso 7 = 0, essendo h(d) = 0 per ogni }, qualunque orientazione ¢ ap-
partiene a §(F). |

f)  Trasformata generalizzata di Laplace~Bb7‘el. Alla funzione F(z) =

= a,2"€fp, 7] (0< o< + 00,0 <7< 4 o0) si associa la serie di poten-

=0
ze, in 1/z,

f(z) = ia,, Ing -+ 1)[zrt2 (0 =1fp)

(avente come campo di convergenza la regione |z|>>7°), che vien detta tra-
sformata generalizzate di Laplace-Borel di F(z) (°). Scriveremo

f(2) = B,(F()) = B,(F) .

e
Nel caso p =1 risulta:

-]

f(z) =3 n! a,/zmt,

N0

trasformata introdotta da G. POLvA.
Se F(z) € (o, 0) allora f(z) converge su tutta la sfera di NEUMANN, ad ecce-
zione di 2 =0, 4 ; V,
La funzione f(2) ci fornisce le orientazioni di pit forte accrescimento diF(z),
poiche:

« Se ¥* (mod 275) ¢ orientazione di pili forte accrescimento di F(z) €[p, 7],
allora 2% = 77¢~ ™" & un punto singolare per prolungamento radiale della serie
f(z) sul cerchio di convergenza e viceversa» (7). '

In altri termini, i due insiemi arg z* (mod 2s) e §(F) coincidono.

(®) Questa.trasformazione, nel caso ¢ s~ 1, venne introdotta da G: Variron ([14]
e [15]). Vedi anche V. Ber~sTEIN ([1], [2], [8]; [5]) e A. J. MAciNTYRE [8].
(") Peril caso ¢ = 1 vedi G. P6LyA ([10], pp. 587-588). Per il caso g % 1 vedi V. Be-
RNSTEIN ([2], pag. 383) e R. WriLson ([17], pag. 192).
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g) Somma di funzioni intere. Sia
Fi(z) €fon, wu)y Ful?)€[ge; ], Fle) = Fy(2) + Fa2) €[, 7].
Valgono per la somma F(z) = F(?) + F,(2) le seguenti propriets :

1) vDa o1, ] > [0y 7] segue [o, 7] =[ou 7).
2) Da [o1, 1] >[ery wly 0 <7< + oo, segue §(F) = §(F,) .

3) Da [917 Tl] = [927 772]7 g #+ 3(Fz)y Segue [91 77] = [917 71] j_'-[sz Ta]y
FEF)S &(Fy) U &(F).

h) Prodotto di funzioni intere. Sia
Fy(2) € [91, Tl]y Fy(z) e [927 Tﬁ]; F(z) = Fy(z) - Fy(z) € [97 T] .

Per il kprodotto F(z) = Fl(z)4lf’2(z) valgono le segueriﬁ proprietz‘i:
1) Da g, >0, segue [g, 7] =[o1, 7] €, 86 7, < + o0, F(F) = F(F,) (°).
2) Da g, = g, segue [p, 7] <[o1, 7y + 7.].
2,) Da g, = g, non intero segue ¢ =g, 0 <1< 1, +7,.
2,) Da o, = g, (anche se intero), 7, =17, =G segue [p, 7] = [gy, 0].
2;) Da g, =g, 7, >0, 7, =0 segue [p, 7] =[o:, 1], F(F) = SF,) ().

Nel caso 2), quando g, =g,, 0<<7;<C + 00, 0 < 7,<C + oo e si desiderano
maggiori informazioni sul valore di 7 e sull’insieme §(F), occorre procedere
ad un esame piu approfondito del comportamento delle funzioni F,(2) e Fy(2),
che ¢ stato affrontato da R. WILsoN (1°) mediante Vintroduzione della nozione
di orientazione secondaria di piti forte accrescimento che veniamo ora a precisare.

() R. [Wirsox ([18], pag. 185).

(®) R. WiLsown ([17], 148).

(1) R. WiLson ([18], pp. 188 e seguenti). Ivi si trova la seguente definizione: If F(z)
can be expressed as a sum of two integral functions F,(z), F,(z) each of order p and if
Fy(2) is of smaller type than F(2), then a direction of strongest growth of F,(z) will be
termed a secondary direction of strongest growth of F(z) .» E evidente che questa defi-
nizione tace il fatto essenziale che I’orientazione secondaria di pit forte accrescimento &
relativa alla partizione della funzione F(2) in questione: pertanto riteniamo opportuno
modificare la definizione stessa.
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3. - Orientazioni secondarie di pil forte accrescimente.

Sia  F(z) = Fy(#) + Fy(z), F(=)€][p, 7], Fi(?)e Lo 7], Fy(?) €[, 7],
I<n<t< + o0, ;

Ogni orientazione w di piu forte accrescimento per I,(z) si dird orientazione
secondaria di pid forte acerescimento di F(z) attinente alla partizione F(z) =
= Fy(2) + Fy(2) .

Diremo Q0(F; F,) Uinsieme di tali direzioni secondarie w (mod 2z). Il sim-
bolo QD(F; F,) presuppone che sia ord F, = ord F e o(F,) < (¥F) .

Si vede facilmente che: fissati F(2) con 0<Cp<C + oo, 0<<7<C + oo e w (mod 2x),
esiste Fy(2), con g, == g, 0 < 7, << 7, tale che w € Q(F; F,). Infatti, & possibile
scegliere Fy(z), con g, = g, 0 << 1, << 7, tale che per essa sia w € §(F,) (**); d’al-
tronde Fy(z) = F(z)— Fy(2) €[p, 7] e quindi per F(z) = Fy(2) + Fy(2) risulta
weQNF; F,).

4. - Le classi @), €] ¢ @,. Rappresentazione tipica.

In R. Wirsox [18)] sono enunciate proposizioni riguardanti la determi-
nazione delle orientazioni secondarie di piu forte accrescimento del prodotto di
funzioni intere di uguale ordine: riteniamo di dover qui precisare la portata
di tali proposizioni in vista dell’osservazione in (1°).

Sia F(2) == i‘anz"e(g, 7) (0<7< + o0) e f(z) = BF) = %an I'(ne +

Nl s
-+ 1)/z™1 (o = 1/p). E noto che, se F(z) €[p, 7], f(2) converge per |z|>1"
e che, se F(2) € (p, 0), f(z) ha 2 = 0 come unico punto singolare. :

Definizione. Diciamo @8 la classe delle funzioni intere @°(z) € (g, 0).
L’associata ¢o(z) = 839(@)) di @o(2) ammette 2 = 0 come unico punto singolare

«
ed & regolare in z = oco. Viceversa,.una serie di potenze Y b,/z"+! convergente
n=g

per |z| >0 si pud sempre considerare come la trasformata &,(®°) della fun-

zione intera @Do(z) = i b, 2"/ I'(no +1) (g, 0) (¢ =1/p).

Nen

Definizione. Diciamo @; la classe delle funzioni @*(2) € (g, 7)
(0 <7< + oo) tali che la loro associata @*(2) = &,(D*) (regolare inz = oo)

(*1) Se g & intero, basterd porre I',(z) = exp { 7,(e~wz)e }; se ¢ non & intero, bastera

o]
porre F,(z) = z (v/n)Mlee—inwzn con v= egr, (vedasi R. P. Boas jr. [7], pag. 11, teorema
2.2.10). ne1
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abbia sulla sfera di NEUMANN un solo punto singolare (che sard polo o punto
essenziale). ; »

B evidente che per o< g, & @ce,ce

- Se @* non ¢ una @o, detto vil suo tlpo nsulm 0 <7< + oo e inoltre, detto
A ¢~ Tunico punto smgol:ue di @*(z) = &B,(P*), visulta 7 = 12 e H(P*) =
(mod 2s7) .

Definizione. Diciamo @, la classe delle funzioni @(z) rappresentabili
come somma di un numero ﬁmto di funzioni della classe c

T evidente che @, ¢ una varietd lineare e che per o << g, risulta e ce,c
ce,ce .

Se (D(z) € @,, la trasformata @(z) = B,(P) ¢ uniforme, regolare all’oco e pos-
siede un numero finito di punti singolari che sono poli o punti essenziali. Al-
lora, @(z) pud essere rappresentata come somma di un numero finito di fun-
zioni con un sol punto smgolare le quali ne mettono in evidenza le parti carat-
teristiche nel modo classico:

CRVE 9 =gi(a) + (D) + o H @), om0,

dove p,(z) (eventualmente mancante) ¢ la parte che ha z = 0 come unico punto
singolare, mentre ogni ¢,(2) (k =1, 2, ..., m) quando ve ne siano, ha come
unico punto singolare un punto &, = A, ¢~ *x£0: i punti &y &y ..., &, essendo
a due a due disbinti.

Di conseguenza possiamo rappresentare &(z) al modo seguente:

4.2) D(z) = Dy(2) + Dy(z) + ... - D, (2),

dove @ (z) =B o @) (B =0, 1, ..., m), D)z)e R, [quando esista in (4.2)],
oY .(2) € @;, D;(2) non eQuperk=1,2 .., m quando sia m >0. Se m>1,
risulta D% (2) €[, 7] con 0 < 7, :A, < 4+ oo per k=1, 2, ..., m.

Assegnata @(z) € Cysem=>1,1i numeri ‘y, Tay .oy Ty Gy, Fa, oo y U (mod 277)
sono positivi, finiti, univocamente determinati.

Convenzione. Quando in (4.2) sia presente il termine @;(z), & utile in-
trodurre il numero 7, = 0 che si dird tipo di ®@)(z) in @, ed associare a @,(2)
Porientazione di piu forte accresecimento ¢, (arbitraria).

Se @(z) non € @, (cioé se m > 1), risulta (z) € [o; ] dove il tipo 7 di (Z)( 2)
¢ 7 = max 7, ed almeno uno dei 7, & uguale a .

1EEEm
Se, per fissare le idee, ordiniamo 7, =0<7, <7, <..<7,, quando &

Tm—-t< Tm—t-i-l - Tm—t-{-z e = T = T (t = 1)) &1101‘3: é“i”(Q) :19'7 (”Z_ ¢ + 1 <
<j<m). o ‘ ' -
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Fissato o, & fissata @, e, se O(z) € @,, ¢ univocamente determinata la rap-
presentazione tipica (4.2) e quindi anche, se m > 1, I'insieme dei numeri 9, (¥ =
=1, 2, ..., m).

Definizione. Diremo orientazioni secondarie assolute di piw forte accre-
scimento di una funzione intera, di ordine g, @(2) € @, le orientazioni di pin forte
acerescimento delle funzioni @,(z) della rappresentazione tipica (4.2) di D(2).

Osserviamo che l’insieme

WD) =, (k=0,1, .., m)

risulta univocamente determinato a meno della scelta della direzione 9, arbi-
traria da associare a @(z) qualora essa sia effettivamente presente in (4.2).
I anche evidente che §(®)c< AV (D).

5. - Le orientazioni di pii forte accrescimenteo del prodotto di funzioni intere
della classe C,. S ' k ‘ k

Teorema I. Siano Fy(z), Fy(z) due funzioni di ordine 1 della classe @,
e stano T, 9 ¢ ¥, 9P 4l tipo e la orientazione di piw forte acerescimento rispet-
tivamente di Fy(z) ¢ Fy(z). Allora il prodotto F(z) = Fy(2) Fu(2) appartienc a @,

e, se ha ordine 1, il suo tipo T e la sua orientazione & di piw forte accrescimento sono
assegnati dalla formula

i £ (L 92
(51) ,L_en? — T(l)egg() + 1;‘(2)6”7( ).

Questo teorema pud essere enunciato in simboli nel modo seguente:
Siano

Fy(z) € @y, Fy(2) €[1, %], §(F,) =9
Fyo) € &, Fofe) €[1, 7], S(Fs) =99,

Allora F(z) = Fy(2)-Fo?) € €; ¢, s¢ F(z) €[1, 7], esisted tale che §(F) =D e
inolire risulta L }

(5.1) - T 7" = M e,
Osservazione. Il teorema vale anche se Fy(2) o Fy(2) o F(z) hanno

ordine inferiore ad 1, purché in tal caso si consideri il tipo in @, cio¢ 0,
e come orientazione di piu forte accrescimento una orientazione arbitraria.
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Dimostrazione. Poniamo

f(7) = & (Fy), fo(2) = By (F,), f(z) = B(L) .
Risulta
f(2) = fi(z) ® fa(2),

cioé f(z) ¢ la composta secondo HURWITZ-PINCHERLE (12) di f;(2) e f.(c), e poiché
f1(z) e f.(z) hanno come uniche singolaritd, rispettivamente, i punti t%e-*" ¢
7%e—#* che sono poli o singolarity essenziali, il punto (unico!)

76”1 Vg idM L @i

¢ necessariamente singolare per f(z) ed & un polo o, al pii, una singolarita essen-
ziale. Di conseguenza I'(z) € @, e vale la (5.1).

~ Teorema II. Siano F,(2), Fe)ee; F(2) = Fi(2)-Fyz); 0, o0
(6 < h < m,) associati ad Fy(z); T2, 97 (0 < |k < m,) associati ad F, (13), Poniamo

(b k)-exp{id(h; k) } =P -exp {9} + 7' exp{ WP}
(5.2)

[0<h<my, 0<kE<m, (1%); 0 <Hh; k)<< 2n].
Allora F(z) € @y, ¢, s¢ Fy(z) 0 Fy(2) non € @, risulta:

o =poF) =1, 7(¥F) =maxt(h; k),
F(F) & Vinsieme dei H(h; k) pei quali t(h; k) =<,

QAD(F) ¢ contenuto nell’insieme dei H(h; k),
QAD(F) contiene almeno tutti i Hh; k) tali che z(h; k)-exp { id(h; k) }
compare una volta sola nel sistema (5.2).

(*2) Vedi, ad esempio, L. BIEBERBACH ([6], pp. 29-31), oppure S. MANDELBROJT ([9],
pp- 21-22). Cogliame I'occasione per ricordare qui la Memoria di V. BERNSTEIN [4]
nella quale, fra P’altro. sono presentate alcune condizioni sufficienti perché un punto, che
verifichi la condizione necessaria, sia effettivamente singolare per la funzione composta.

(3} Od anche 0 < k<< m,, 0 < k< m,, qualora nella rappresentazione tipica di F,(2)
e F,(#z) manchi il termine della classe @j.
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Dimostrazione. Siano

he=xmy k=m,
Fi(z) = z ¢;D(z)7 Fo(z) = z ¢;;2,(z)’
A= k=0

con

PP e@ h=0,1,.,m), OP:ee (k=0,1,.., ms),

dove h =0 e k =0 sono eventualmente mancanti, le rappresentazioni tipiche
di Fy(z) e Fyo(2) in @,. Avremo

he) = &(F) = 3 BUOO) = 3P0, fe) = BF) = 3 B(ST) — 3 pP(e).
h==0 A=0 k=0 k=0

ssendo F(z) = Fy(z)-F,(2), avremo
Kows m

h=m, s
f(2) = BUF) = By(F1)® &,(F;) = gP(2) @ > ¢}P(2)
h=o k=0

¢, in forza della distributivith della composizione di HURWITZ-PINCHERLE,
s’ottiene

h=m, k=my h=m, k=m, h=m, k=m, )
fe) =3 2@’ ©¢20@) =3 I8P D) =3 I &P,,)
he0 k=0 h==0 k=0 Jh=g kg

con D, (z) €@, per ogni h e per ogni k (vedi Teor. I); inoltre il tipo =(h; k)
in @, e lorientazione di pit forte accrescimento z‘}(h;’ k) di @, ,(2) sono asse-
gnati dalla (5.2). )

Ovviamente si pud scrivere

hwmmy k=my

(5.3) F@) =3 3,0

h=g k=20

& pertanto #(2) € @, . Inoltre, qualora risulti z(h; k)-exp{iﬁ(h; k)} = T(r; 8)-
-exp{iﬂ(r; s)} se h =7 o k 5= s, allora la (5.3) & la-rappresentazione tipica di
F(2) in @: se queste fatto non si verifica, allora la rappresentazione tipica di
F(z2) si ottiene da (5.3) associando fra loro i termini pei quali z(h; k)-
rexp{id(h; k) } = v(r; 5)-exp{id(r; s)} e sopprimendoli se la loro somma ri-
sulta identicamente nulla. Dunque, nella rappresentazione tipica di F(z) sono
certamente presenti quei termini della (5.3) il cui corrispondente z(h; k)-
-exp{ iO(h; Ic)} compare una sola volia nel sistema (5.2) e, se almeno una delle
funzioni F\(2), F,(2) non appartiene a @, di termini di questo tipe ve ne sono
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almeno due (14). In questo caso allora F(z) non pud appartenere a @) ed ha per-

tanto ordine 1.

D’altra parte, fra i termini il cui corrispondente z(h; %) -exp{iﬂ(h; k)} com-
pare in (5.2) una volta sola, vi sono certamente quelli pei quali il corrispondente
T(h; k) assume il valore massimo (1%). :

Ne gegue il Teorema II.

6. - 1l easo g = 1/g (q intero >1).

Teorema III. Siano
,(z) € @Z’ Fi(z) € [97 77(1)]5 5‘(F;) =9V Fy(z) e @;7 Fyz) e [Q? 7(2)]: &(Iy) Eﬂmr
(o =1/q, q intero >1). Poniamo :

(r; ) exp{ipd(r; s)} =t exp{ip(d® -+ 2rm) } + v exp{ ip(¥* +2s7) }

(6.1)
r,s=0,1, 2, .., q—1; 0<9r; s)< 2.

Ailora- F(z) = Fy(2)-Fy(2) € @, ed inoltre :

ord F =p, 7(F)=max(r; s),

r,s
G(F) ¢ Vinsieme dei 9(r; s) pei quali o(r; s) =7,
QAD(F) ¢ contenuto nell'insieme dei H(r; s),

QAO(F) contiene almeno tutti i H(r; s) tali che t(r; s) exp{igﬁ(o'; 3)}
compare nel sistema (6.1) una sola volia. : : -

() D. Roux ([13], Lemma i, p. 48).
(*®) D: Roux ([13], Lemma .2; p. 49).
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Osservazioni. 1) A differenza di quanto si verifica nel caso g =
in generale F(z) non € @;: ¢ facile vedere che condizione sufficiente (ma non
necessaria) affinché F(z) e @:) & che una delle funzioni F,(2), Fu(2) € @g.

2) 11 teorema vale anche se F,(2) o Fy(z) sono di ordine inferiore a g, purche
in tal caso si consideri il loro tipo in @) (cioé 0) ed una orientazione di pia forte
accrescimento arbitraria.

<«
Dimostrazione. Sia Fyz) == Y a 2" (i =1, 2). Ponjamo z = i

n= g
ad ogni settore 0 < argt< 2mg del piano ¢ corrisponde Pintero piano z ed in
tale trasformazione F(z) (i =1, 2) & la corrispondente della funzione intera

hod .
1) = z a’:)tnq H
n=0

per la qu&lé valgono le segﬁenti proprietim. ’

1) Gt) ¢ invariante per rotazioni del piano ¢ con centro nell’origine ed am-
piezza multipla di 2mg;

2) Gty e[1, L
3) I, (0) = hy (09) e, di conseguenza,
F(G) = o(@ -+ 2rm) r=0,1, 2 .., g—1);

4) $(G Zuf” (ng) YftnatL,

fe=

Draltra parte risulta ®,(F.) = Y a’I'(ng + 1)z (¢ =0 = 1/p) e per-
n=0
tanto &,(F,) ¢ la corrispondente nella trasformazione z = t¢ della funzione

#-2 B,(@;). Di conseguenza, poiche l'unica singolarith (al pil essenziale) di
&,(I;) si trova nel punto 2 = exp{—m?“’} le singolaritd di &,(@;) si
trovano nei punti £ = 1'% exp{ (" + 2775)}(7 =0,1,2,..,¢g—1) e questi
punti sono tubti poli o tuthi singolarita essenziali con parm caratteristiche
analoghe. Ne segue:

B) G.(t)e @ enon € @), & meno che non sia F(z) € @ nel qual cago risulta
Gi(t) € @5;

6) AV(G,) = §(G:) = o{¥" + 2} (mod 2m).
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Poniamo ora G(t) = Gy(t)- Go(?). Bssendo $y(G) = B,(G,) & B,(G,), le singo-
laritdh di &,(¢) vanno ricercate nei punti (1)

t,, =7V exp{—i o9 + 2rn) } + v exp {—i o9 +- 2sm) }
(6.2)
(ry s =0,1, ..., ¢g—1).

Questi punti, se sono tutti distinti, sono necessariamente singolari e sono
al piu singolaritd essenziali (17) per &,(G); se invece non sono tutti distinti,
la sovrapposizione delle singolaritd potrebbe portare alla elisione della singo-
laritd stessa: questa sovrapposizione di singolarith non pud perd verificarsi
peripuntit, . che compaiono nel sistema (6.2) una volta sola e quindi per almeno
due di-essi (18).e, in particolare, per i punti iy di-modulo massimo (29):

Allora, poiche o‘Ba(If’) ¢ la trasformata mediante la sostituzione z — #7 di
B(G)-t*~1, ne segue il Teorema III.

Teorema IV. Siano Fy(2), Fyz)ee, (o =1/g, q intero >1); F(z) =
= Fy(2) Fo(2); 7,2, O (h =0, 1, .., m)) associati a Fy(z); 122, P (k=
=0, 1, ..., m,) associati a F,(z) (**). Poniamo

[ w(hy 75 &, s)exp{ig Ok, 75 Ky 5)} =71 exp{i o (I +2rm) } +

(2)

+1Pexp{i o (IP + 2sm) },
(6.3)
0<h<my, 0<k<<m, (29 ;

0<r<g—1, 0<s<g—1; 0<Hh, ;. k, 8)<<2m.

.

(**) Vedi la annotazione (12).
(") R. Wirson ([18], teoremi I e II, pp. 486-487).
(*8) Vedi la annotazione (%4).
(%) Vedi la annotazisne (%),
(*) O anche 0 < h< my, 0 < k< m,, qualora nella rappresentazione tipica di F,(z)
6 Fy(z) manchi il termine della classe @g.
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Allora F(z) € @, ¢, se Fy(z) o Fy(z) non € @, risulta

ord =g, v =71(F) =maxz(h, v; k, §),

F(F) é Dinsieme det O(h, r; k, s) pei quali ©(h, v; k, §) =7,

© QD) é contenuto nell’insieme dei Hh, »; k, 8),

QU(F) contiene almeno tutti i9(h, r; k, s) tali che <(h, 75k, s) exp{ip-
by, 75 k) 8) }compwre nel sistema (6.3) una volta sola.

La dimostrazione di questo teorema procede in modo del tutto analogo

a gquella del Teorema IIT.

Osservazione. Se F(2) €@, [o = p/q con p, q interi, (p, ¢) = 1] ed hala

[

forma F(z) = D a,2"?*™ (m intero > 0), la sostituzione 27 =Z muta F(z) in

n=0

ZninS a, Zn = Zm'n-B(Z), con D(Z) € @y, e ©(P) = t(F). I teoremi di questo

A=Q

paragrafo sono dunque applicabili anche a funzioni della forma sopra indicata.
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Summary.

In this Note we are concerned with the so-called « secondary directions of sirongest growth »
of an entirve function, introduced by R. Wilson. We state some considerations with
the purpose of focusing this notion and we give some properties of the directions of stron-
gest growth of the product of integral functions in some particular cases.



