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MarceLLo BrUNI (%)

Sulla curvatura delle linee
di una superﬁcie quasi caratieristica

immersa in una varietd quasi hermitiana. (**)

1. — Per una superficie caratteristica > immersa in una ,, kihleriana (%)
& stato introdotto, da E. MARTINELLI, uno speciale tipo di curvatura, detta
curvatura caratteristica (2).

Successivamente, G. B. RrzzA ha definito pit tipi di eurvature per una linea
immersa in una 9),, quasi hermitiana (). Considerata poi, nel caso di una 9,
hermitiana, una superficie caratteristica 3 c 6172n , egli ha esaminato le curva-
ture, dei tipi suddetti, relative alle linee di > per O.

Precisamente, nell’ipotesi che €),, sia non solo hermitiana, ma killeriana,
il RizzAa ha dimostrato che tre delle curvature introdotte coincidono tra loro,
sono indipendenti dalla linea considerata, ed eguali alla curvatura caratteristica
di z in 0. Se 9),, & solamente hermitiana, le varie curvature sono invece di-
stinte e dipendono dalla linea in esame, salvo una — che il RizzA chiama cur-
vature hermitiana associata la quale & ancora costante, e quindi tale da po-
tersi riguardare come curvatura della superficie caratteristica in 0.

Nel presente lavoro prendo in esame, pitt in generale, il caso di una ),
quasi hermitiana.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Roma, Italia.
(**) Ricevuto il 31-II1-1962.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca n. 1 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R. per I’anno 1961-62. ,
(1) Per le nozioni generali, cfr. ad es. B. Ecxymaxxy [3]; A. Licuxerowicz [5];
E. MartINELLY [6], [8], [10}; B. Smere [15], II, 8; K. Yaxo and S. BoCuXER [18].
(?) E. MarrTiNgLL [7]. '
(*) G. B. Rizza [14].
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Dopo alcuni richiami (nn. 2-5) si considerano, (nn. 6-9), in un punto 0, le cur-
vature hermitiane associate K, delle linee uscenti da O ed appartenenti ad una
superficie quasi caratteristica > di ,,.

Si d& (n. 8) una formula esplicita per K,, mostrando poi che tale curvatura
dipende, in generale, dalla direzione della tangente in O alla linea considerata,
e cid in relazione all’esistenza di un tensore di Nijenhuis non nullo per la
strattura quasi complessa di ®,,. Quando il tensore si annulla, la struttura
quasi complessa diviene complessa, e si ricade nel risultato del Rizza.

La distribuzione dei valori di K, & illustrata (n. 9) da un’indicatrice polare

del raggio di curvatura R, = T che ha forma di tipo asteroidale, e risulta una
La

semplice trasformata di un’indicatrice ellittica.

I. - Richiami.
2. = Bia Wy, (n>1) wna varietd a struttura quasi complessa di classe €=, 0 un

suo punto, ed #7 (r =1, ..., 2n) coordinate locali reali in un intorno M di 0.
11 tensore .7 della struttura quasi complessa, soddisfacente alla

O RPRh=— & ® ¢ r=1, .., 2n),

r

induce, nello spazio vettoriale tangente in. 0 a ,,, Vautomorfismo
(2) J: o PP = kP ve,
che risulta antiinvclutorio:
3) P=—u.
Assegnata ora, entro 9),,, un’arbitraria connessione affine simmetrica, ed
indicata con V; la derivazione covariante eseguita rispetto alla connessione,

si consideri il tensore di torsione della struttura quasi complessa, o tensore di
NiyExEUIS ,

(5) N = (Vo ] =V bW — (Vb — V)R,
Risulta N7 = 0 se e solo se la struttura gquasi complessa di ©0,, ¢ integra-

bile, cioé si tratta di struttura complessa (%).

() Cfr. A. WL [16}, p. 35; A. NEwraNDER and L. NireMBERG [11], p. 393.
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Si supponga ora ,, quasi hermitiana, ossia dotata di una metrica rieman-
niana in accordo con la struttura quasi complessa, il che si esprime dicendo che
la metrica ¢ hermitiana. ,

La metrica di ®,,, in quanto si pensi come metrica riemanniana, da luogo ad
un prodotto scalare che indicheremo con X ; ed in quanto si pensi come hermi-
tiana, d luogo ad un prodotto hermitiane, che indicheremo invece con - (3).
Si hanno allora le relazioni:

6 X a=aa-=ms*e =mis?qa, aXxXa=0,
()
a-b = a-b, ba =a-b, @b =—ab=1iab.
Ricordiamo infine che si dice, con Rizza, angolo hermitiano ¢ di due vettori
a, b 1'angolo, compreso tra 0 e x, definito da

‘(L'b |2

COS @ =5 —
¢ mis* ¢ mis? b

OF

3. — Interviene nel seguito il tensore di KAHLER:
(6) Kﬁmr =V, hqr + va hm + V1' hzw »

ove V; indica ora la derivazione covariante nella connessione di Levi-CrviTA
definita dalla metrica hermitiana.

Tale tensore, il cui annullarsi esprime 1a condizione necessaria e sufficiente
affinche @, sia quasi kihleriana, ¢ legato ai tensori k7, N, dalla relazione:
(7) Nyo =) Kppy— 1K, +20°V, b, (7).

q Prs

4. — Sia ora £ una linea di 9),, passante per O, e rappresentata, nell’in-
torno 9, dalle equazioni di classe C2:

x? = w”(1), (p =1, ..., 2n; A reale).

Indicato con @ il campo — tangente ad £ — costituito dai vettori di com-
. Ao . . . ; . ~ ~ .
ponenti o+ Siano v, u’ 1 vettori di & nei punti 0, 0" di € ed w, @' i vettori

associatt dall’automorfismo J (considerato rispettivamente in 0, 0').

(°) Perla definizione e le proprieta formali del prodotto hermitiano, cfr. ad es. E. Mar-
TINELLI [9], p. 136; G. B. Rizza [14], p. 95. Ved. anche M. Bruxt [2] e G. B. Rizza
[12], [18], sebbene ivi la definizione di prodotto hermitiano sia leggermente diversa.

(%) G. B. Rizza [14], p. 97.

() Cfr. ad es. K. Yaxo [18], (3, 4), p. 231.
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Si denofi inoltre con L, , 'operazione di trasporto di un vettore,da0’ ad O
lungo £, secondo la connessione di Luvi-CIvira.

(i posto, sia p ’angolo hermitiano dei vettori %, L, ;' (n. 2) e Vs la lunghez-
za dell’arco 00’ su £. Si definisce, con Rizza, curvatura hermitiana associata di £
in O, il numero reale assoluto

K, = lim 2 -
ds—so A8

La eurvatura K, ¢ suscettibile di una rappresentazione analitica particolar-
mente semplice, se si fa uso di opportuna notazione.

Siano 4 e B campi di vettori. Indicheremo con (4, a)dp il differenziale as-
soluto del vettore a (a € 4) per lo spostamento infinitesimo b do (b & B, p reale),
rispetto alla metrica riemanniana di 8, ().

Con riferimento ora alla linea £ si riconosce subito che ha senso considerare
0. . Cid premesso, la curvatura K, di £ in O risulta espressa da

) weu w8,
(8) K, = d - ().
() Spb-u S 0,4

-5, — D’ora in avanti, ci limiteremo a considerare linee ¢ di un’assegnata
superficie quasi caratteristica.
Sia dunque Y c @,, una superficie di questo tipo (cio¢ tale che le sue fac-
cette tangenti risultino unite nella trasformazione J del n. 2), passante per O
e rappresentata, in @, dalle equazioni

x” = 2”0, T) (p =1, ..., 2n; o, T reali)

di classe C2.
I parametri o, v siano anzi isotermi (o isometrici) (1), ossia tali che 1'ele-
mento d’arco di Y sia espresso da ds® = E(de® + dz®); in ogni punto di ali

. . . . 0ux? ox? .
vettori, tangenti a », di componenti v" = Pt v'? = S risultano ortogonali
g T

(8) Piu in generale 4 pud essere un campo di tensori.

(°) G. B. Rizza [14], (33), p. 102.

(19) Ved. ad-es. L. Braxcu1 [1], p. 94, dove & dimostrato che tali parametri si possono
introdurre — in infiniti modi — su ogni superficie. Ved. anche L. P. EisEnuart {4],
p. 161.
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e di ugual misura. D’altra parte, per le (5), anche v, ¥ sono ortogonali ed hanno
la stessa misura; dunque, previo eventuale cambiamento di segno del parame-
tro 7, risulta o' =7v.

Cio premesso, sia £ una linea di 3 per O rappresentata, in 9, dalle equazioni
di classe C*: o= o(1), v==17(A). Introdotto I’angolo 6 tra le tangenti alla linea
€ e alla linea o (v = cost.) in 0, e posto

(9) 6= 3, cos® 0 — d5v sen® 0-4-(0~ v— 0,v) sen 0 cos 0,

la (8) diviene:

e
(10) K2 = 2 ()

[TRETAL]
( ) 66"0 €, e

ove v, v sono i vettori sopra definiti.
Se, ora, 9),, ¢ non soltanto quasi hermitiana, ma hm mitiana (cioé ), ha strut-
tura complessa), valgono le relazioni (12)

(11) 8,7 = 0, Se0— 0.7 + 20, =

in virth delle quali la (9) diviene

(12) 66——:(5;;00820 d, v sen 20 .

Dalla (12), tenute presenti le (3), si deduce, con elementare calcolo, che le
quantitd e -e,, (v-€,)(¢,-v) sono indipendenti da 6; dunque la cwrvatura K,,
espressa dalla (10), ¢ indipendente dalla linea £ considerata (1%).

II. - Studio della curvatura hermitiana associata.

6. — Ci proponiamo di studiare, nel punto 0, la curvatura hermitiana as-
sociata K, delle linee, passanti per O, ed appartenenti ad una data superficie
quasi caratteristica, di una @, quasi hermitiana.

A tale scopo occorre in primo luogo vedere come si modifichino, nell’attuale
ipotesi su 9,,, le (11).

(") G. B. Rizza [14], (59), p. 111. Tale formula &, in verita, stabilita da Rizza per
una %, a struttura complessa, in relazione ad unaz mppleeenmta, in coordinate iso-’
trope, da equazioni del tipo 27 = 27(1), 2% = 2?(I) (p =1, %3 t = ¢ 4+ dt; o, T reali;
0, T sono in tal caso, com’é ben noto, una coppia di parametm isotermi). Ma si riconosce
subito che, anche nel caso generale di una ,, quasi complessa & lecito il passaggio dalla
(8) alla (10) purch® o, v siano parametri isotermi su z

(**) G. B. Rizza [14], (53), (56), p. 109. ‘

(*®) G. B. Rizza [14], T,, p. 110.
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Le componenti p-me di d5 v, 01}7) risultano:

o ~ 0P ~
Nt . AP ol ta,P 1
(57’7,}) T or 1 ylm v = or do t '}}lmlu o ]
~ dor ~ o%p ~
P oo Loy? gl pm — Ly? i
((SU /U) ’" 9o i ylm vrUm = o ot i 'ylm v Q’mv

essendo 7, i simboli di CHRISTOFFEL. Per la simmetria delle y rispetto agli in-
dici bassi, si ha che anche nelle attuali condizioni sussiste la (11); .

7. — Esaminiamo ora come vada, invece, modificata la (11), nel caso quasi
hermitiano. . .
A questo scopo, introdotto il « ecrochet » di Lim:

[J, 8] = J6— &7,

relativo all’operatore J (n. 2) ed all’'operatore ¢ di differenziazione assoluta,
e considerati gli operatori 6, = b7V, definiti al n. 4 (1), pud scriversi:

(13) [J, 0.]5 = 8,7 + 0., [J, 6-]v = 65 0— ;7.

In definitiva, il primo membro della (11),, tenuto conto anche della (11),,
diviene:

(14) 2 A% = 8,0 0.7 + 28,5 =[J, &J5 +[J, o5]0.

D’altro canto, si prova immediatamente che, per ogni campo vettoriale W,
la componente p-ma di [J, djw (we W) & data da

(15) ([J, Jw)?’=—w2d Ry
In conclusione, dalle (14), (15) discende l'uguaglianza

@6 2(d")® =— (v 31 + T o0V, B

(1) Perché abbia senso la derivazione covariante ¥V, in un punto, occorre che il campo
su cui si opera sia definito in un intorno 2n-dimensionale del punto. Tale condizione &
soddisfatta per il campo tensoriale che definisce la struttura quasi complessa di NV,
{(n. 2) ed anche per i campi vettoriali V, 7 che possono arbitrariamente essere prolun-
gati al di fuori di Y.
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Ora, poiché dalla (7) segue subito
2V, b7 _—;—h;‘ N?, + B kK, + K.,
introdotti i tensori
7 1 r o ~r T 1 ~r
,Vq::—I(W ?)q+v ,0‘1)7 lrvq___:__;(,vr,vq_,vr,vq)’

dalla (16) deriva
an (@#0)? ="V N7, — WV K, + VR,

Infine, tenuto conto nella (17) della simmetria di “V7¢, "V"* e dell’emisimmetria
di"K . (%), si perviene alla relazione

par

(18) (@) = "V N,

Dunque, per una superficie quasi caratteristica, immersa in una ®,, quasi
hermitiana, il vettore 2d*v, che costituisce il primo membro della (11), non é
in generale, nullo, ma dipende dal tensore di Nijenhuis della struttura
quasi complessa. '

8. — Le considerazioni dei nn. 6,7 permettono di ottenere un’espressione
esplicita della eurvatura hermitiana associata K,, per le linee di una superficie
quasi caratteristica di una ©),, quasi hermitiana, uscenti da un punto.

A questo scopo, si noti anzitutto che, introdotto il differenziale associaio

(19) ; 8 =J 1o (%)
e posto
(20) . 2Dp=67—8,0,

(%) Cfr. ad es. K. Yano [17], p. 231.
(%) Ved. G. B. Rizza [14], p. 99.

5. - Rivista di matematica
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dalla (14) segue subito 1a relazione
(21) D, = 8] — d¥,

ove 07 & Poperatore associato a §,.
Cid premesso, tenute presenti le (11)y, (20), dalla (9) deriva

22) g = 0= v €08 20 -~ D v sen 20 .
Conviene ora introdurre, per ogni coppia w,, w, di operatori vettoriali, re-

lativi ad un campo 4 di €,,, l'operatore composto 2(w,, w,), definito, per ogni
vettore a e 4, dalla relazione

(23) Q(w;, w)a = [(a-a){wa - wet -+ maa-w,e) -

(a-a)®
(@ @) (Wt @) — (& wya) (mya-a)].
Sussistono le proprietd formali

24) Ly, w) = Qw,, w,), Q— w1, @) = Qy, — wy) = — Ay, ©,).

Dalle (5) del n. 2 deriva pol immediatamente 'uguaglianza

(25) ' Q(Jwy, Jw,) = Loy, w,),
da cui, posto w, = —dJw, e tenuto conto delle (24), discende
(26) Qwy, Joy) =0.

Si consideri ora la (10). In virti delle (22), (23) si perviene finalmente alla
relazione

27 K2 = Q(5~, 6.)vcos220 -~ 2D, D)vsen®20 4+
( a v v J J

+ 282 (65, D,) v cos 20 sen 20,

che esprime le curvature hermitiane associate K, delle linee di una superficie quasi
caratteristica di ©0,,, wuscenti dal punto O. '
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9. — Dal risultato ottenuto discendono alcune osservazioni.

Si noti anzitutto che i coefficienti 2(D,, D)) v, 2 (65, D,) v, che intervengono
nella (27), a causa della (20) dipendoro da d*» e pertanto, tenuta presente la
(18), dipendono, in definitiva, dal tensore di Nijenhuis della struttura quasi
complessa di @, .
~ La (27) permette poi di discutere facilmente il modo di variare di K, al

variare dell’angolo 0.

Invero, si riconosce sublto che K, presenta due minimi uguali e due massimi

uguali, in corrispondenza a due coppie di direzioni ortogonali mutuamente bi-

secantisi.
Con un cambiamento della semiretta origine dell’anomalia 0, la (27) pud

seriversi
= (K")? cos® 20 -+ (K?)2sen 20 ,

dove K7, K‘” sono le curvature assoeciate rispettivamente minima e massima;
o anche, facendo intervenire i raggi di curvatura,

28 1 . cos? 20 , sen® 20
( ) (R;ll)z T (»R;n)'z

2
‘a

Lindicatrice del raggio di cwrvatura hermitiana associata kR, = 5 cloe il

@

diagramma polare g == R,(0), si ottiene dun(jue dall’ellisse

1 cos® 6’  sen2 8’
o (B (BDY

mediante la semplice trasformazione o' = p, 0’ = 20.

Si tratta di una curva di tipo asteroidale con quattro prominenze.

In particolare, se @), & a strutbura complessa, ciot N7, =0 (n. 2), dalla (18)
segue d* == 0 e gquindi la (21) diviene

D, =68 =dJ18,J =—Jb,J.

B ormai immediato riconoscere che, in virtiu della (11), e delle proprietds for-
mali (24), (25), (26) risulta:

QD,, D,)v=0Jb, J8.) v =8, 5,

L(6, DJ)'U:”“}Q(ag,‘y ‘]6;)7):03
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onde, dalla (27) segue

(1]
(2]

[3]
(4]
g
(6]
(7]
[8]
9]
[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

K;’:'—: Q(a;, 5;) v.

8i ritrova cosi che nel caso di una 9,, a struttura complessa la curvatura K,
riesce costante (n. 5); Uindicatrice si riduce quindi ad una circonferenza.
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Summary.

An ezamination is made of the associated hermitian curvatures K, in a fived point, of
the curves £ belonging to a given almost-characteristic surface, tmbedded in an almost-her-
mitian manifold.

Conirary to the hermitian case, the curvature generally depends on £. An indicalriz,
which is obtained by an elementary transformation of an ellipse, gives the distribution of
the -values-of -Ry=1[K . )






