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Pigranita RizzoNELLT (%)

Valutazioni del tipo di H. Bohr

per le maggioranti delle serie di potenze. (**)

1. = Sia § la classe delle funzioni

fl2) = 3, a, 27 z == re'?,
0
che possiedono le due proprieta:
(1.1) f(z) ¢ regolare (almeno) per |z|<<1,
(1.2) f(2)| <1 per |z|<1.

Poniamo Ol(f; ) = .| a,| 7 (funzione maggiorante di f).
1]

I classico il seguente teorema (FH. Bour, F. WIENER) (1): « Per ogni f(2) €
e & Molf; 1/3) < 1; inoltre 1/3 & la miglior costante, cioé per ogni ¢ >0 esiste
una f(z) € ¥ tale che O(f; 1/3 +¢e) >1.» Denotiamo con ¥(x) la sottoclasse
di § costituita da tutte le funzioni f(z)=o 4-a,2+4a,2*+ ... € § (aventi come
termine costante o, reale non negativo). Sia B(e) il numero positivo (>1/3)
che & estremo superiore dei numeri (non negativi) y fali che per ogni f(z) € F(ex)

(*) Indirizzo: Istituto Matematico del Politecnico, Piazza Leonardo da Vinel
32, Milano, Italia.
(**) Ricevuto il 17-II-1962. .
(1) H. Boug, A theorem concerning power series, Proc. London Math. Soc. (2) 13
(1914), 1-5. E. Lanpau, Brgebnisse der Funklionentheorie, 2 Aufl., Berlin 1929 (cfr.

pagg. 32-34).
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risulti Oe(f; ) < 1. T evidente che B(x) é comune a tutte le famiglie ¢’ §(o)
di funzioni «e™ - a;z ;... == e7f(z) con f(2) € §{«). Inoltre

F=U{e”F@}.

Kyt

5

Sussiste il seguente teorema (G. Ricer) (2): «Per ogni 0 Ca<<l &

cioe per ogni f(2) € F(a) & Mo(f; 1/(2 +a)) <1 e per ogni £>>0 esiste una funzione
f(z) € F(e) tale che DG (f; 1/(1 4 2¢) + &) >1.»

B evidente che InfB(a) = 1/3.

Sia F(e, B) la famiglia delle funzioni f(z) =« + /30"9 2 F dy B2 g #
con f(z) X

3 L.
™ aen

&) = U Floy f)-
I

2. — Nella presente Nota si migliorano, per cio che riguarda le limitazioni
al di sotto, i risultati del teorema di G. RiccI e dsi occupa della valutazione
della costante B,(e) analoga a B(e«) per particolari classi di funzioni f(z) conte-
nute in §(ax) .

Teorema 1. «Per ogni 0 <<l &

Y () < B (o) <

14+ 2¢’

essendo y(a) la radice positiva del seguente polinomio:

P (1 —a) (1 + @) - (- ) —1 (0 <a< 1‘1_: \/s)
@(7'; OC) ==
RV, \
P21 Ao ) bl ey —1 ( l;\D o'\l)y

(*) G. Riccr, Complementi ad un leorema di H. Bohr riguardanie le serie di po-
tenze, Rev. Un. Mat. Argentina y Asoc. T'is. Argentina 17 (1955), 185-195.
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cioé per ogni f(2) =& + a,2 + a2+ ... eF(«) & Dlo(f; p(e)) <1 e per ogni
e >0 esiste una funzione j(z)e F(a) tale che D(f; 1/(1 + 2a) + &) >1.»

Teorema II. «Denotiamo con By(x) la costante, analoga a B(x), re-
lativa a classi di funzioni f(2) contenute in F(x) come verranno in seguito definite.
Per ogni 0 <<l ¢

y{(e) < By(a) < 0()

dove y(x) e d(ec) sono le radici comprese nell’intervallo 0 < » < 1 rispettivamente
dei polinomi @(r; a) e ¥(r; «) sotto definiti.

Cio¢ per ogni f(z) appartenente ad una delle classi di funzioni contenute in
F(e) che pil sotto indicheremo & O(f; y(«)) <1 e perognie >0 esiste una
funzione della famiglia tale che L(f; o) + &) >1.

a)  Punzioni pari: f(2) = o -+ @y 22 + a,22 4 ... (e = 0)
1 . _1 5
0 <“<____._i_'\é
V1L —o) + 2
y(@) =
1 —14+5
'\/o:2+oc+] ( 2 <“<1)’
5 1
@ = AT

b)  Funzioni dispari: flz) = az + agg® + a® + ... = 2g(z) con g(z)
appartenente alla classe a) (« > 0),

—1+5
(L —oa?)?—oa) + 1 fra—1 <0<06<-—-——§——-———>
D(r; @) =
1 5
— 133 ¥ b —1 (-——;——\/a< oc<1),

Yir; o) = r¥(1 — 262 -+ 120 +ra—1.

¢)  Funzioni pari piv termine lineare: f(#)=c -+ a; 2 -+ a,2* + a,2*+
+ o (= 0),

—1+V5
—19(1 +0) 121 +(1 +a)(1—a2) +r(l +a)—1 (0 <a< ——2———)
D(r; «) = { k ~
—14+45
— 31 Fa) +r2(1 Fo-ko?) Fr(l fo) —1 (——2——— <a<1 ),
Pir; @) =— 1 g (1 4 a) + 1%L +3a) + (1l +a)—2. ‘

4. - Rivista di matematica



262 P. RIZZONELLL [4]
d)  Funziont dispari pit termine costante: f(2) = o - a, 2 + az 23+ ...
“+ . {a>=0)

=1+ + V(I + a4
)’(OC):—” B) 3

Mea) == 0,789 ... »

Osservazione I. Per le classi di funzioni considerate in a) e b), i risultati
enunciati nel Teorema IT si possono parzialmente migliorare quando sia (— 1 -~
+ \/5)/2 < o<1 sostituendo a y(e«)-la radice compresa in 0 <Cr <1 dei se-
guenti polinomi:

a)  Funzioni pari:
D(r; @) =1 4 o + o) +7%(1 + )L —a)— 1.

b)  Punzioni dispari:

D(r; o) =—o®® -7+ L 31— )2 Lpo—1.
?

3. — Alla dimostrazione dei teoremi enunciati premettiamo il seguente

Lemma. «Sia flo) =a 4 a;2 + a, 22+ ... eF(x), allora valgono le
disuguaglianze:

(3.1) ]| <1—o2

(3;2) { ay | < ol { @y !) ’
ove
1] o — o2
o, v) =1 —a®)*— l—iaz-—a- L)

Dimostrazione. ILa (3.1) & classica, vedi L. BIEBERBACH (3). Dimo-
striamo la (3.2). Sia fz) =« + B + @+ .LeF(@), 0<a<<l, 04

(®) L. BieBERBACH, Funktionentheorie I1, 2 Aufl. Berlin 1931 (New York 1945)
(cfr. pagg. 139-146).
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(reale). Allora & noto che, posto a, = B¢'%, il coefficiente a, verifica la disugna-
glianza ()

che si pud serivere
— A = Aa, a, - Ba, + Ba,— 0 <0,
dove un semplice calcolo ci da
‘A-—_lm-ocz, B = aad},
O = (1 — a2 — @,4,)% — (1 — a?)?.
Pertanto, fissati « e a, = fe’® il punto a, appartiene al cerchio
| ofei®d

le—2|<E  |oo =—7—, R =(1—o2):—f?.

Si conclude che, in ogni caso, ¢
la’Ql <Q(O€, /3) z@(“: ‘all)y

dove g(x, v) ha Pespressione (3.2). :
Seguendo un noto ragionamento osserviamo che, per ogni k, introducendo la
variabile 7 == exp(2ni/k) e tenendo conto che la funzione simmetrica 1 -+ ™ -+

(*) Cfr. loc. cit. in ().
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4 b 4 g Un=k oppure= 0 secondoché n & multiplo di k& oppure no,

la funzione, dell’argomento [ = 2%,
G(0) = (/k)(g(z) +gne) + ... + 9™ 2)
=0 -+ @y L Qg B2 @ 2L

N R R R A

appartiene a $(x) e quindi | @, | <1-—ea2 Inoltre appartiene a (e, | @ D) e,
per il ragionamento precedente, risulta | ay | < oo, | ax]) .

Osservazione II. Sappiamo che ¢ 0 o<1, 0<A<T —ab B fa-
cile verificare che o(x, 8) & decrescente al crescere di 8, indipendente da g o
crescente con f a seconda che risulti

—1+4V5
0 < o < T o =

2

Ot

\/

—14+5 —1 ;
—%——) <1

oppure

Lo »{~

Valgono pertanto le seguenti disuguaglianze:

(39) oloy 1 a) =l — ) < glos ) < (1~ el 0 [0 TV,
—14+V5 e 3—5 —1+4/5
(3.4) Q('——é‘”—_5 /3) = (1 —o?)? = B (OC == —“—2‘—"—> )

(8.5) ole, 0)=(1— )2 < p(, f) <l —a®)=p(t, 1 —ox?) (‘—1——;—\—/—5—’ << 1> .

Osserviamo infine che, in ogni caso, ¢ g(e, f) <1 —oa? quando 0 <f <1 — ot

4. - Dimostrazione del Teorema I
Per ogni 0 <« <1 si ha, in virtt delle (3.1) e (3.2),

| Gy | <1 — 022, | @ | < olor, [al)

Tenuto conto dell’Osservazione IT si ha poi:

24

&

—1 +\/5>

(1 — o2)? <0<o¢<

< Q(ay lakl) ==

l Aoy

a1 — a?) (Zl——;\—/—’s<a<1> )
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Per ogni 0 <r <<l ¢

@ o —1+Vs5
o -+ zk (1 — a®)2red 4 zk (1 — o®)r2eti (O La< ;r v )
1 0 =
AM(f; N < -
o o 1 ] 5
o 4 Dol — aB)r® 4 Xy (L— o)t ( 3 Vi cus 1)
1 1 “~
Si soddisfa alla condizione 9Ko(f; 7) <1 ponendo
1445
P4 (L—a) A+ a@)?) +r(l + o) <1 <0<oc< ;‘/°),
7L o - a?) ~},1'(1 L)1 (__2{._._&)<a<1),

ciod @(r; o) < 0. Per il significato di B(e) segue immediatamente
B(o) = p(a) .

Si osservi che per ogni 0 <« <1 esiste ed ¢ unica la radice y(c) nell’inter-
vallo 0 <7 <1. Infatti @(r; «) assume valori di segno opposto per r =0 ed
y =1 ed & @r; o) >0 in tutto Vintervallo 0 <» < 1.

5. - Dimostrazione del Teorema IT.

a)  Funzioni pari. In virtl del Lemma gia dimostrato e dell’Osserva-
zione I1 si ha

—1+4V5
(e, lafzkl)<(1—-062)2 <0< o < .._._5*—_2>
(5.1) l Wy l < B (k >1),
-— 1 5
olet, l Ao |) < ol — a®) (—;;& < o< 1)
(5.2) I Garin | < 0(0t, | ortr [) =, 0) =(1—a?)® (O<a< 1), (k> 0).
Per ogni 0 <r<<1 &
o« + Zp (1 —a?)ore : (0 <a< ——g—&’)
1 . v

OMe(f; 1) <

© —1 5
o + S a(l — ar)ros (-—————;_—\L<oc<l).
1
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La condizione 9)(f; ) < 1 & soddisfatta quando

— 1 F
21 (1 — )1+ @) <1 <o<a<__;lf)

&

—~—2'—-~—<oc<1 .

(F5<esy

(1 + o + o) <1

Risulterd pertanto B,(x) > y(«) essendo y(x) la radice compresa nell’inter-
vallo: 0 <7 <1 del polinomio

(1 4+ (1 — o)1 + 2)?) —1 @<a<
D(r; @) =

721 4+ o + of)—1

Nella dimostrazione fatta si ¢ posto, per (—1 +/5)2<a <1, |ay|<
< (1 — o?) tenendo conto del fatto che in questo intervallo risulta o(l — «?) >
> (1 —a?)2 T risultati enunciati nell’Osservazione I si ottengono invece consi-
derando, per i coefficienti della serie, entrambe le limitazioni (5.1) e (5.2).

Si consideri ora la funzione pari (analoga a quella considerata da B. LaN-
DAT (%)),

51 e 22
f(2) = T (1 — o?)2? — a(1 — o2zt — a2(1 — o2)2t — ...
— 2t

ed appartenente a («x) poiche regolare in |z|< 1 e tale che |f(2)| <1 per
|2]<1. B poi per 0 <r<1

@

DMolfs 7) = a + (1 — o)r® Fp ahrs,
0

La condizione 9(f; ) >1 & soddisfatta quando
1 4+ e—202) +ax—1>0.

Ne segue B;(«) < 6(a) = 1/\/1 + e

(8) Vedi E. Lavpav, loc. cit., in (1), pag. 34.
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b)  Funzioni dispari. Si osservi innanzi tutto che le radici y(e) e 6(e)
citate nell’enunciato del teorema esistono e sono uniche; infatti i polinomi
Glr; «) e P(r; o) assumono per + =0 ed + =1 valori di segno opposto ed
inoltre le derivate @.(r; a) e ¥ (r; o) sono positive nell’intervallo 0 <» <1 per
ogni 0 <Ca<C1. :

Poicheé ¢ f(z) = 2g(2), con ¢(z) = a -+ az2*-+ a; 2%+ ... appartenente alla
classe delle funzioni pari, valgono per i coefficienti @y, (k> 1) ed ag,(k>0)
le stesse maggiorazioni (5.1) e (5.2) stabilite rispettivamente per i coefficienti
g ed Ay - ‘

Si ha quindi per 0 <r < 1

o 123
ror - 1 D (1 — o®)® 12k (O < ag 5 o)
1 2
DMo(f; 1) < ~
ror - < ! ) -1+ 5<a<1"
o - 7 ;I» oL — o 7 ‘ B ~ .
Si soddisfa alla condizione 9(f; r) <1 ponendo
—1 25
P((L— o) —ar) - 7® L e <1 (0<oc<~———-——-—:\ 3)
33 L 2 . ——]-%—\/:’;
— 1% 9?1 : —— <a<1],

cioe @D(r; o) <O0.
Si @& quindi dimostrato che vale per B,(«) la limitazione

By} = y(a) .

I risultati ottenuti valgono nell’ipotesi che, per (—1 + 4/ )2 <a<l
sia | o | < (1 —®). Anche in questo caso si perviene ai risultati enunciati
nell’Osservazione I tenendo conto, per (—1 -+ +4/5)/2 <« <1, di entrambe le
maggiorazioni (5.1) e (5.2) valide rispettivamente, come si & gid osservato, per
i coefficienti @,.., €d @geq -

La funzione dispari

= % — (1 — a?)2? — (1 — o?)2f — ...

& regolare per |z|<C1/4/a, inoltre |f(2)| <1 per |¢| <1 e quindi appartiene

—a?

1
a F(«). La condizione 9Si(f; r) >1 cloe ra + 1 -
P(r; A(x) >0.

= >1 equivale a
—
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Una limitazione al di sopra per Bi(x) & data pertanto da &(x).

¢)  Funzioni pari pid termine lineare. L’indagine sui valori delle funzioni
D(r; o) e P(r; o) per 7 =0 ed 7 =1 e sull’andamento delle derivate Dr; «)
e Vs o) per 0 <r<<1 e 0 <a<1 assicura esistenza e unicitd delle radici
y(«) e &(e). Si trova, applicando il Lemma gia dimostrato, che val()'ono, per i
coefficienti della serie, le maggiorazioni (5.1) e (5. 2). Per (~1 b «\/ B)2<a<l
usufruiremo, nel seguito della dimostrazione, della maggior, <ol —o?)
che, per £>1, & valida per tutti i coefficienti della serie.
In virtu delle (5.1) e (5.2) e tenendo presente che | a; | < 1— a2 si ha (per

0<r<<l):

o+ r(l — &?) 4 zk (1 — o)2p2e (0 o< —1 );:”\-{:5)
b P4
DMo(f; 1) <
9 —_— ‘/Z:
@+l —af) + Er (1 — ajres ( LEVI <)
2 : . ]

~ La condizione 9(f; ) <1 & certamente soddisfatta quando risulta

— 1 4 o) F UL (1 +a)l—a?)) 1l ) <1 <0< < +‘/5)
2
— 1 o) F ¥l da +a?) ol F ) <1 (:}*;_\éﬁj <a<1>,

cioé¢ quando D(r; ) < 0. Per la definizione di By(«) si ha:
Bi(o) = p(«) .

La funzione lineare @,(2) = o + az appartiene a F(«) (ciod & in modulo
<1per |2|<1)quandoé|a,|<1—a?e quindi potremo porre, in particolare,
Ay == — (l — cxz)e"".

o — ~‘2
1 — o2?
La funzione pari pitt termine lineare

appartiene pure, come si & gia visto, a $(a).

La funzione g,(z) =

o) = 3(ule) + o)) =m0 1 Lo o
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evidentemente appartiene anch’essa & F(e). Affinche risulti

& sufficiente che sia, per 0 <r <1, ¥(r; «) 0. Ne segue

By{e) < d(x) -

d)  Funzioni dispari pid termine costante. Per ogni 0 <<r <1 si ha, in
virti della (3.1),

OMo(f; 1) <o + 7 Jp (L— at)rs
0
La condizione 9G(f; ) <1 & certamente soddisfatta qualora risulti
D(r; o) =12 +r(l +o)—1<0.

Come si pud facilmente calcolare y(x) ¢ la radice compresa nell’intervallo
0 <7 <1 del polinomio @(r; «) e quindi vale per B,(x) la limitazione

By(o) > y(e) .

Si consideri la funzione dispari pitt termine costante f(z) = a + Ag(z) con

T—22
9e) = 1— 722

visto, appartiene a . A & una costante reale da determinarsi in modo che ri-
sulti soddisfatta la condizione |f(2)| <1 per |z|<<1. Si ha

(v reale, positivo e <(1) funzione pari che, come si & gia

[f@)| =a+Alz]|g@) | <e+ 1 per |z|<1

e quindi A =1—« & un valore accettabile. Risulta allora

(1 — a)(l — 723

1 — 2

DMo(f; 7) =« + (1 —a)wr +

La condizione Db(f; #) >1 si traduce nella disuguaglianza, indipendente
da o,

r3(1 — 272) 12 e >1
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cio¢ ¥(r; 1) >0, essendo ¥(r; 1) il polinomio che figura al comma b) dell’enun-
ciato del Teorema II. v & vincolato dalla sola condizione di essere <1 e quindi
una limitazione al di sopra per Bi(«) & data dal valore minimo che la funzione
0(z), definita dall’equazione ¥(r; 1) =0 per 0 <r <1, assume nell’intervallo
0 <z <1. Si trova che tale minimo p & la maggiore delle due radici comprese
nell’intervallo 0 <\» <1 del polinomio

pr) = 8rt 4 r2—6r <1
ed ¢ o0 =0,789 ....

Si ha quindt

ed il Teorema & completamente dimostrato.



