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Sulla fattorizzazione

degli operatori alle differenze, lineari. (**)

Introduzione.

Nella presente Nota si mira a sviluppare argomento della « fattorizzazione
degli operatori alle differenze, lineari » in guisa tale che i procedimenti
seguiti e i risultati ottenuti diano, con un sem-
plice passaggio al limite(), procedimenti erisultati
del Calcolo infinitesimale. Non mirisulta che cid sia stato fatto.

In parallelismo con la notazidne D, f(z) per la derivata di f(=) userd la no-
tazione D, , f(x) per il rapporto incrementale { flw + k) — f(z) }/h . Pongo inoltre
O.,» f(w) = fle+h). Un operatore alle differenze, lineare, si puo allora scrivere:

— n n—1 R
& =ua,D +a-, DL+ oy Don + ay,

con @, =afz) (r=20,1,2, ..., n).

Provo dapprima (n. 1): Considerato un operatore Q alle differenze, lincare,
d’ordine n >0, ¢ una funzione o = a(x), esiste sempre wn ben determinato opera-
tore alle differenze, lineare,

8 =0, DI + 0,y DI+ + 0D,y + by,

xyh z,h

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.
(**) Ricevuto il 30-V-1962.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R., per I'anno 1961-62.
() Precisamente, il passaggio al limite lim, come risultera dal seguito.
h—>0
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[con b, =by(x) (r=0,1,2, .., n—1)] e una ben determinate funzione
o == p(®), in modo che si abbia

(1) Q=8-D,p—a) +p.

In particolare (n. 2): Se y = 1(w) = 0 ¢ uno zero di L e o ¢ dato do

])91.75 1
9 A
2) . * PP
si ha semplicemente
(3) Q = Q-(D,p—a).

Ne segue (n. 8): Dato un operatore & alle differenze, lineare, esistono n funzioni
opportune oy == oy{®), ..., o, = o,(@) tali che sia

(4) g = a’n'(Dx,h_“ 0(,1) o (Da:,h"'"al) -

Infine (n. 4): La (4) si pué anche scrivere nella forma

1 |
(5) Q= a/n(ax_h /tn) Dx,n /«‘— ceo (Gx,hﬂ1) D"’.h#— 3

n 1

essendo (Dyy p,)fpr =0, (r =1, 2, ..., n).

Dalla (5) appare chiaramente (n. 5) come si possa procedere per 1a inversione
dell’operatore Q: basta invertire successivamente (e in ordine inverso a quello
indicato dalla sottolineatura orientata) gli operatori elementari figuranti nel
secondo membro di (5). Pertanto: La risoluzione di un’equazione alle differenze,
lineare,

(6) ‘ L y@) = fla) ,

omogenea o no, si riconduce a stabilire per Poperatore & la decomposizione (5).
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1. - Dimostrazione della (1).

Anzitutto, essendo u = u(w), v = v(z), e posto

,
am o d a
B =
ap;,
abbiamo la formula
— _ = R
T
Ru-v)=Luv = zf " (2 gx,h u)D,v,
_—— ! ,

la quale si verifica facilmente tenendo presente le espressioni di D7 (u-v) per
e T ' ' ‘ '
Ne segue, per il secondo membro di (1),

g-(Dx’h——oc) + p= §Dx‘h—§zx+ o=

<~

-

n—1

n 1 SMar r
=2 0D — 3 (70, DL, + 0 =

r
o 7

n—1

1~ \ oy _
=b,D], + 3, (l’ o ’3‘”";1:"‘) D, + (e— 2w,
2 .

e affinché valga la (1) dovrd aversi:

bn—lr‘a‘n
lrd 1 amgr » 0 2.1
(M br~1“7,—,3 000 =a, (r=n—1, n—2, .., 2, 1)
Q'——Q‘(X:(loa

Tali eguaglianze determinano successivamente (in modo ricorrente) b,,,
bnozy vy b1y by, o (come si vede facilmente tenendo presente che 27 si esprime
a mezzo dei SOl by, byuogy vooy Dy, b,) .
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2. - Dimostrazione della (8).
Se in (1) la funzione « & data da (2), la (1) stessa ci da

Dm,h I
Y

J#ZQ(DM—- >M+9u,

ossia, essendo nullo il primo termine del secondo membro,

Ru=gp,
da cui
2 f&

Dunque: fe « ¢ dato da (2), la (1) si serive

feo]

#v

(8) L=8-(Dyp—a) + —
u

Pertanto, se p = p(x) 40 & uno zero di &, la (8) ci dd la formula (3) da
dimostrare.

3. - Dimostrazione della (4).

Considerato un operatore € alle differenze, lineare, di ordine » >0, detto
== (%) 3£ 0 un suo zero e posto oy = (D, ) 1, risulta, per la (3),

(9)1 2 :81'<Dx,h— 061) H

dove &, & un opportuno operatore alle differenze, lineare, di ordine #»—1, nel
quale il coefficiente di D%,' & a, [in virtd della prima delle (7)]. Qualora sia
n—1>0, detto u, = u(w) 7 0 uno zero di 8; e posto o= (Dyn ts)/the, Ti-
sulta parimenti '

(9): 2, = 82'(Dx,h"‘ o) ’




[5] SULLA FATTORIZZAZIONE DEGLI OPERATORI ALLE DIFFERENZE, LINEARI 209

dove &, & un opportuno operatore alle differenze, lineare, di ordine n--2,
nel quale il coefficiente di D7* & ancora @, . Proseguendo analogamente si avra

x:h

per &, una decomposizione della forma

(9)8 82 :‘93'(Dx'h_“0(3) B

e

Cosi continuando si otterrd

(g)n—l Qn*'z = sn—l : (Dm,h - an"l) s

dove £,.; & un opportuno operatore alle differenze, lineare, di primo ordine,

della forma a,D,, -+¢. Posto a, =—c¢/a,, si ha
(9)11 Enml = a’n‘(Dx_h,_ Ocn) .
TR, Y

Cio prémésso, si vede facilmente che l’espi'essione di & data da (4) si ot-
tiene subito nel modo seguente: in (9), sostituiamo ad £, la sua espressione data
da (9),, nell’eguaglianza cosi ottenuta sostituiamo ad L, la sua espressione
data da (9);, e cosi via successivamente, fino a sostituire ad &, la sua espres-
sione data da (9),.

4. - Dimostrazione della (5).

Applicando la formula

D a(u-v) = Dx'h’l'L’U =(0 %) Dy a0 + (D)0,

—~—

cioé, fra operatori, la formula

Dy, 4 == (6en ¥)Dopn + Dy are,

-~

si ha

1 1 1
(ex,h ,U)D:v_h — = (ez,h ‘U/) J <0z,h ”') Dx,h + D:z:,h "‘} =
M 1 K H

-~

) I D Da:,h I }
_ 2 i L
l Ooc,h “ s " 0;7:,7L H

= (em,h 24

14, -~ Rivista di matematica.
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ossia

. 1
(10) D;’c’h == (Oz,h ,”') D:c,h ; .

-~

Applicando ripetutamente la (10), facendo ordinatamente o = o, o, ..., @,
la (4) prende la forma (5).

5. - Sulla risoluzione delle equazioni alle differenze, lineari.

A maggior chiarimento dell’affermazione fatta alla fine della «Introduzione »
relativamente alla risoluzione di un’equazione (6) alle differenze, lineare, pud
giovare un esempio.

Sia da risolvere l’equazione

a(@ -+ D2, y(@)— 2 D y(@) + yl@) =1.
Si osserva subito che una soluzione dell’equazione omogenea corrispondente
& y(w)= w; cid permette di scrivere facilmente ’operatore &= »(@ + h)D?, —

—a D, + 1 nella forma (5):

1
8 = g(@-+h) Dy p (@+h) Da s ~

e quindi I'equazione proposta nella forma

1
o(@ + WDap(@ + WD,y ~ y(@) = 1.

Di qui segue successivamente

1 1 ] 1 1T
Dm,h(w + }'{)Dx,h ; y(m) = @@ + k) ’ (# + h)Dx,lz 1— ]/(.’U) i ; T Ty
1 1 1 1 1
Dz,h (; ?/($)> = —“'(T h) -+ 7ty T’ ;?/(77) = 4+ m W +h) +m,

dove @, e m, sono arbitrarie funzioni periodiche di periodo h ed & ¥(z) =
=} D,logl'(x/h) . Infine risulta

y@) =1 +ma¥@ +h) +me.
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