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Bravca MaANFPREDT (%)

Una relazione
fra le trasformazioni termoelastiche linearizzate

di mezzi comprimibili ed incomprimibili. (*%

" 1. - Intreduzione.

I’attuale rinnovato interesse per la Termoelasticitd (dovuto forse al-
Vestesa applicazione di essa alla moderna Aereodinamica) ha ottenuto, recente-
mente, risultati notevoli in svariati problemi concreti relativi a mezzi compri-
mibili (*). Molto meno estesa appare invece la letteratura relativa ai mezzi
termoelastici incomprimibili (2). D’altra parte, nell’ambito della teoria linearie-
zata relativa alla statica non isoterma di mezzi elastici omogenei ed isotropi,
in [10], si delinea la possibilitd di ignorare il vincolo d’incomprimibilith me-
diante una conveniente correzione della forma quadratica che compare nel
teorema di MENABREA, e in [6], si dimostra, proprio come avviene nel caso com-
primibile, la completezza della soluzione generale del problema incomprimibile
espressa mediante le funzioni potenziali di NEUBER e PAPKOVITCH. I3 naturale,
percio, che si ponga la questione della riconducibilita della soluzione di problemi
termoelastici stazionari comprimibili alla soluzione di analoghi problemi incom-
primibili, e viceversa. :

Tale questione & precisamente l'oggetto di questa Nota. Si prova
(n. 2) che: un opportuno cambiamento della distribuzione della tem-
peratura -[definito dalla relazione funzionale (2), riducibile, nei casi

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universith, Parma, Italia.
(**) Ricevuto il 24-I1V-1962.
Lavoro eseguito nell’ambito delle attivita del Gruppo di Ricerca n. 7 del Co-
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“(}) Si veda, ad esempio, la Bibliografia riportata in [7].
(*) Sono fondamentali in proposito le Memorie di A. SIGNORINI [10]; si veda inol-
tre [6].
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pitt  comuni, alla relazione lineare (7)], insieme con una conveniente
definizione [data da (5)] dello scalare corrispondente al vincolo d’incomprimi-
bilitd, ¢ sufficiente perché lo spostamento e la deformazione caratteri-
stici di una trasformazione stazionaria (supposta unica) di un solido compri-
mibile, 8, omogeneo, isotropo e senza forze di massa, individuino anche una
trasformazione stazionaria di un solido incomprimibile senza forze di
magsa ¢ avente in comune con & le costanti termoelastiche e le forze superfi-
ciali esterne. I3 valida anche Iaffermazione inversa (n. 3). I risultati ottenuti
si estendono poi al caso di solidi termoelastici soggetti a forze di massa conser-
vative, del tipo delle forze gravitazionali e centrifughe (n. 5).

Da ultimo (n. 8) la risoluzione di wun problema particolare comprova
Vutilith, della corrispondenza stabilita.

2. - Passaggio da una trasformazione comprimibile ad una incomprimibile.

Sia S un mezzo continuo, termoelastico, comprimibile, omogeneo e
isotropo, di costanti termiche ed elastiche h, @, I e m. In assenza di forze di
massa, per effetto di un’assegnata temperatuia superficiale, &, e di un’asse-
gnata forza superficiale, F, il mezzo, S, subisca una trasformazione termoela-
stica linearizzata e stazionaria, a paridre da una configurazione C%, a contorno
regolare »*, di equilibrio naturale e stabile. Se si indica con U lo spostamento
e con T Vincremento unitario della temperatura assoluta, la trasformazione
(U, T) sia univocamente (®) definita dal sistema (cfr. [1], pag. 77):

(AT =0 L. c*
ar , w
T = MT—0) e 2
I
m AU + (1 +m) VV. U == V(@T) . . . C*
&n=F D

L

essendo n il versore della. normale interna e

@) D =| Py = | aT0m— IVUby.—2mE,,| .

(3) Per 'unicitd della trasformazione in esame si veda [1], pag. 38.
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Si prova che la distribuzione stazionaria di spostamenii, strains e stresses
individuate in S da (U, T) compete anche ad un mezzo, s, continuo,
incomprimibile, omogeneo e isotropo, di costanti termiche ed elastiche, h, @,
I, m, b {con b costante caratteristica dell’incomprimibilith di s), occupante il
campo O% <4~ 3%, quando, sotto Pazione della forza superficiale F ¢ in assenza di
forze di massa, il mezzo § venga assoggetiato ad wna convenienie distribuzione
stazionaria della temperatura, T, ¢ quando si ponga gq = (T — 1), essendo ¢ lo
sealare atto a rappresentare la reazione vincolare interna di s.

. e . Loodr
Precisamente 7, armonica in 0%, soddisfi su Y * alla condizione e I (t— 0),
an

con O definita dalla relazione:

1 I d 1
2 b = — -3 — VU — WU e
=) 0 b l dn v WV I z

Dimostrazione. Il mezzo incomprimibile, s, soggettc alla forza su-
perficiale F e alla temperatura superficiale 0 data dalla (2), subisca, a pmtire
da C*4 3% la trasformazione linearizzata e stazionaria (u, 7, q) ( con u sposta-
mento) definita univocamente (*) dal sistema (cfr. [8], pag. 161):

At =0 o C#
dr "
o hir—20) . >
1T 1 mAw + (I + m)YV.au = v(q -+ at) Co. . o
V. = bt .o O*
gn =F . >

() L’unicitd della soluzione di II pud, ad esempio, cosi provarsi: nota univoca-
mente v {c¢ir. [2], pag. 25), ammesse possibili due soluzioni distinte (x', ¢') e (u", ¢") del
problema elastico rappresentato dalle equazioni I1I,, II,, II;, e posto w =u' —u’,
2 = ¢ —¢", ristlta w solenoidale per l'unicitd della soluzione del problema termico,
e, quindi, dalla linearita delle suddette equazioni segue:

JmAw—vz:O AN c*
Vaw =0 RN c*

[wn:O - %

%O — 2meg;

con
e )I )"
(ehk - Lhk (’hk) .

| =|

yo={ pu

Ora tale sistema caratterizza la statica elastica isoferma e linearizzata di un mezzo
incomprimibile non soggetto né a forze di massa, né a forze superficiali esterne. Pertan-
to ammette al pilt una soluzione (cfr. [10];, pag.-159), che, per 'omogeneita delle
equazioni, ¢ la banale. :
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essendo n il versore della normale interna e
3) @ =| ou| = | v, — V.1, — 2me,, - q0ni] -
D’altra parte, osservato che si ha (%)
AV.U =0,

segue subito dalla (2) che la soluzione unica del problema termico II, e IT
¢ data da

2

(4) ' T =(VU)b.

Confrontando ora le equazioni I, e I, rispettivamente con 11, e II;, per
I'unicitd delle soluzioni dei sistemi I e I1, risulta che ¢

u-==U,
se, ¢ solo se, ¢
®) ¢ =a(T—1),

rimanendo poi senz’altro verificata 1’equazione II,, attesa la relazione (4).

Osservazioni. a) Se, in particolare, si ha
(6) V.U =A7T + B .o o*,
con 4 e B costanti, la relazione funzionale (2) diventa (%):

(M 0 = (40 + B)/b S

(°) Basta applicare I'operatore y7. ad ambo i membri di I; e tenere presente la I, .
(%) Si ha infatti:

1(d 1  (ar B
hE = A V'U_]LV‘U}Z*”" ——[—){A (Ef;_hT>—hB }E‘._

1
= —= { A(— h®) — B } ,
‘ b e

cio¢ proprio la (7).
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Viceversa, vera la (7), necessariamente ¢ valida la (6). Infatti dal confronto
dei problemi termici corrispondenti ai sistemi I e II, da (7) discende 7 =
= (AT + B)/b, e quindi la (6), attesa la relazione (4).

Ricordando P'espressione della soluzione completa data da NEUBER e Pap-
xovrrew (cfr [1], pag 83), ciod

14 2m 9
l4+m

U=v{G+ 2 xX(P*—0)}—

con P* punto variabile di C* ed O punto fisso di C*, ed essendo
AG = [a/(l + 2m)]T, AL =0,

la (6) risulta verificata se, ¢ solo se, V.82 & funzione lineare di 7.

b) Se I s indica Uinvariante primo del tensore degli sforzi relativi a. mezzo
comprimibile 8, da (1) discende:

(8) V.U = (3aT — 1,)/(31 + 2m),
e la (2) puod scriversi anche nella forma:

’ — 1 ‘p___ 1 *
(2) h6~m {l@*{’“ hl'ﬁj . e 27

relazione che si riduce alla (7) se, ¢ solo se, I_ risulta funzione lineare di 7

(cfr. (8)).

¢) Quando si tenga presente la difficoltd della risoluzione di un problema
termoelastico incomprimibile, pare opportuno sottolineare come la proprietd,
provata permetta di risalive facilmente, ¢ in modo univoco, dalla risoluzione dei
problemi comprimibili (in proposito dei quali la letteratura risulta -assai vasta)
a quella dei problemi incomprimibili, essendo:

&

T = (V.U)/b
u=U
g=a{T—(V.U)b}.

Per esempio, nel n. 6, si otterrd subito, sfruttando tali relazioni, la soluzmne
di un problema incomprimibile semplice ed espressivo.
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3. - Passaggio da una trasformaziene incomprimibile ad una comprimibile.

Nel campo C*--3* sia (z, 7, ¢) una trasformazione incomprimibile,
linearizzata e stazionaria che un mezzo, s, di costanti termiche ed elastiche
ky a, 1, m, b, subisce, in assenza di forze di massa, per effetto di un’assegnata
temperatura superficiale 6 e di un’assegnata forza superficiale F.

(m, 7, q) sia definita wunivocamente (cfr. (*)) dalla’ soluzione di un sistema
del tipo II.

Si prova: la distribuzione stazionaria di spostamenti, strains e stresses
individuata, in s, da (i, T, q) compele anche ad un mezzo, S, continuo,
comprimibile, omogeneo ¢ isotrope, di costanti termiche ed elastiche h, a, 1,
m, occupante il campo C% + >*  quando sotto Uazione della forza superficiale F
¢ in assenza di forze di massa, il mezzo § venga assoggettato ad una conveniente
distribuzione stazionaria della temperatura, T.

/ :

Precisamente T, armonica in 0%, soddisfi su 3 * alla condizione%xh( =),

con @ definita dalla relazione:

a I,d‘” J

Dimostrazione. Il mezzo comprimibile § sia soggetto alla trasfor-
mazione definita univocamente (cfr. [1], pag. 38) da un sistema di tipo I, essendo
© data dalla relazione (9). Per II, la (9) pud scriversi nella forma:

(9) 71/@::}&0———1—Iﬁ_hq1 . X . z*.

“h@f-—{a% (q+ar)—~h(q+m:)} D
d’baltra parte, essendo (7)
v-vg=0,
si ha che il problema termico relativo al sistema I ha l'unica soluzione
(10) T=(q+a1)a.

Dal confronto poi delle equazioni IT;, IT; rispettivamente con le equazioni
1,, 1, risulta, per la (10),

U::u.

() Basta applicare I'operatore y7. ad ambo i membri di II; e tenere presenti le equa-
zioni II, e II,. ‘
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Osservazioni. a) Se, in particolare, ¢ risulta funzione lineare di =,
per la (10) T risulta legata a V. U da una relazione del tipo (6) e quindi, neces-
sariamente, la relazione funzionale (9) si trasformerd in una relazione lineare
fra 6 e ©, come & facile verificare (®). .
Quando si tenga presente espressione della scluzione completa di & (otte-
nuta recentemente in [6],) mediante le funzioni di NEUBER e PAPKOVITCH:

u:v{ g—?};(P’“——O) X w}+ w

g = (1 + 2m— bla)Ag— mV.
essendo:
Ag == b1, Aw =0,

si vede che la funzione ¢ & lineare in 7, se, e solo se¢, ¢ tale la funzione V. .

b) Se I, indica Iinvariante primo del tensore degli sforzi relativi al mezzo
incomprimibile s, da (3) diseende:

(11) q = (Qr +1,)/3 con p = (3l + 2m)b— 3,

e la relazione (9) pud seriversi anche nella forma:

, . b(3l + 2m) 1 dI,;,7 y ) ~ s
(9) h@——T 7L6_§(;<H’;,——~ILIW> e z y

relazione che si riduee alla (7) se, e solo se, I & funzione lineare di 7.
(3) Se, infatti, ¢ ¢ = a'tr + ', risulta:
in particolare si ha:

Sostituendo in (9) si ottiene:
O =(1+d/a)g+ba,

proprio come si voleva provare.
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4. - Corrispondenza involutoria fra 0 e ©.

8i pud provare le 7'elaz'igni funzionali fra 0 e O date da (2) e da (9)
s ono Puna Vinversa dell’altra.

Infatti considerate tali relazioni nelle forme equivalenti (2') e (9'), ed osser-
vato che perU=ue T=1 4 g/a & I,=1I_,%a (2') si riduce ad un’identita,
quando si sostituisce nel secondo membro di essa alla funzione @ la sua espres-
sione data da (9').

Ne segue: a) La relazione funzionale (2) esplicitata rispetto a 6 si tra-
sforma nella relazione funzionale (9), e viceversa. b) Le funzioni 6 ¢ O si cor-
718 pondono in doppio modo, rappresentando la (2) [oppure la (9)] 1a legge di cor-
rispondenza.

5. - Estensione,.

I risultati precedenti si mantengono validi anche se il mezzo & soggetto a
forze di massa del tipo gravitazionale o a forze centrifughe.
* Nel primo caso, infatti, la forza di massa, 7, & conservativa e a potenziale
armonico; essendo ciod:

7 = V(a¥) con A¥Y =0,

basta assumere:

1 dy ' N
T =T+, O =6 {ﬁ W 4 }2‘, By = Fy + a{¥) 5bpvy
e Ieggel'e nel sistema I invece delle funzioni 7, @, e F,, ‘rispettivamente le fun-
zioni T, @' e F,. -
Nel secondo caso, invece, si ha AW — costante; analoghe opportune sosti-
tuzioni portano ancora ai risultati dei nn. precedenti.

6. - Un’ applicazione.

Il mezzo comprimibile § riempia un manicotto cilindrico limitato lateral-
mente dalle superficie 7= %' e r=20", con N’ < 9. In S la superficie interna.
sia mantenuta a temperatura costante @ non nulla e la superficie esterna sia
mantenuta a temperatura nulla; inoltre siano nulle le pressioni sulle superficie
laterali di S. In queste condizioni § subisce una trasformazione linearizzata,
che risulta stazionaria e piana.
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Per la simmetria assiale di §, le equazioni I, e I,, in coordinate cilindriche,
ry o e 2 diventano:

r ATE%%(T%—ZY):O Co o
1\ T=6 r =9
| T=0 r =",
ed ammettono la soluzione:
(12) T = K 1g(x"/7) [K =0/g@n/n)].

Nota cosi 7, determino U — secondo il metodo di GOODIER — assumendo
come soluzione particolare dell’equazione non omogenea I, la funzione, a sim-
metria asgiale,

U® =va,
dove G ¢ una particolare soluzione dell’equazione di PoIssoN
AG ={a/l +2m)}T.
Tale equazione per la (12), atbtesa la simmetria assiale, diventa:

1d/ a6
(13) <7‘

I ) R - 201 [
rdr d'r) Elg ('), )
con

ed & soddisfatta, in particolare, dalla funzione

G = (K'[4p>{1g (RN"[r) + 1 }
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Poiché U™ ha la sola componente non nulla U®, ne segue:

1G
(14) U9 == = (K {21g (@V'fr) +1},
(¢ J— d U:‘m 1 {« "
E” == *‘d;‘ """ = (K /4)7’12 Lg (m /’7’) —_— 1}
15 e
(1) | B2 =2 — @ {21g () +1)

7

(P () __ () ___ Jmy
Ezz "Eaz ”“Ear ""Erz ”“0’

[ DR = (mE'4){21g (V') +1}

DP) = (mE'[4){21g (R"r)—1}
(16) )
DL = (I + 2m)K" 1g (R']r)

@ __ BHP _. B
L @rx ”“‘gprz _@az _'“‘)‘

Come appare dalle (16), la funzione U® determina sulla superficie interna
del manicotto la tensione radiale:

= (@) = (mE'[4){21g@"/R) +1},
e sulla superficie esterna del manicotto la tensione radiale:
1 = (@rr)rs-@l” = mK’/4 B
Ora poiché, per ipotesi, le pressioni radiali sulle superficie laterali di § si
ammettevano nulle, si otterrd la soluzione U del problema in esame, quando si
aggiunga alla funzione U™ la soluzione U™ del problema isotermo elastico re-
lativo allo stesso manicotto soggetto su » = 20’ alla pressione radiale
P o=t = (mE'4) {2 1g(XN) + 1},
e su r = M’ alla pressione radiale

pr/ = 'mK’/4 .
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La soluzione di tale problema & nota (cfr. [5], pag. 144; oppure [T},
pag. 29); essa ha 'unica componente non nulla data da

(17) U =cr +cfr,
con
e=P"RP—p' R Y{20A+m)(R =)}, ¢ =(p"— p )RR {2m(R — R}
8i ha allora per (14) e per (17) (essendo U =P L UM):
VU =V.U? +V.U? = K'lg (R"/r) + 2¢/,
ed anche, per la (12),
V.U =[a/(l +2m)|T -+ 2¢',

risultando cosi V.U del tipo (6). Ne segue, per la (7),

0 ={a/[b( + 2m)]}O + 2¢'jb S r =R
(18)
0 =2¢'/b Coe r=.

Si pud pertanto affermare: a) Peffetto del vincolo d’incomprimibilita nel
manicotto in esame & assimilabile ad un effetto termico ottenute da un cambia-
mento [conforme alle (18)] delle temperature uniformi sulle superﬁc.ie laterali
del mezzo; D) le funzioni

T = (V.U)b =y lg (R')r) + 2¢'[b
wy, = U, = (K'[4)r { 2g (X'fr) + 1} + or + ¢'fr
g =l —7) =a{(E—y)lg @' N—2fb},
con
y = a/[b(l + 2m)],

danno la soluzione del problema relativo al-manicotto incomprimibile che,
sulle pareti laterali, & libero di pressioni e soggetto a temperature uniformi.
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Summary.

A relation between linear, thermoelastic, steady-siate transformations of compressible
bodies and those of incompressible bodies is oblained. Precisely, it is proved: when there
are no body forces, the steady-state displacements and siresses in a Lomogeneous, isotropic,
compressible body will be the same as those in an incompressible body of the same shape
and constants, if the incompressible body is subjected to the same surface tractions and
o a convenient steady-state temperature d’i.éta'ibqtion, and if, furthemore, incompressibility
scalar is opportunely defined. And conversely.

Further the results are extended to bodies with conservative body forces, and, at last,
are applied in a pariicular problem.



