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Luter Tawzr CATTABIANCHI (%)

Alcuni eriteri di non prolungabilita

per le serie di potenze. (**)

1. - Posizione del problema.

La serie di potenze

(1.1) | fe) =3 a, 2"

abbia raggio di convergenza 1, cioé sia lim | a. |/ =1 (4.
. : n—+

Denotiamo con {nh} una successione crescente di interi assoluti

{m} Mgy Mgy Mgy cery Mgy oer s

Sia § un numero reale 0 << 6 <1 e denotiamo con I, il «tratto» di interi
assoluti

I: A—0n, =m0 -+ O)n, (h =1, 2, 3, ...).

Poniamo I =L, ul,u..ul,u... Sia {Ah} una successione di numeri
reali e positivi e sia J;, il tratto di interi assoluti

Ja: py— A= mEn, 4, (h =1, 2, 3, ...).

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universita, Parma, Italia.
(**) Studio eseguito nell'ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 14 del
Comitato Nazionale per la Matematica del C.N.R., per l'anno 1960-61.
Ricevuto il 20-1I1-1962.
(*) Per semplicita denoteremo con |a, |V* la radice n-esima aritmetica di |a,|.
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Poniamo J =Jyud,u...UuJ,Uu.... Quando A,Z On, risulta J,c1,.
Siano {7, }, {@u}, {7, } tre successioni di numeri reali e positivi e i », siano
inoltre interi.

Definizione. Sia

Tn é 72’7;/27 (Pn é nh/?'y 1 é Yn g 2/1h é 20%11 -

Divemo che la serie di potenze (1.1) appartiene alle classe

& == F(tn, @y iy va)

lungo la successione di tratti I,, e scriveremo f(2) € § (v, @u; iy 1), quando
sono verificate le condizioni seguenti:

(a) _ lim | @, |17 =1,

(b) . la, 171 (),

(e) [ @, | < exp (— )" | a,,,h\ per med, (h=1, 2,3, ..),
() | @ | < exp 74 | a,,,h[ per mel,—dJ, (=123, ..,
(e) salvo ai pit », valori eccezionali di m in I, per i quali «,, pud non

soddisfare ne a (¢) né a (d), vincolato soltanto dalla (a).

Queste condizioni vincolano in diversa maniera la grandezza del modulo
di a,, peri valori di m € J,, prossimi a n,, e per i valori di m & I, — J,, pil lon-
tani da n,, ammettendo anche delle eccezioni; queste, al pili, in numero di », .
Ci poniamo il seguente problema:

B possibile scegliere le quattro successioni {u}, {o}, {A}, {9} (s0ddi-
sfacenti alle condizioni sopra dichiarate), in guisa che ogni f(z) € & (Tn, @u; An, )
non sta prolungabile ?

La risposta & affermativa e la condizione sufficiente che risponde al problema
sard tanto pil significativa quanto pitt ampia potrd essere la scelta delle quattro
sucecessioni impegnate.

Osservazioni. 1) Se {m,} €{m}, allora, con ovvio significato dei
simboli,

Ty a3 Any ) (lungo {Ih}) C §(Ts @i; Ay ») (lungo {jz}) .

(?) Essendo ¢, = n,/2, la (b) implica che sia anche | n, [ — 1.
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2) Se esiste y >0 tale che 7, > yn, (cio¢ lim (,/n,) >0), allora la (d)
¢ verificata, senza eccezioni, per h abbastanza grande, in forza di (a). Non si
iede pertanto la generalitd col supporre, ad es., 7, = m,/2.

3) Se esiste y >0 tale che ¢, > yn, (cioe Hm (g,/n,) >0), allora la (c)
impone a |a,| una condizione tale che

Im| @, | S exp (—y) <1, m—= -+ oo, med,

e quindi la serie parziale >a,2™, (m €J), ha raggio di convergenza >1 e
costituisce una perturbazione di f(2) che non influisce sulla non prolungabilita.
Ne segue che, nello studio della non prolungabilith, la condizione ¢, < %,/2 non
lede la gener.alitib.

4) Come si ¢ gid osservato in 1), passando da {nh} ad una successione
parziale si amplia la classe &. Si puod pertanto pensare di scegliere una succes-
sione parziale in guisa che esistano i limiti delle espressioni z,/l0g %, cp,ljlog s
Apfny, vy .

2. - 1 teorema principale.

Lo studio del problema posto al n. 1 ci conduce al seguente teorema generale,
dal quale dedurremo poi alcuni criteri particolari, pit semplici ed espressivi.
Ci riferiamo alle notazioni introdotte nel n. 1.

Teorema L. Ogni serie di potenze f(2) € §(Tny Pu; u, v) non & prolunga-
bile quando esistono & >0 e h, tali che le quattro successioni { 7, b}, { |9
{ v } verifichino, per h= hy, simultancamente le condizioni seguenti:

la condizione (C),
una delle condizioni (A,), (r =1, 2),
una delle condizioni (By), (s =1, 2),
¢ cioeé
Tn é nh/?’y qjh § 77’71/2: 1 é 143 é 2/1h é 20nh
(©)

Vp = O(A-h) s

(Ax) 9911/10g nh - + OO, Vi 10g (nh/vh) < (2 - 8)(Ph,
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(A2) guflog ny — 0 >1, v, < Zp—1,
(Bl) Th/log %h —> + <0, A:/%IL > (1 '%_ 6) { Vi log (/lh/yh) + Tr } b

(Bs) 7,/log ny, — 0, = 0, Ay > (1 + &) { vy log (Aufrs) + (1 + g,) log M}

3. « I due casi: v, — v, (finito), ¥, — + co.

Premettiamo alcune osservazioni sulle condizioni (A,) e (B,) del Teorema I.

1) La validitdh di (B,), (s =1, 2), implica che /2 superi ciascuna delle
espressioni

Wy T, 7, log 1y, wyy, log (Ay/vs);

questo fatto porta come conseguenza che 2 log A, supera ciascuna delle tre
espressioni

log n, -+ log 7, logm, + loglogn,, logmn, -+ log v, -~ log log (/) .
In particolare, poicheé 4, > \/n,n’h , risulta in ogni caso

A2 >— (1 -+ &) ngyy, log (nafv,) .

[ SR

Inoltre, poiché la funzione xlog (A/z) & crescente per 1< m< Ale, si vede
che

1
3 log n, << v, log (Aufv) << v, log my,.

2) Se », — v, (ossia, essendo i », interi positivi, se risulta definitivamente
1= 9, =), allora da pu/log ny — -+ oo segue v, log (n,/v,) = o(gr) e da
T/log 0y, — -+ oo segue v, log (Aufvs) = o(z,). Inoltre, per Pespressione che
figura alla fine di (B,) abbiamo

v log (An/m) + (1 + g1 log ma =< (v, + 1 + ;) log .
3) Se », = -+ oo, allora (A,) ¢ impossibile; la validith di (A,) ci dice che
¢ necessariamente g,/log n, — 4 co. Inoltre osserviamo ancora che, essendo

Ay >4/ M, , per Vespressione che figura alla fine di (B,) abbiamo

v log (Anfvs) + (1 + 1) log n, = (1 + o(1))w, log (Aufvs) .
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Le osservazioni che precedono ci consentono di ricavare dal Teorema T
i seguenti due teoremi, che rignardano rispettivamente i due casi: 10) quando
il numero v, maggiorante delle eccezioni in ogni tratto I, & limitato; 20) quando

& invece 9, = 4 oo.
1o caso:  w, =, (finito), ossia », = », per h= h,.

Teorema II.  Ogni f(2) € & (7, @r; i, 1) non é prolungabile se esistono
&£>0 e hy tali che le tre successiont i, @, A, wnﬁchmo, per b= hy, simulianea-
mente le condizioni seguenti

= nh/2, ®n = 7574/2,
1 i P
Pn > 3 (g + 1 —+'¢) log ny, (rp=1),

T3/10g 0y, —+ 4+ oo, A, > \/ n,;c,, ,

oppure

Ta/10g Ny 0. =0, Ay > ’\/(7’0 + 1 + g1+ &), log n,.
20 caso: Py = - 00,
Teorema IIL.  Ogni f(2) € §(tay @u; us vi) mon ¢ prolungabile se esi-

stono ¢ >0 ¢ hy tali che le quatiro successiondi T, @y Auy va verifichino, per b= hy,
simuliancamente le condizioni sequenti

' Th é ’7717,/2, (]7/1 é nh/2’ 7’}1 g + OO, V/L = o(/lh) l

@n > (1/2 + e)v, log (mafv) (2),

7,/log 1y, — -+ oo, A3y, > &){ v log (Ah/v,, T by
oppure
Tn/log ny — 0, = 0, Al > 1 -+ &), log (Aafvs) .

(®) Da quest’ultima relazione, essendo v, — + oo, segue ¢,/log n, — oo.
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4. - II tratto I, ceincidente con J,. Il teorema di E. Fabry.

Vale il seguente

Teorema-IV. Ogni f(2) € §(tn, @u; Onr, v,) non & prolungabile se, 1, ¢s-
sendo completamente libera, le due successioni g, e v, verificano le condizioni se-
guenti {(con ¢ >0 e h=hy)

Vr = Vo, (ne=1),

1
Pn >§ (vo + 1 -+ &) log ny,

oppure

Yy — —1,— OO, Yy == 0(717,,) 5
(/)h > (1/2 + 8)’”h 10g ('nh/vh) .

Dimostrazione. Essendo A, = On,, risulta J, =1I,, ossia I,—J,
vuoto (b =1, 2, 3, ...); pertanto la condizione (d) (n. 1) non & operante e pos-
siamo assumere 7, arbitrariamente: in particolare 1, pud essere scelto in ouiss
che, quando v, — »,, siano verificate le condizioni del Teorema I1, con A, = fn,;
quando v, — -+ oo, siano verificate le condizioni del Teorema IIT, con A, = 0n, .

Osservazioni. 1) Il caso A, = On, rientra nei casi classici nei quali
non si contempla il tratto ridotto J, . Assumendo ¢, = n,/2, la condizione (b)
(n. 1) ¢i dice che la successione {a,,h} ¢ massimizzante (ossia | anh\l/nn — 1),
mentre la condizione (c) richiede |a,, | piccolissimo: essa ¢ molto restrittiva e
consente soltanto una perturbazione additiva, con raggio di convergenza >1,
sulla serie i cui coefficienti a,,, con m € I,, m+= #,, sono nulii. In altri termini
la classe §(z,, m,/2; Omy, v,) & quella del classico teorema di E. FABRY [2] (%),
che ritroviamo qui come caso molto particolare. D'altronde in questo caso &
74108 (/) = 0(m) = o(gy), quindi:

Ogni f(2) € &(tw, M/2; Onpy va) (con T, arbitraric), 0<< <1, v, = o(m),
non ¢ prolungabile (E. FABRY).

(¢) T numeri entro parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia riportata alla fine
del lavoro. :
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2) 11 caso A, == On, esaminato qui si adatta anche, con lievi modificazioni,
a quello in cui A, ~ en,(e >0) e anche a quello in cui A, >en, (¢ > 0) per
h= he, poiche, per ' <C ¢ risulta, con ovvio significato dei simboli,

§(tny @u; Any vi) (lungo {In}) € 8(Tay Pr; 0"y ») (lungo {I;I; }) ’

1 ’ .
essendo J, = I, € J, € I,. Pertanto nel seguito supporremo sempre A, == o(n,)
e quindi

lsw = O(Ah>y Ay = o{1y) .

5. - Confrontoe con un criterio di F. Lésch.

Un interessante criterio di non prolungabilitd ¢ stato stabilito da F. LéscH [3]
(vedasi anche [1], p. 60, oppure [4], p. 10). Ci proponiamo di confrontare qui
qliesto criterio col “nostroTeorema T:

Denotiamo con £(®, K) la classe delle serie di potenze (1.1) che soddisfano
alle seguenti condizioni di non prolungabilith del criterio di F. LoscH:

(Ll) 1-1—1—11[ a/'nl”n 217

{ @(n) } monotona non decrescente, D(n) >0,

(L),
D2n) = O(D(n)), D(n)logn = o(n),

(Ly) || <o (0 =1,2,.), |a|>075% (=12 .;K>0),
G, =0 per m=%mn, med,, dove

(149)

J, = { Ny, — \/fnh@(nh) lognm, < m< n, + \/nhqﬁ(nh) log n, } ;

Si vede facilmente che assumendo, per un & >0,

7, = (1 + K0) + &)KD(n,) log n,, On = M/2,

(5.1) -
Ay = ’\/’N/h@(nh) log n,, "

dove

(5.2) k(0) = Tm{ (1 + O)ms)/D(my) } (k(0) = 1),

h—>r3
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risulta
(5.3) UDP, K) C &{(tn, Mf2; A,y 1).

- Infatti: (IL,) non & altro che (a); l1a (b) & verificata come conseguenza del-
Pultima delle (1) e delle (I); 1a (c), per (L), é verificata con la sola eccezione
m == n,; la (d) risulta verificata senza eccezioni in base alla scelta (5.1) di 7,
(onde »,=1). Per provare 'ultima affermazione fatta, cominciamo con Fosser-
vare che, per m € I, — J,, risulta O(m) = (1 + 0)n,) e dalla prima delle (L)
si deduce

| | < exp{ KD((1 + 0)n)- (log n,+ log (1 + 0)) };
tenendo presente (5.2), prefissato ¢ >0 arbitrario, si ha poi, per h = fiy(e),
DL+ )m) < (k(0) + ¢/2)D(ny)
e ne ‘Segue, tenendo presente la seconda dellek(L3),
| @ | < exp{ K(k(0) + &/2)@(n,)-(log n -+ log (1 + 0)) +
+ K®(m,) log n,, — KD(n,) log ny, }
< exp{ (L 4 %(0) + /2 + o(1))KD(n,) log n b | tn, |
< exp - | a,,h] ,

ossia la (d).

Poniamo
lim @(n,) = D, 0< Dy £ + o0),
B>+ @
lim k(0) =k, (ks =1 quando D, ¢ finito).
60+

Vale allora la seguente proposizione di confronto fra il Teorema I e il criterio
di F. LoscH:

Ogni f(2) € (s, m/2; Ap,y 1), con 1 € A, dati da (5.1), non é prolungabile se

5.4) K <1/ + k) quando é’)n = 4 oo,
oppure
(5.5) ' E<1/2—3/(4Dy)  quando @, ¢ finito.

Infatti, nelle ipotesi qui dichiarate, si constata che sono verificate le condi-
zioni del Teorema I. :
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Osserviamo che la classe § (1., m,/2; Ay, 1) che figura in (5.3) & pill ampia~
della £(®, K) poiche la & vincola i coefficienti soltanto lungo {I h} ; Osserviamo
ancora che il eriterio di F. LscH non impone le condizioni (5.4) o (5.5) al pa-
rametro K : pertanto il criterio di LoscH e quello della classe § che figura in
{b.3), pur interferendo fra loro, non sono l'uno contenuto nell’altro.

6. - Confronto con alcuni criteri di G. Riceci.

In G. Riccr ([4], pp. 8-9 e 29-31), sono contenuti i tre seguenti criteri, con-
trassegnati con (IIT*), (IV#), (V¥), che danno condizioni sufficienti di non pro-
lungabilita e che qui riportiamo:

@
« La serie di potenze f(z) = > @, 2", avente raggio di convergenza 1, non
0
€ prolungabile se & possibile determinare

(IIT#) la successione {m,} crescente e due numeri reali 6 >0, ¢ >0
tali che |a, [¥" —1 e inoltre:

10) il numero », dei coefficienti

Gy 5= 0, 0y — 0,/102° 0, < m K wy -+ Myflog® ny,

risulti ¥, < n,/log! ™% n,;

h ==

I (42 I é exp (’}7,7'/(2 ]‘Og{zd 'n’h)) ) ] a”h !
20)

(L — By < m << oy, — 0 J10g° gy My -+ pflOg% < M (1 4 Oy

oppure

(I'V*) la successione { nh} crescente e due numerireali 6 >0,1/2 << o<1
tali che |a,, |t —1 e inoltre:

19) il numero », dei coefficienti
p =0, My—n, =M= 0, + 0]
risulti v, < 02" /log ny;
| @ | < exp (5,77/2) | @, |

20) . .
A— O Em<<m—nd, Ny +n<<m= 1 4+ O)ny;

12. — Rivista di matematica.



178 ) L. TANZI CATTABIANCHI [1oy

oppure
(V¥) le successioni {m,} (crescente) e {#,}, e il numero reale 6 >0
tali che | , [y 1,

clog n, = v, = o(mflog m) (%)

e inoltre:

10) il numero 7, dei coefficienti

@ 70, 1y — '\/nh?’n logm, < m=Zn, + ’\/nhvh log #,

risulti 2, < w3

[ (oY l < exp ((Vh log nh)/z) ) [ a’nh l

20) J
) {(1——0)mg m<< nh——\/fn,,vh log ny, nh—{—\/nhv,, log n,<<m < (1-4-0)ny,. ».
Osserviamo che ciascuno di questi criteri contempla funzioni f(z) apparte-
nenti ad una classe &(t,, n,/2; A,, »,) quando si assumano per (I1I%), (IV#),
(V*), rispettivamente le terne di successioni

6.1) 7, = 1,/(2 102 1), A = naflog® ny, v, = mflog't* u, (c >0),
(6.2) T, =72, Ay, = ng, v, =n"Ylogn, (1)2<a<Cl),
(6.3) T, = (v, 1log n)/2, A, = '\/n,,vh log ny, c¢log ny, = v, = o(mflog n,).

Cliascuno di questi criteri consente », eccezioni tutte necessariamente conte-
nute nel tratto ridotto J,, mentre alle funzioni della classe & (75, 1./2; A, 1) sono
consentite », eccezioni comunque ripartite », in J, e ¥, in I,— J,, con v, +
-+ v, =,; pertanto la classe di funzioni contemplata da ciascuno-dei detti
criteri & una classe particolare contenuta come parte propria nella corrispon-
dente classe &(za, %/2; Au, ).

Dimostriamo che i due criteri (IXI*) e (IV*) di G. Riccr sono contenuti nel
nostro Teorema III (v. n. 8), riguardante il caso v, - + co. Intanto osserviamo
che (I1I*) e (IV*) sono conseguenza di (V*) e si ottengono da questo assu-

(3) Nell’enunciato (V*) di G. Rriccr ([4], p. 9) figura ¢ = ¢*+ 1. II prof. G. Ricci
mi comunica che tale costante ¢ pud essere fissita anche piu piceola di e® + 1.
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mendo rispettivamente per », i valori riportati in (6.1) e (6.2), dopo di che anche
7, & /, assumono rispettivamente i valori riportati in (6.1) e (6.2). Esaminiamo
poi fino a qual punto il criterio (V*) di G. Ricct ¢ conseguenza del nostro Teo-
rema ITI.

Teniamo conto che », > ¢logn, (con ¢ costante opportuna >1) e quindi
7, ~> -+ oo: controlliamo la validith delle ipotesi del Teoremsa ITI. Per b abba-
stanza grande risulta evidentemente 7, < n,/2, ¢, < Wyf2, Vp—-+oo, Ayjv,=
_-{ 1y, log ny) [, } 1% — - oo (per Vipotesi in (V%) e quindi », = o(«1,). D’al-
tronde I'espressione

Vi 108 (‘n‘h/le) = 0(‘77/1:/10% ‘nh) llog (,n'h,/vh) = O(ﬂ’h) < ';1/,,/2 = @

ci mostra che ¢ soddisfatta anche la condizione per ¢, . Risulta poi 7/log ny =
== ¥,/2 = -+ oo e Dipotesi del Teorema IIT richiede ancora

(6.4) Azz,/nﬁ > (1 -+ { v log (Ayfm) -+ 7, } -

Controlliamo fino a qual punto la (6.4) & wverificata. Calcoliamo separata-
mente

A2y, = v, log ny,

1
108 (Anfvs) 4 T = vy log m + = w, log ((log ny)/v,)

[

Nelle condizioni dei eriteri (III*) e (IV*) di G. Riccr & », >n, con § >0
conveniente, e quindi

log ((log n4)/ %) << log log 9, — 6 log m,,
e risulta
v 10g (Aufv) + 1 << (3 — 8/2)v, log ny + (7/2) log log n, .
Pertanto la (6.4) & wverificata, per & abbastanza grande, assumendo
&< 0/(2—0).
Si conclude che (ITI*) e (IV¥) sono conseguenza del nostro Teorema TIL.
La situazione é diversa per il criterio (V*), che viene ottenuto come conse-

‘guenza del Teorema ITI quando, in luogo dell’1potes1 clog n, = v=o0(m,/log ny),
si sostituisca quella piu restrittiva

1 < v, = o(ny/log ) (6>0).
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7. - Confronto con un criterio di F. Skof.

In un recente lavoro la dott.ssa F. Sxor [5] ha dato un criterio di non pro-
lungabilitdy per serie di potenze appartenenti ad una certa classe & = §(P,, Vi3
7, 0), della quale riportiamo qui la definizione.

Definizione. «Diremo (con F. SKoF) che wna serie (1.1) di potenze
appartiene alla classe S(Dy, vy; 71, 0) lungo la successione di tratti I,, quando sono
verificate le condizioni seguenti:

{(e) E{“Il! a"]ll" =1,
(/3) 0 < Q)hg 'nh/27 0 < lim (@n/log nh) é ‘%“ 0, hml anh 11‘/{117' = 1,
y) Hm|an V<1 per mel,—d,, (h=1,2 ..), m—> -+ oo,

Iy E{nh—\/M§ m= ny \/Wh}, 0 < << 02 im (n,/Dy),
{8) esiste 6 >0 tale che sia
| @ "0 < 670 (< 1) per med,, h=1,2, ..,

"{v) e queste due condizioni (y) e (J) sono verificate quando si escludano da I, al
pill v, valori eccezionali di m per i quali a,, & vincolato soltanto dalla («), e inoltre
7, verifica la seguente condizione
(7.1) se  @,/log n, — + oo, v = 0(Dy/log (n,/Dy)),

(7.2) se  Dyflog n, — o< + oo, ¥, = (Mmassimo intero << 2dp—1) ».
Vale allora il seguente

Teorema (di F. SxorF). «Ogni f(2) € 8(Pn, w; 1, 6) non & prolungabile
quando i numeri e J possono essere scelti in guisa da avere

(1.3) lim ((log n)/@y) << 0 = 5 << 02 Lim (0,/D,) ».

Vediamo se ¢ possibile scegliere 7,, ¢4, A,, v, in modo che risulti

(7.4) S(@ny vi; 1y 0) S &(vny @3 Any ).
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Cominciamo con I'assumere A, = 'V @y . La (f) e la () ¢i danno rispet-
tivamente

(7.5) [@n, | =exp (eDy), (&, — 0); | @, | < exp (— 69,) ,
e pertanto

|an | <exp{— (8 + &)} | an,].
Assumiamo
(7.6) @n = (0 + &,)D,, (&, = 0) .

Dalla (y) ricaviamo poi log | a..,,,]é s,'lfp,,v, (e,', —0), ossia, tenendo presente
la prima delle (7.5), '

[ @ | < exp{ (g, — &)P, bl |

Possiamo pertanto assumere

. ’
T, = 77h¢h7 7, = Max (0, &, &), M — 0 4+

—
-3
-1

~—

Con questa scelta di ¢, e 7, il numero delle eccezioni alle {¢) e d) é non su-
P
periore al numero delle eccezioni alle (y) e (d) e possiamo quindi assumere

(7.8) Yp = :;Ib .

Con la sceita cosi effettuata per t,, Ony Aoy v, vaie la (7.4).

Si deve ora stabilire sotto quali eventuali condizioni ulteriori risultano ve-
rificate le condizioni (C), (A,), (B,) del Teorema I.

Come gid osservammo alla fine del n. 4, il caso A, > en, (¢ >0) conduce al
teorema di FABRY, che & contenuto come caso particolare tanto nel criterio di
F. 8xor quanto nel nostro Teorema I. Pertanto ci limitiamo 2 supporre

(7.9) A = VB, = o(n)

ciot che porta come conseguenza @D, = o(n,).

Condizione (0):

Tn = MDn = o(DPy) = o(my,), Pr = (0 + &)Dy = o(my), Ay = o(ns);
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¢ poi anche w, == o(d,), poicheé risulta

1] g\ 2 ]
cbh/loo 2 A2 fog ('7"”) --} = o(d,) .

0y, Ay Ui

Condizione (A):

0) Sia @,/log v, — -+ oo; allora ¢,/log %, — -+ co e deve essere verifi-
cata (A,). Si tratta di dimostrare che & (/) log (n,/m) << 2 — & per h = hy,
e questa disnguaglianza ¢ verificata poiché, assumendo

Yy == th)hy’/log ('nlz,‘i@h): (‘Eh - 0)7 Pr (1 - 0( ))(3@7”

si constata che il suo primo membro tende a zero.

20) Sia @,/log n, — ¢ >0 (finito); allora g,/log n, — dg = @ e deve es-
sere verificata (A,). Dovremo pertanto supporre dp == p >1, da cui 6 >1/p;
la seconda condizione in (A,) richiede poi

(7.10) ya<< 200 —1.

Condizione (B)):

0) Sia @,/log ny — -+ oo; ricordiamo che & 7, = 4,P; (9, 0 +) e d'al-
tronde T, pud essere aumentato (poiché con tale aumento il numero delle ec-
cezioni alla (d). diminuisce o resta invariato), per cui si pud supporre s, —> 0 +
abbastanza lentamente in modo da avere anche 1,/log n, — - co. Allora deve
valere la (B;) e si richiede "

A;/'”'h == 77@1; >0 + 8){ v, log (/Lz/vh) -+ 77h§bh) } H

essendo A, = o(n) e v, = o(D,/log (1,/Dy)), 1 due termini entro { }sono o(D,)
¢ pertanto la disuguaglianza scritta ¢ verificata per & = h, .

3,

20) Sia @,/log n, — p >0 (finito); allora deve valere la (B,) con g, =0
poiché 7, = o(D,), e si richiede

Aifm = P > (1 4 &) { va log (Ayfva) + log my }.

Osserviamo che, poiché deve valere (A,), v, ¢ limitato; calcoliamo 1’espres-
sione

" jog M Ly P Togm)  n
1) h 3 2 (I)h ° 'Vlz; ' (I)k 2

0(1)) .

rel!»-
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Si richiede quindi
7>+ &) { (2 +1)fo + o)},
ossia v, << 2(np—1)— &', e basta, essendo, v, intero,
(7.11) v < 2(ng—1);
poiché 7, =1 ¢ intanto necessario che sia 2(ng—1) >1, ossia 7 >3/(20) .
Nel caso D,flog n, — ¢ >0 (finito) abbiamo quindi trovato le ulteriori

condizioni (7.10) e (7.11) che, tenuto conto del significato di v,, possono essere
espresse nella forma

(7.12) 1< 7, = { massimo intero < Min (26¢ —1, 2(n¢ — 1))}

(la quale porta necessariamente a: 6 >1/p, n > 3/(2p).
Vale pertanto la seguente proposizione di confronto fra il Teorema I e il
criterio di F. Sxor:

Ogni f(2) € §(tny @n; iy )y CON Toy @uy Any vy date vispettivamente da (7.7),
{7.6), (7.9), (7.8) non ¢& prolungabile se

Dy /log 1y, — -+ oo, v = o(Dy/10g (4] D)),
oppure se
@, /log ny, — 0 >0 (e finito),
(7.12) 1< », =={ massimo intero < Min (2dp —1, 2(ng —1)) }

Osservazioni. 1) Nel caso ®,/logn, — + oo il criterio di F. SxorF
e il nostro sono equivalenti, poiché in questo caso la condizione 6= # di
F. SKOF non &, sostanzialmente, vincolante. Infatti se & f(2) € S(Pn, va; m, 9)
con d >, si pud sempre passare da ¢ a ¢’ << ¢ tale che 0 < ¢’ = #: risulta, a
maggior ragione, f(z) € 8(Py, 71; 7, 0') e questa sostituzione, che interessa sol-
tanto la condizione (8), non viene a portare alcun altro cambiamento.

2) Nel caso @,/log n, — p, tenendo presenti le (7.2) e (7.3) di F. Sxor
e la nostra (7.12), distinguiamo i seguenti sottocasi: a) 1/g<< 6 n= 3/(20);
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allora la condizione (7.3) di F. Sxor & verificata, ma non lo & la nostra (che
richiede 7 >3/(20); b) l/p<d=n< § -+ 1/(29); allora risulta 2(yp—1) <
< 26p—1 e quindi pud accadere che

(massimo intero < 2(5p — 1)) < (massimo intero < 20p —1)

e il eriterio di F. SKOF ¢ meno restrittivo del nostro; ¢) §<<1/g,n= & -+ 1/(2 0);
allora risulta 209 — 1 < 2(5g — 1) e il criterio di F. SkoF e il nostro coincidonog
d) 6 >n>3/(20); allora il criterio di F. SxoF non & applicabile, mentre il
nostro lo e.

8. - L’ampiezza di J, in funzione di 7,.

Per mostrare come il Teorema I (e per esso i Teoremi IT e IIT) si presti a
rispondere a_problemi di tipo. particolare,. consideriamo alcuni casi..
Consideriamo il caso 4, = \/ amz, (o >1) e veniamo a stabilire il seguente

Teorema V. Ogni f(2) € &(tn, @r; \/ocnhz,” m), & >1, non é prolunga-
bile quando, per un & >0 ¢ per h= by, é

Vp = Vo (Vog 1):
1
P> (vo + 1 4+ &) log ny,

vy + 1 4+

i~ &
T > log n,,
o—1

oppure

Py —> - 00, v = O('\/’nlﬂh):

on > (172 + &)y, log (nufvy),

Ta > ¢ 1 log (Vn),fh/7’h) .

o — i

(Quest’ultima condizione implica T,/'0g n, — + o0) .

Dimostrazione. T.a prima parte si ricava dal Teorema IT e la se-
conda parte si ricava dal Teorema III (cambiando eventualmente il signifi-
cato di g).
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9. - Un caso speciale regolato da una sola successione g, 1, .

Come abbiamo visto & », == o(n,); inoltre ei possiamo limitare sostanzial-
mente al caso 7, = o(n,), altrimenti (come i Teoremi IT e III ci segnalano),
eventualmente lungo una successione parziale, risulta A, >en (¢ >0) e si ri-
cade nel teorema di E. FABRY (vedi n. 4).

Vale il seguente

Teorema VI Sia {eh} una successione infinitesima soddisfacente alle
condiziond

& >0, & =0+, gmflogn, = 4+ oo
allora ogni f(2) € §(th, @n; Au, ), con

Ty = &y, P = (1/2 4 &)e, log (1/e) -1,

Ah == \/(1/2 —]]— 8)8}, log (1/8],)"727” Vi == EpMy

(¢ >0, indipendente da k), non ¢ prolungabile.

Dimostrazione. Basterdh constatare che, nelle ipotesi dichiarate,
risultano verificate le condizioni del Teorema I. Infatti, essendo 7, = o(n),
o = 0(my), As = o(m), v, = o(d,), la condizione (C) & verificata; essendo poi
@uflog ny — + oo, la condizione (A;) richiede (vu/p,)-1og (mafvs) <2 — & (%),
e questa disuguaglianza, fissato £ >0, & verificata per ¢ abbastanza piccolo,
poiche il suo primo membro vale 2/(1 -+ 2¢); essendo infine 7,/log #y — -+ co,
la condizione (B,) richiede, come si vede facilmente,

14+2e>(1 +E)(1 -+ M) (7w =0 per b — 4 o0)
e, fissato £ >0, esistono & >0 e h, tali che per » = h, questa disuguaglianza

risulta verificata.

(¢) Indichiamo qui con & cid che nel Teor. I & indicato con e.
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Dimostrazione del teorema principale.

10. - Richiamo di un noto teorema.

Consideriamo il seguente noto criterio di non prolungabilitd (7):

«Siano f(2), {m}, 0, I, definiti come nel n. 1 e sia { v } una successione
di numeri positivi con v,/n, — 0.
La serie f(#) non ¢ prolungabile se lungo {Ih} essa verifica la seguente
proprietd:
posto

u(log (vju) + 4), 12 u<gy,

D(u, v) =
o(log (ufo) +4), 1=ov=u,
e
‘ K
walty 9) =g esp {1 Pl ) [ |,

esiste K >0 tale che risulta
(10.1) || < palu, v,) per m =n, uel, (v=1, 2, ey [O7,7),

salvo al pitt », valori eccezionali di m, con
v, <w, quando v, - + oo,

v, < (massimo intero < limv,) quando v, = O(1) ».

Osservazione preliminare. La funzione
wny, — Du, vy)

(") Questo criterio si trova in G. Rrccr [4], p. 95 vedi Teor. IT*. Per la forma che qui
viene data e per il complemento nel caso in cui v, = O(1), vedi F. SxoF [5].
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& decrescente per 1 < u < \/n,;v,, 2 ed & crescente per \/ nR/2 << u, e risulta (8
/ ’

e 1
Min { w*/n, — P(u, v,) } = — = vp(log (mafvs) + ),
u=1 %

(00 — 7___10g 2 = 6.30 ) .

11 semplice esame della funzione considerata conduce a questo risultato ().
In particolare, per A, = V2 /2 abbiamo

Min{ u2fn, — D(u, v;) } = A% /n, — vp(log (Anfvy) + 4) .

ugAh

11. - Limitazioni sufficienti per 7,, v, /,, @, dedotte da (¢), (d), (e).

Siano », ‘e ¥, numeri maggioranti rispettivamente del numero dei valori-m
eccezionali per (¢) contenuti in J, e per (d) contenuti in I, — J, contemplati
in (e) e sia w, = v, + v, .

Siano poi w;* e v;i* il numero degli analoghi valori m eccezionali per la (10.1),
onde »* + " =, V

Teniamo conto che per b abbastanza grande m = n, ¢ eccezionale da compu-
tarsi in ¥, .

Consideriamo le due condizioni

(11.1) exp (— @) | @, | < Min yy(u, va),
15usAy

(11.2) exp ;- | T, | < Min yau(u, vi).
uzdy

Se vale (11.1), il numero v," maggiorante del numero delle eccezioni alla (¢)
non ¢& inferiore al numero »," -+ 1 delle eccezioni alla (10.1), con m € J,; se vale
(11.2) il numero v, maggiorante del numero delle eccezioni alla (d) non & infe-
riore al numero ».* delle eccezioni alla (10.1), con m € I, — J,: ciod », =" 41,

"

Yy v,". Pertanto, se (11.1) e (11.2) valgono simultaneamente, risulta »,=
= v;; 41 e da »,=wv, + 1 segue a maggior ragione 'V;§ Uy -
Passando ai logaritmi dei due membri in (11.1) e in (11.2), sottraendo

log | n, | da ambo i membri e tenendo presente, per quanto riguarda il Min,

(8) Vedi ad es. F. Sxor [5].
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Posservazione preliminare del n. 10, si conclude che quando A4,= \/ M2,
le (11.1) e (11.2) equivalgono rispettivamente a

1
— r = ) vrlog (mafv,) + ¢) + log (K/(”n”i))’

T = /J-:/'nh -— v,(log (Ah/@’h) +4) +log (K/(nh@‘;':))y

e quindi il problema del « dosaggio» delle quattro successioni {m}, {ou},
{/ h}, { v,,} ¢ ridotto alla discussione delle disuguaglianze simultanee

(A) v(log (nafvy) + ¢5) + 2 log n;, + 4 log v, — 2 log K < 2¢,,
(B) Ay — vi(log (Aufvy) + 4) — log 0y — 2 log v, + log K = 7,
unite alle condizioni. accessorie

\/mé A< On,, @n =y, Th = Cly,

dove ¢ >0 si pud assumere, se fa comodo, piccolo quanto si vuole.

12. - Conseguenze della (A).

Poiche v, = o(n,), risulta log (m,/v,) =+ co; la validitd di (A) richiede
anche v; = o(¢,) e anche ¢, > log n, (almeno per 1 abbastanza grande). I’even-
tuale passaggio dalla successione {n,,} a una successione parziale ci consente
di esaminare (v. n. 1, osservazione 4)) soltanto i due seguenti casi

enflog ny — -+ oo, puflog n, > p=1.
10) Nel primo caso la (A) si pud scrivere

w1 10g (mafvn) < 2(1 + o(1))g,

e questa risulterd verificata a maggior ragione se esistera un & > 0, indipendente
da %, per cui si abbia

(121) (%3 10g (n)l/vh) < (2 - 8)97/; .

Se v, = O(1), questa & sempre verificata e si pud tralasciare.
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20) Nel secondo caso, avendosi ¢, == (p - o(1)) log n,, dalla (A) siricava

v, 10g (mfvs) = 2(0—1 - o(1)) log n,,

v4(1 — (log v,)/log n,) < 2(¢ — 1 - o(1)),

ed essendo v, = o(g,) = o(log n,) & pure logwv, == o(log m,); ne segue v,=

=2(e

(12.2)

— 1 -+ o(1)) e questa & conseguenza di

n<Ze—1)—s

la quale implica v, = 0(1).

(13.1)

(13.2)

13. - Conseguenze della (B).

Dalla disuguaglianza (B) (v. n. 11) si ricava preliminarmente

Ap= \/’nh log ny, Ap= V’"’Ifﬁn Ay = \/nh”h log (A4fv,),

Ah g V%]Lv’l/2;

essendo v, = o(#,), quest’ultima . condizione eci dice che

Aufon = V1) (20,) — + oo

e quindi, se vale (13.2) si ha, tenendo presente la terza delle (13.1),

Ah/\/’;n;; - -+ oo, vy = 0o(4,) .

In dipendenza del comportamento del rapporto 7,/log n;, veniamo a distin-

guere i due casi

!

Ti/log m, — + oo,  Tflogn, =0, = 0.

1) Nel primo caso, essendo v,= o{A,), log n,-+ 2 logv,— log K == o{ts),

la (B) prende la forma

A:/’”'h; (1 + o(1))wy log (Apfvn) + (L + o(1))Ta
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e risultera verificata a maggior ragione se esisterd un ¢ > 0, indipendente da &,
per cui si abbia

(13.3) Axfny > (1 + &) { vy log (Aafvn) -+ 70 }-
2) Nel secondo caso & 7, = (0, -+ o(1)) log n, e d’altronde
2 10“ Vp == O(Uh) — 0(1’71 103 (/1),/’1);,))
e quindi la (B) prende la forma
Aifmy 2 (1 -+ o))y log (Ayfvs) + (1 4+ 01 + o(1)) log »,
e questa & conseguenza di
(13.4) Ay > (1 + &) { v log (afoa) + (1 + 91) log ny }.

Nelle disugunaglianze {(12.1) e (12.2) del n. precedente e nelle disuguaglianze
(13.3) e (13.4) qui stabilite, figura la successione di numeri positivi {v, }; ve-
diamo come si possa far intervenire la successione di interi positivi {v,,,},
1= v =92, + 1, in modo che tali disuguaglianze siano ancora garantite. Assu-
miamo v, ==[v;] -+ 1 e quindi
(13.5) U< M= UAh +1;

Iy

tenendo conto che la funzione = log (n/x) €
che dalla seconda in (4,), ossia da

crescente per 1 =< z < n/e, ne segue

v, 10g (1afv1) < (2 — &)@n,
segue la (12.1) (con lo stesso Nel caso in cui v, si mantenga limitato (e quindi

€).
anche v,) teniamo presente (12.2) ed esaminiamo i due casi seguenti: 1°) 2p in-
tero; assumiamo allora v, = 2(p—1)— ¢, (0 << e<C1), onde

=[] 1 =2(0—1)—1 +1 =292,

ossia

(13.6) v, = (massimo intero << 2p—1);
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20) 290 non intero; assumiamo allora 20— D]<v, =2(0—1)— &,
(0 <& <mant (20)), onde v, =[v,] + 1 =[2(p— D] +1=[20—1], ossia
ancora la (13.6). La (12.2) ¢ pertanto conseguenza della (13.6), la quale, per il
significato di #,, & equivalente alla disugnaglianza che figura in (4,), ossia alla
v, < 2g—1; essendo v, =1 questa richiede poi p>1.
Tenendo presente (13.5), si ha infine che, se valgono le disuguaglianze in
(B,) e (B,), valgono rispettivamente, a maggior ragione, le (13.3) e (13.4).
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