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Gi1usErPE VACCARO (%)

Sulle superficie d’area minima. (*¥)

Introduzione.

Tia proprietd locale che caratterizza le superficie d’area  minima ¢, come
ben noto (%), che in ogni punto in cui le tangenti asintotiche sono determinate
esse risultano ortogonali: in altri termini ogni calotta del 2¢ ordine che non sia
inflessionale (o piana, cio¢ a tangenti asintotiche indeterminate) e che abbia
direzioni asintotiche ortogonali appartiene ad una superficie d’area minima, o,
come diremo per brevitd, ¢ d’area minima, e viceversa.

Si pone subito il problema di trovare proprietd geometriche atte a carat-
terizzare le calotte d’area minima d’ordine >>2 e tali da permettere la loro
costruzione effettive in termini finiti.

Del resto la proprietd su ricordata riguardante le tangenti asintotiche,
aratterizza Uintorno del 2¢ ordine di un punto P di una superficie d’area mi-
nima nella condizione pilt generale, quella cioé che le tangenti asintotiche in P
siano determinate e distinte, ma se esse sono indeterminate, quale proprietd va
sostituita a quella per definire intorno (del 3° ordine almeno) di P? Pin in
generale quali proprietd geometriche caratterizzano una calotta ¢° d’ordine s
con la calotta o *s > k) inflessionale perché essa sia d’arvea minima?

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Roma, Italia.
(**) Ricevuto il 14-IV-1962.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di ricerca n. 1 del C.N.R.,
per 'anno 1961-62.
(1) Cir. per es. L. Braxcui, Lezioni di Geomelria Differenziale, Vol. I, Parte II,

Zanichelli, Bologna 1927, pag. 531 e segg. — D. Srruik, Differential Geomelry,
Addison-Wesley Press, Cambridge, 1950, pag. 183. — L. P. EisENHarT, An

Introduction lo Difjerential Geomelry, Princeton University Press, Princeton 1947,
pag. 288 e segg. .
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Allo studio delle calotte d’ordine s con s <5 d’area minima, sia nel caso
che la loro o® sia regolare (a tangenti asintotiche distinte), sia nel caso che la
loro o® o in generale la loro o5 (s <5, k< 5) sia inflessionale, ¢ dedicata la prima
parte del presente lavoro, dove di ogni calotta determinata, dopo averne data
Pequazione canonica, vien data una effettiva costruzione in termini finiti,
assegnando in ogni casé il sistema lineare delle superficie algebriche d’ordine
minimo che la contengono.

Qui pur non potendo entrare nei particolari di tali costruzioni, mi sembra
interessante mettere in evidenza un fatto geometrico che non credo sia stato
finora osservato.

Come per la costruzione di una calotta del 20 ordine d’area minima, riveste
un ruolo essenziale la considerazione delle tangenti asintotiche che per essere
ortogonali possono pensarsi come le diagonali di un quadrato, cosi per la co-
struzione delle calotte ¢* d’area minima rivestono particolare importanza tre
tangenti uscenti dal loro centro O che si possono pensare come le diagonali di
un esagono regolare di centro O; analogamente per la costruzione di una g*
d’area minima si pone in evidenza una quaterna di tangenti che sono le dia-
gonali di un ottagono regolare, ed infine per la costruzione di una ¢ d’area
minima, una quintupla di tangenti che sono le diagonali di un decagono regolare.

Non sembra azzardata la congettura che per la costruzione di una o Q’avea
minima con n qualunque bisognery considerare le diagonali per il centro di un
2n-gono regolare.

La considerazione di gruppi di tangenti formanti la totalita delle diagonali
di opportuni poligoni regolari si ripresenta nella caratterizzazione delle calotte
of d’ordine s (s <5) d’area minima con ¢s—* inflessionale. In particolare se
k =1, cioé per le ¢° con ¢! piana si dimostra il seguente teorema generale:

Condizione necessaria e sufficiente perché una calotta d’ordine 8, 0%, con ¢t
piana, di centro O, sia d’area minima ¢ che le s tangenti asintotiche [tangenti (s +-1)-
punte] formino le diagonali di un 2s-gono regolare di centro O; quindi il loro in-
sieme ¢ mutato in sé da wna projettivita ciclica d’ordine Os.

La parte IT del presente lavoro, giovandosi di risultati esposti nella parte
precedente, ¢ diretta allo studio di calotte infinitamente vicine di una super-
ficie d’area minima ed al trasporto su queste di elementi differenziali d’ordine
superiore.

Si parta dal fatto (risultante dalla parte I) che due calotte o2, o® d’area
minima possono ottenersi 'una dall’altra mediante un movimento del triedro
principale (normale e tangenti asintotiche) seguito (o preceduto) da una dila-
tazione lungo la normale principale.
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Se 0, 0 sono due punti infinitamente vicini di una superficie d’area minima,
determinato il movimento infinitesimo che porta il triedro R (della normale
e delle tangenti asintotiche) in O nell’analogo triedro R relativo ad 0, mediante
esso ¢ possibile, noto lo sviluppo canonico della superficie nell’intorno di O,
ottenere lo sviluppo canonico della stessa superficie nell’intorno di 0.

Siano allora ¢® e ¢° le due calotte del 3° ordine di una stessa superﬁ(w d’area
minima, di centri rispettivi O ed O e diciamo 7 e 7 1 piani ad esse tangenti nei
rispettivi centri. :

Nella classe di tutte le trasformazioni puntuali che mutano ¢® in ¢® e 7 in 7, i
consideri la sottoclasse di quelle trasformazioni che operano come lidentita
nell’intorno del 1° ordine dei punti O, O e che hanno la terna delle direzioni ca-
ratteristiche uscenti da O ed O ed appartenenti rispettivamente ai piani =, =,
apolare alla coppia delle tangenti asintotiche.

Tutte queste trasformazioni risultano definite fino all’intorno del 20 ordine
incluso dei punti 0, 0.

Detta T una di queste trasformazioni, si considerino le co* trasformazioni
quadratiche fra i piani 7, & ¢ che osculano la T fino all’intorno del 20 ordine
incluso dei punti 0, 0 di tali piani (2).

Queste trasformazioni quadratiche permettono di definive un trasporto
di elementi curvilinei del 3¢ ordine da O ad O sulla superficie d’area minima (e
quindi per integrazione lungo un arco di curva assegnata congiungente due
punti, il trasporto da uno ad altro punto). Infatti detta T, una di queste trasfor-
mazioni quadratiche (che & possibile determinare intrinsecamente ed in piu
modi), dato un 5* € ¢® di centro 0, si consideri la sua proiezione ortogonale I
sul piano tangente m; quindi si determini l-’elemento B =T, B di centro O
del piano 7, ed a partire da esso Pelemento B° e ¢* che si proietta ortogonal-
mente sul piano tangente = in B

La costruzione di E* a partire da B & 1l trasporto di E*eo®in I % € ¢° con
la 7T, scelta. Si dimostra che in realtd alla trasformazione quadratica T, puo
sostituirsi una qualsiasi trasformazione algebrica [2,2] appartenente ad un
particolare sistema lineare oo® di trasformazioni algebriche [2,2] che approssi-
mano quella fino all’intorno del 2¢ ordine incluso.

F opportuno osservare che una volta scelta la T' che muta la ¢° in o ¢ meces-
sario passare ad una 7', per poter definire il trasporto di B3, giacché la T opera
sull’intorno del 2° ordine (non del 3°) di O sul piano ivi tangente a o°

(2) Cfr. E. Boapiaxi, Sulle trasformazioni puntuali fra piani proietivi, Memorie
Ace. d'Ttalia, (6) 12 (1942). )

M. VioLa, Trasformazioni quadratiche osculalrici ad wna corrispondenza puntuale
fra piani proiettivi, Rend. Acc. d'Ttalia, (7) 3 (1942). '
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PARTE T.

Calotte di superficie d’area minima.

1. - Condizioni differenziali per le superficie d’area minima.

In uno spazio euclideo e con un riferimento ortogonale monometrico che
attribuisca ad un punto le coordinate x, ¥, 2, sia

(1.1) z = f(z, y)

Pequazione di una superficie d’area minima.
Posto

ah‘i-kf
(1.2) B = ot oyt

come ¢ ben noto la superficie essendo d’area minima soddisfa all’ equazione
a derivate parziali:

(1.3) H=@1+ zz,l) za,o”‘“?’zjyo %1 211 + 1+ zf,o) Ze =10 (%),
e alle sue conseguenze differenziali che scriveremo brevemente:
or+k H
(14) | e = 5oage =
Poiché ci occorreranno nel seguito, procuriamoci Pespressione esplicita delle

precedenti H, , per i primi valori di 2, & (b + k < 2).

(3) Cfr. per es. L. Biaxcur, op. cit. in (1), pag. 532.
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Si ha:

o

H1,0 = 221,0 (22,0 %02 + zi o+ @+ z?,,l) Zo— 2R 0% % T (1 272, =0,

H,, = 220,1 (R2,0 %02 + 221,1) + @ -+ Z(L;,l) Bo1— 221_0 B 2re + (1 + z‘f, o) %y = 0,

H,, = 2zz,o (Zz,o %2 T z?,l) + 2(21,0 Zos %1 R11) By 2(321’0 %y Zo1 21,2) Zy -
d- 42y 0 20 Zis + a + 23, V) Bap— 2210 % Zgy -+ (1 4 z;“),o) Zy =0,

Hy,y = 2211(%00 %2 + zf, O 2201 %0 %0 + 21,0 a0 %0,3) — 2z1,1(zo,1 %+ &
+ {1+ 22,1) Bg1— 221.0 Ror s + (1 + zi,o) B3 == 0,

2 [
Hy, = 230,2(22,0 o2 —Ry,1) F 420,1 Ro,n Ba— 2(320 Rr1 T R Ro,e) 212 T

2 y 2
-+ 2(%,1 Za0-t 210 21,1) Zos+ (1-+ zo,1) R o— 231,0 Zo1 213+ (1 2’;’0) 20,4:"—0-

2. - Forme canoniche per le ¢° regolari d’area minima (s <5).

Chiameremo per brevitd calotte ¢°, d’ordine s, d’area minima, le calotte ¢
appartenenti ad una superficie d’area minima.

Consideriamo wuna calotta regolare del 2° ordine ¢® d’area minima, ciod
con tangenti asintotiche determinate e distinte. Assunto il suo centro come
punto O (0, 0, 0) ed il piano ivi tangente come z = 0, le (1.2) danno in O:
Zrg =%y =0.

In questa ipotesi, sempre in O la (1.3) porta:

(2.1) Zoot+ Z2=10,
e quindi 'equazione delle tangenti asintotiche alla o¢% in O &:
(2.2) 22,0 (@*—y*)+22, 29=0,

dove z,, € 2,, §’intendono calcolate in O. ‘
Se la (2.2) non ¢ una identita, cioé se la ¢® non & piana, prendendo come asse &
una delle tangenti asintotiche risulta in O:

(2.3) Ryg =2 =0,
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e Paltra tangente asintotica ¢ data dall’asse y, cioé le due tangenti asintotiche
sono ortogonali: condizione notissima che soddisfatta in ogni punto d’una su-
perficie caratterizza questa come d’area minima.

I1 triedro di riferimento in O formato dalla normale e dalle tanoen‘m asin-
totiche a %, e che diremo per brevitd triedro principale, risulta determinato,
e poiche 2 ; 7 0, si pud determinare il punto unitd (in modo unico) cosi che ri-
sulti in O:

(2.4) 2, =1,
cioé in definitiva per la ¢® d’area minima si ha la rappresentazione:
(2.5) e=ay +[3],

dove [3] indiea termini d’ordine >3 in «, y, e quindi:

Una calotta del 2° ordine o* d’area minima, riferita al triedro prinecipale della
normale ¢ delle tangenti asintotiche nel suo centro ¢ con scelta opportuna del punto
wunita, puo seriversi sempre nella forma canowica & =wxy -+ [3].

Dalla precedente segue l'osservazione seguente.

Siano date due calotte del 20 ordine d’area minima ¢ e g2 di centri rispet-
tivi O e 0, ciascuna riferita al proprio triedro principale, ed il punto unitd in
ciascun riferimento sia scelto in modo tale che per le due calotte si abbia la rap-
presentazione

0. z=uay +[3], o, z=uay - [3]

I1 movimento che porm il triedro principale in O nell’analogo triedro in 0,
trasforma la ¢ nella 0. z=azy+ [3], e quindi con una dilatazione lungo la
normale principale la o* si muta nella g% Si ha quindi:

Due calotte ¢* ¢ o* d’area minima possono ottenersi Puna dall’alira con un
movimento del triedro principale (normale e tangenti asintotiche) sequito (o pre-
ceduto) da una dilatazione lungo la normale principale.

Fissato il riferimento in O, consideriamo ora una calotta d’area minima d’or-
dine >2 e centro O. '

Vediamo il significato geometrico delle condizioni (1.4).

Le condizioni H,, = H,; =0, danno in O, a causa delle (2.3) e (2.4),

(2.6) Zo + 2 =0, Zq + s =0,
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e quindi ponendo:

(2.7) Z30=6b, Zs=6¢,

si ha che la calotta del 3° ordine d’area minima, ¢° (‘3» rappresentata da

(2.8) e=y +b (@ —3wy) 40P —3ay) - [4],

ed i coefficienti b, ¢ (essendo il riferimento determinato) sono invarianti della ¢®.
Quindi:

Una calotta del 3° ordine, o°, d’area miwima, riferita al triedro principale
nel suo centro, puo scriversi sempre nella forma (2.8) in cui b, ¢ sono invarianti
della ¢

Le condizioni H,,= H,; = H,, =0, tenendo sempre presenti le (2.3) e
(2.4), danno in O:

Ponendo quindi:

(2.16) Z,=1 —§~‘6 h, | 213=1—06h,

si ha che la calotta del 4° ordine o* di centro O d’area minima ¢ rappresentata da

(211) 2=y +b(@—3xy?) ~c@P—32%y) +e(v*—6 22 y> + y) -+
+%wy @+ y)+hay (@ —y*) +[5],

avendo omesso nei termint moltiplicati per e ed L il fattore numerico, e dove
e, h sono inwvarianti di ot.

Con calcoli evidenti si vede poi che le condizioni HS‘O:Hg’l—:HI_g':
= Hy, =0 danno in O, tenendo ancora presenti le (2.3), (2.4),

Y59 b Byp 0, Zpg + Rpp = 0,
(2.12)
Zyy T Zay = 3 %1, Ryg t 2y == 82,

10. — Rivista di matemaetica.
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Da queste, posto:
(2.13) #ai=day,-+-B5la, #a= 4.+ Blm,

+

con m, n arbitrari, si ricava:

Zay=d 2, —5ln, Zya== 4z ,—3lm,
Zos=-—4 2, 5ln, Zo=—d 2y - Blm,

e, ricordando le (2.7), si ricava per i termini del 5° ordine in ¢°:

{b (P —10 22 y2—B 2 yt) 4+ ¢ (y>—10 2293 — 5 2t y) } -+

(2.14) {

ot =

S (@t —10 @ty - B ayt) o (P — 10 2yt -5 ot y)
dove nei termini moltiplicati per m ed » si ¢ omesso il fattore numerico, come ¢
lecito, data Varbitrarietd di m, = '

Si osservi che il primo gruppo di termini é determinato da ¢%; né questi ne
i rimanenti dipendono dai termini in e, 7 della calotta o*.

3. - Costruziene effettiva di una ¢® regolare d’area minima.

Prendiamo in esame la ¢® (2.8) e cerchiamo il significato geometrico degli
invarianti b; c.

La sezione della ¢® con il piano tangente z = 0 ¢ data dalla (5:

(3.1) 2y 0@ —3ay®) Fe(PP—3a2y) =0, 2 =0;

i due cerchi osculatori ad essa in O sono:

. 1
R R V= 0, (z = 0),

quindi i loro diametri situati sugli -assisono: 04 = — - sull’asse a,

C

1
OB =— sull’asse y. L’intersezione = O della (3 (3.1) con la tangente di

curvatura ¥ = x & il punto

1
(3.3) m:?/::m.
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La stessa tangente di curvatura taglia i cerchi €, e C, rispettivamente nei
punti:
1

1
{L‘:::“Z/ ::——«-—2—0} ,’U:::l/"_—:.»——iz—b,

ed il coniugato armonico di O rispetto ad essi ¢ il punto:

1

b+e

(3.4:) 01 . H = J/ T e——

Il simmetrico rispetto ad O del punto medio del segmento 00, ¢ il punto
(3.3) di €=

Analogamente si proceda per l'altra tangente di curvatura: si hanno cos
due punti di ¢® che insieme ai due cerchi osculatori (3.2) determinano comple-
tamente (%, quindi ¢® (data o?).

Si osservi che la costruzione assegnata fornisce effettivamente (al variare di b, c)
tutte le o d’area minima passanti per una o® assegnata (non inflessionale).

Alla éostruzione precedente pud darsi un aspetto diverso notando che O,
¢ il punto d’intersezione della retta y = & con la retta AB, quindi i due punti
trovati di € sono i simmetrici dei punti in cui la congiungente i centri dei cerchi
O, e C, taglia le tangenti di curvatura.

La particolarith relativa alle ¢® d’area minima pud descriversi ancora in altro
modo. .

Notiamo che 1a o? definisce la quadrica:

(3.5) ' ‘ z=uay,

(che contiene la 0%, passa per O; (0, 0, 1, 0) ed ha ivi per piano tangente il piano
improprio) e che questa sega la ¢® in una curva con tangenti in O definite da

(3.6) bao(@w*—3y?) +cy (y>—3a%) =0, z2=0.

Le rette definite in 2 = 0 da #(w? — 3y?) == 0 sono I'asse ¥ e quelle che for-
mano con esso angoli di - 60°; analogamente quelle definite da y(y2 — 3a2) = 0,
scambiando I’asse ¥ con l’asse #. Queste due terne di rette definiscono una in-
voluzione.

8i pud quindi dive:

Una ¢ ¢ d’area minima se e solo se la sua intersezione con la quadrica de-
finite dalla o C ¢° ¢ tangente al piano improprio nel punto improprio della nor-
male @ ¢* nel suo centro, ha per tangenti rette appartenenti all’involuzione definita
dalle terne costituite da ciascuna delle tangenti asintotiche e dalle rette formanti
con essa angoli di - 600,
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In altri termini:

.

Data una o* d’'area minima non inflessionale, si costruisea il paraboloide F?,
che la contiene, tangenie al piano improprio nel punto improprio della normale
a g nel suo centro. Le ¢® d'arvea minima > ¢* appartengono alla rete di F® determi-

.

nate da: 1) F* insieme al piano improprio; 2) e 3) ternw dei piani per la normale

aventi per tracce sul piano tangente i diametri di un esagono vegolare di cui wno

apparienga ad ung tangente asintotica. '
Ogni a® appartiene ad una % della rvete e viceversa.

4. - Gostruzione effettiva delle ¢! regolari d’area minima.

Passiamo ora alla caratterizzazione delle ¢* (2.11).

1
(4.1) g=x Y -+b (0 — 3 py¥) e (Y —3 aty) - Gy (w22 -+~ [D].
A 5 , |
Questa appartiene, come & subito visto, alla £:
, PR . .
(4.2) gyl -y [y +b (@ =3 wy?) e (y* —3 2*y),
)

Ia quale & determinata dall’avere il punto O, (0, 0, 1, 0) come punto doppio e
come cilindro ivi tangente quello che ha per tracecia su z =0 la circonferenza
#* - % = 6, e inoltre dal contenere o¢°.

Per avere tutte le o* d’area minima D ¢® basta considerare pertanto la rete
di 7:

(4.3) & {1 — = (2* + ) } =ay +b@—3xy*) +e@P—3aty) +
+e(pt—6atyr - yt) +hay @—y?),

* .
al variare di e, I, cioé definita da F¥ insieme al piano improprio e dalle due qua-
terne di piani normali:

(4.4) vy (@—y?) =0, a6 y? S+ Yyt =0,

Riferendosi aile loro tracce su z = 0, 1a prima quaterna ¢ quella delle taun-
genti asintotiche e di curvatura. Per interpretare la seconda si consideri la
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retta ¥ = v/3x formante con asse 2 un angolo di 600 ¢ le rette formanti con
questa gli angoli di 900, 450, — 450, ciod la quaterna di rette che si ottiene dalla
precedente rotandola di 600.

Tale quaterna di rette ¢ rappresentata, come si vede con facili cale oh. dal-
Vequazione

(4.5) VS (t— 6 atyt byt —4 (2 — Yy =0,

essa appartiene quindi al fascio individuato dalle due quaterne precedenti (4.4);
sieche a quelle si pud sostituire la quaterna delle tangenti asintotiche e di cur-
ratura ¢ quella che se ne ottiene con una rotazione di 60° (o di — 60°). Si ha
quindi la costruzione seguente:

Per avere tutte le 6 davea minima > ¢* (pure d’areac minima ¢ non infles-

analc) assegnala i costruisea la T‘ D¢ avente il punto impropr io della normale
a o® nel suo centro O come (Ioppw ¢ come cilindro ivi tangente quello rotondo di
traccia sul piano tangente a o® in O la circonferenza di centro O ¢ raggio V6.

-
Questa B® ha una ot d’area minimae con gli invarianti ¢ == h = 0. Ogni oltre o*

&’ area minima O 6® appartiene ad una superficie della vete determinata da: 1) j?” -
steme al piano improprio; 2) qualerne dei piant normali per le tangents asinto-
tiche ¢ di curvatura; 3) quaterne di piani oltenute dalla precedente con rotazione
di 60° (0 di — 60°) inforno all’asse z.

5. - Costruzione effettiva delle ¢® regolari d’area minima.

‘ Abbiamo osservato alla fine del n. 2 che i termini del 3° ordine di una ¢°
d’area minima non dipendono dalla ot C %, mentre una parte di essi dipende
dalla ¢® c ¢°: vediamo allora di dare una costruzione in termini finiti di tutte
le 0% d’area minima per una ¢* anch’essa d’area minima e non inflessionale.

A tale scopo tenendo presente la (2.14) che d& i termini di 5° ordine di una ¢°
d’area minima, cominciamo coll’osservare che lequazione

(51) y (P —10 a2 + 5 %) =0

definisce in z == 0 la tangente asintotica y == O e quattro rette che formano con
essa rispettivamene gli angoli di 360, 720, 1089, 1440; esse sono le rette che da O
proiettano i vertici di un decagono regolare di centro O avente due vertici su
y =0.
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Analogamente ’equazione
(5.2) @ (w*—10 22 y2 -1 5 yt) =0

definisce su 2z = 0 i diametri di un decagono regolare dei quali uno sia @ =0,
Ne segue che non appena si sia costruita una F5 la cui ¢° in 0 sia d’area
minima (e contenga la ¢ data) sard possibile costruire ogni ¢° d’area minima
per quella o®.
Cerchiamo quindi di costruire una superficie algebrica contenente la ¢®:

) 1
(63)  #=oy +br@*—3y%) +oy (Y —3a) + cawy @y +

I

+p{be@ — 102y —5yY) oy (P —10 a2y —5 %) }.

Oy o=

Poniamo, per brevitd,
(5.4) Pala, y) = b (@ —3 47 Loy (P —3 a?),
ed osserviamo che &
ba (et —10 22 y*—5y%) +cy (y* — 10 a2y*—5 at) = (2° + y*) q(w, ¥) —

—2wylby dat—y?) + ca(dy*—a7)].

*
Allora & subito visto che la superficie Fs:

1 2
55 #ll—i@ ) £ Sy at—y) + oo yr—ot)]} =
(5.5) 1 G p

. . Il \ 1 9 2 1
=@ Y - s, ?/)1 “z‘“%(w T’!/)J

possiede in O la calotta 6% (5.3).

La s (5.5) possiede O, (0, 0, 1, 0) come punto 4-plo ed il cono ivi tangente
si spezza nel piano improprio e nel cilindro ortogonale al piano tangente in O
che ha per traccia su questo:

1 2
(5.6) 1 G (2% - y?) + —5—[1) y(d oyt beaxdy+at)] =0,

che si sa costruire appena data oo,
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.
La F% (5.5) taglia il plano improprio nelle tre rette appartenenti ai piani
normali definiti da g4(x, y) = 0 e nelle rette improprie dei piani isotropi per
I’asse z.
Sono oot le F5 soddisfacenti alle condizioni enumerate (¢ formano fascio):

.
fra esse la F% & Uunica che possegga una ¢° d’area minima.
Naturalmente si possono trovare altre F® per la stessa ¢® pure determinate
et L . . :
da ¢®: se per es. si sostituisce a 35 (x® -+ y*) il termine 30 (2 4 y? +2%) e sila-
o s ¢

sciano invariati gli altri, si ha una F* contenente 'assoluto (invece che le rette
improprie dei piani isotropi per I'asse z), rimanendo ferme le altre condizioni;

i

F5 & 1"anica possedente una ¢ d’area minima fra quelle di un nuovo fascio di F°.
In ogni easo una volta costruita una I% con ¢® d’area minima passante per
la o assegnata ¢ facile costruire tutte le ¢° € ¢* d'area minima.
Si ha infatti:

Per costruire tutie le 0® d’area minima per una ¢® assegnata (anch’cssa d’area
minima) st consideri il sistema lineare oot di F?* determinato da: 1) la T gia co-

.
struita che puo essere la ];‘5 ola %’5; 2) la quaterna dei piani normali per le tangenti
asintotiche e per quelle di curvatura insieme al piano improprio; 3) la quaterna
di piani oltenuta dalla precedente con rotazione di 60° intorno all’asse z insieme
al piano improprio; 4) i piani per Vasse
regolare di cui wno appartenge ad wna o

z che contengono i raggi di wn decagono
5) all’altra tangente asintotica.

Vi ¢ corrispondenza biunivoca fra le ¢® d’area minima D o® assegnata e le #%
del sistema oco* cosi determinato.

6. - Calotte d’area minima ¢? ¢° o¢*, con ¢ piana.

Passiamo ora ad esaminare le calotte d’area minima con calotta o* infles-
sionale (piana).

Agsumendo il piano della ¢* come z = 0 e come asse ¢ la normale ad esso in 0
(0, 0, 0) (centro della calotta o?), poiché in questa ipotesi risultano in O:
(6.1) R0 =291 == R0 = A1 = & =0

H ' s > ]

mentre continuano a valere le (2.6), si ha che una calotta ¢ del 3° ordine di
centro O e con o? piana puod scriversi nella forma:

(6.2) 2=b(@—3ay®) +c@—3uy) + [4],

qualunque siano gli assi z, ¥.
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Se si sceglie una delle tangenti asintotiche quadripunte come asse x (e se

la calotta o® non & iperinflessionale, cioé se non ¢ piana) deve essere b = 0,
e con scelta opportuna del punto unitd pud farsi ¢ =1, per cui una calotta o°
@’area minima con o® piana pud scriversi sempre nella forma canonica:

(6.3) =y yr—3at - [4].

Dalla precedente risulta che le tre tangenti asintotiche quadripunte for-
mano a due & due angoli di 60°. Questa proprieth caratterizza le ¢® d’area minima
con ¢ inflessionale (e sostituisce la proprietd di ortogonalitd delle tangenti

asintotiche nel ¢aso non inflessionale).
Si ha quindi:

Condizione necessaria e sufficiente perché una ¢® con o piana sia d'area

minima, ¢ che le tre tangenti asintotiche quad; ipunte formino a due a due angoli
di 600, : g

Sempre nell'ipotesi attuale le condizioni H,y=H,;=H,,=0 danno in O:
== & e TF R g5 %31 T Ry g5
per cui la ¢* con ¢? piana, di centro 0 e d’area minima & rappresentata da:

(6.4)  z=y@*—30) fe(@—6a2y* 4 y') + hay (@2—y) + [5].

Infine, nel caso attuale, le condizioni H, s0= Hoy== Hy 3= Hy 4 =0 danno
in O: - ’

— i - ! . 1 J—
Zso TR =0, 2y + N L Zy,3 = 0, &a+2,,-=0,

quindi per nna ¢°® con ¢® piana si ha Pequazione -
(65)  §—y—309 Lo —Gaty g +hay @y +
Tma (@t —10 22y + 5% - ny (y*—10 22y - 5 af) & [6]
Diamo ora una costruzione delle o* con ¢ pmna d’area minima e passanti

per una data od.
Le oo superficie I™:

(6.6) {1, y)—polw, Y) } =y (g2 —3 a2),
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con (i, ¥) ¢ e, y) forme arbitrarie rispettivamente di 19 e 20 grado in », y,
passano tutte per la o co! (6.4) ed hanno in 0y (0, 0, 1, 0) un punto doppio:

x
fra esse ne risulta determinata wna, I, per cui O, ¢ punto doppio nniplanare
con piano tangente il piano improprio:

(6.7) I o=y (Y3 2.
Si osservi poi che tutie le oc® I3 (6.6) per cui wy(@, y)== 0 hanno in O la stessa

Data quindi wna ¢® d’area minima con ¢® inflessionale, basta considerare la

.
rete di F* definita da: 1) % insieme al piano improprio; 2) quaterna dei piani
normali @*— 6 22 2+ y*= 0 (tutti reali); 3) quaterna dei piani normali per gli
assi e per le loro bisettrici @ y(#* — y*)== 0. Ogni F** della rete cosi determinata
ha in O una ¢* d’area minima (> ¢® data e con ¢* piana) e viceversa ogni tale o*
determina una F* della rete. )

Si osservi che la quaterna dei piani di cui in 3) ¢ costituita dal piano normale
per 1a tangente asintotica quadripunta y =z =0 e dai tre piani normali che
dividono in quattro parti uguali i due semispazi da esso limitati, e che alla qua-
terna dei piani di cui in 2) se ne pud sostituire un’altra di costruzione immediata.
Infatti, come sie visto al n.4, sesicostruisce ’analoga quaterna di pianidi cui in 3)
a partive da un’altra tangente asintotica quadripunta, per es. ¥y = v/3#, 2 =0,
il che equivale a rotare di 60° intorno all’asse #z la quaterna di eui in 3), si ot-
tiene una quaterna di piani che risulta combinazione lineare delle due quaterne
2) e-3), per cui in definitiva si ha la seguente costruzione:

Per avere tutle le o* d’area minima per una ¢® assegnata (anch’essa d’area

minima) e con g® inflessionale, si consideri la rete di F'* determinata da: 1) I’;’i‘ -
sieme al piano improprio; 2) e 3) quaterna di piani normali costituita da un piano
normale asintotico e dai tre piani che dividono in parti uguali (di 45°) i semi-
spazi individuati da quello. ‘

Vi ¢é corrispomlenéa» biunivoca fra le o* d’area minima per la ¢® assegnata ¢
le F* della rete.

*
Per avere tutte le o° (6.5) con o2 piana e fissata la ¢® utilizzando la B (6.7)
gid trovata e che come si ¢ visto ha la o* d’area minima, si vede che:
Tutte le o d’area minima per una g d’area minima assegnata con o* piana,

*
appartengono alle F5 del sistema oot individuato da: 1) I® ed il piano improprio
contato due volte; 2) la quaterna det piani normali le eut tracce sul pieno tangenic
sono i diametri di un ottagono regolare costruito su una delle tangenti asintotiche
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insieme al piano improprio;  3) Uanaloga quaterna per un’alira tangente asinto-
tica (ottenuta dalla precedente rotando di 60° intorno all’asse z) insieme al piano
improprio; 4) i cingue piani normali contenenti i diametri di un decagono rego-
lave di cui uno appartenente ad una langente asintotica; 5) Uanaloga quintupla
di piant relativa al decagono regolare di cui un diametro ¢ perpendicolare alla pre-
cedente tangente asinlotica.

7. - Calotte ¢! ¢ ¢° d’ area minima con ¢* piana.

Per completezza esaminiamo anche il caso di o* e ¢° d’area minima la cui
calotta del 3° ordine ¢® sia piana (o iperinflessionaie).
Nelle ipotesi fatte relative al piano tangente in O (z, , =&y, =0} e per essere ¢®

plana (o =2, =&, = Lo == &y == Zra ==&y == 0) si ha:

&gz By g = Baay Ry By
e quindi per la ¢* si ha Pequazione:
(7.1) zo=e(@—6aryr yt) Shay (@ — y?) + [5],

in cui ¢ ancora libera la scelta degli assi z, ¥ e del punto unitd.

Le quattro tangenti asintotiche (5-punte) non possono essere a coppie com-
plesse coniugate [in tal caso dovrebbero esistere 22, 4’2 >0 tali che la forma
di 40 grado a secondo membro della (7.1) fosse divisibile per (y®-+ A%a?)-
“(y*-+ A'? ¢®) il che non & possibile]. Se si prende come asse » una delle tangenti
asintotiche reali, & ¢ = 0 e quindi la (7.1) con opportuna scelta del punto unita
diviene:

(7.2) z=wy (@*—y2) +[5].

Questa forma canonica mostra che le tangenti asintotiche si distribuiscono
in due coppie ortogonali, ciascuna costituita dalle bisettrici dell’altra (sono le
diagonali di ottagono regolare di centro 0). Si ha pertanto:

Condizione necessaria e sufficiente perché wna calotta o* con ¢® piana sia
d’area minima ¢ che le tangenti asintotiche 5-punte si distribuiscano in due coppie
ortogonali, ciascuna costruita dalle bisettrici dell’alira.

Dalla (7.2) si ha poi:

Il fascio di F* individuata da: 1) 2 = 0 ¢ il piano improprio contato tre
volte; 2) i piani normali per le quatiro tangenti asintotiche, definisce tutte le o*
d’areq minima con la calotta piana o® in z = 0 ¢ con centro in O.
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Come ¢ subito visto le ¢® per la ¢* (7.2) sono date da:
(1.3) & =xy2—yiima (@ — 10 22 y2-E5 y4) Ly (yi—10 22 y2 5 o) -+ [6],

¢ quindi per costruirle basta considerare la F*:  z==uy (2*—1y?) che si sa costruire,
ingieme al piano improprio, e le due quintuple di piani di cui al n. 6 per avere
una rete di F5 che determina tutte le o® d’area minima nelle condizioni volute.

8. - Caratterizzazione delle ¢° d’area minima con ¢! piana.

Abbiamo visto nei nn. 8 ¢ 7 che una ¢® con ¢* piana e una o* con ¢* piana
sono d’area minima se le loro tangenti asintotiche formano a due a due, prese
consecutivamente, angoli uguali e quindi costituiscono le diagonali per il centro
rispettivamente di un esagono e di un ottagono regolare. Dimostriamo ora che
tale proprietd si-estende alle calotte d’area minima ¢* con o piana, essendo s
qualunque. Vale cioé il teorema:

Condizione necessaria ¢ sufficiente perché wna calotta o con o~ piana di
centro O sia d’area minima ¢ che le s tangenti asintotiche [tangenti (s + 1)-punte]
in O formino le diagonali di un 2s-gono regolare di centro O: quindi il gruppo &
tali tangenti ¢ mutato in sé da una protettivitd ciclica d’ordine 2s.

Infatti assunto al solito il centro della calotta come punto O(0, 0, 0) ed il
piano della ¢*—' come piano z =0 si ha, in 0, z,, =0 per tutti i valoridih e k
tali che sia b + k<{s—1.

In queste ipotesi risultano identicamente soddisfatte in O la (1.3) e tutte
le sue derivate fino a quelle d’ordine s — 3 incluso [essendo 1a (1.3) gi& del 2° or-
dine].

Le condizioni

(8.1) H,,=0 con P q=8s—2,
a causa delle ipotesi precedenti, danno in O, come si ricava immediatamente,
(8.2) Zso + Bspp =0, P51 F Bsag = 0, ceey 2y s~y T &5 ==

Una calotta ¢* di centro O del tipo voluto appartenente ad una superficie
d’area minima (1.1) ha pertanto ’equazione:

(8.3) e = (;) Camn eyt + [5 + 1],
(1]

dove le Zonn si intendono calecolate in O e soddisfacenti alle (8.2).
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Poiche gli assi # e y del riferimento sono ancora arbitrari, possiamo pren-
dere una delle tangenti asintotiche [tangenti (s -~ 1)-punte] della ¢° coinci-
dente con l'asse @ (y == 0), il che porta che deve essere in 0:

(8.4) Zon =0

Distinguiamo ora il caso di s pari dal caso di s dispari.

Se ¢ & pari, le (8.2), a causa della (8.4), danno che in O sono nulle tutte le
Zrpcon b~k =5 ¢ con h e I entrambi pari, e quindi, fatto come & sempre
possibile con opportuna scelta del punto unitd, z,; ; =1, per la ¢* in esame si
ha la rappresentazione:

= & e ,[ . a2 B\ et g2 s $—6 54 cos—2 Lo Te
(8.5) =w=ay 1 § LR (:3) BTRYT - (,)) TIRY 8 Y } +[s 17,

~Se-s-¢-dispari; sempre a-causa-della- (8:4) 7 1le (8:2) danno che sono nulle in"0
le zpy con b+ k =3 ¢ con h dispari ed h pari, per cui con opportuna scelta
del punto unitd, si ha in questo caso per la o* la rappresentazione:

<
VS

3 oo — I ¢ pS§—1 (s\) 83 92 I (s‘ S5 grd g 5-11 ! q :
(8.6) 2= _1/15.1, NEAREAE 3) Syt sy I [s +-1].

Dalle (8.5) e (8.6) si ricava intanto che:

Una calotta o° d’area minima con o+ piana non ha invarienti.

Una semplice verifica mostra che le s tangenti asintotiche della (8.5) e della
(8.6), date rispettivamente dalle equazioni:

~ o I . -5«2,_4(8‘ s—4 g2 1o s—-‘.’l e
(8.7) zy 1 s 3 wAyt— L sy f =0,
(8 g 17 § p+l. § g83 g2 L. gyl 1 o ()

.8) Yq 8 NE Y. =8y J y

formano a due a due angoli uguali.
Infatti, per una nota formula elementare, dato un angolo o e posto ¢ = tge,
si ha:

S 8

(e s ()
(8.9) o ot = ' 2
s s
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<t
-1

Se quindi le s tangenti asintotiche della ¢* in esame formano a due a due
prese consecutivamente Pangolo z, poiché deve essere so =, la (8.9) per s
pari da:

8
(8.10) $1— (5) o+ () B s 71 =0

B

e per s dispari:

\ e 8 s s s s -0
(8.11) st 5 (A 5 t t )

che coincidono rispettivamente con le (8.7) ¢ (8.8) ove si ponga t =y/z.
Il teorema risulta cosi dimostrato.

Parre 11.

Trasporto di elementi differenziali su una superficie d’area minima.

9. - Relazioni tra due calotte infinitamente vicine di una superficie ’area minima.

Abbiamo osservato nel n. 2 della Parte T che, date due calotte o2 e ¢ d’area
minima, ¢ possibile passare dall’una all’altra mediante un movimento del triedro
principale (normale e tangenti asintotiche) seguito (o preceduto) da una dilata-
zione Iungo la normale principale.

Supponiamo ora che le due calotte o2 e o d’area minima siano infinitamente
vicine ed appartengano alla stessa superficie, e procuriamoci le equazioni del mo-
vimento infinitesimo e della dilatazione che fannc passare da ¢® a o2 di centri
rispettivi 0(0, 0, 0) e O(e, 7, 0), essendo ¢, 7 infinitesimi.

B chiaro che se ¢ data la o° di centro O di una superficie, & possibile calcolare
la o=t di centro O (essendo O infinitamente vicino ad 0) della stessa superficie.

Riprendiamo allora la ¢® d’area minima di centro O (2.8):

(9.1) R=xy b(@—3xyd) +e(y—3 a2y -+ [4].

Un movimento infinitesimo che porti 00, 0, 0) in O(e, '77, 0) ¢ del tipo:

x|

X = @ 0, Y - w

“+ ¢
(9.2) Y ==— 0, & + 77 T+ Wz % + N

Wi

Z=— w0, % — wa Y +
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Calcoliamo la ¢, di centro 0. A tale scopo basta sostituire le precedenti nella
(9.1) e calcolare fino ai termini del 20 ordine incluso in @, ¥ conservando solo i
termini di grado 0, 1 in &, 7.

Si ha per la o2:

(9.3) ¢ =(w (o +e)e +ay{l—60Bny+ce}—
—(w,—3be-+3en) (@—y) +[3].

Se si vuole che il triedro di riferimento in O sia formato dalla normalee dalle
tangenti asintotiche in O alla ¢* (in modo cioé che la ¢® acquisti la forma

z == axy, come si ¢ visto al n. 2 deve essere:
(9.4) wy =3 (b e—cn), w =—1, Wy =— €.
In queste ipotesi la o® ‘risulta rappresentata da

(9.5) z=ay{1—6(bn-=ce}-+[3],

e le equazioni del movimento infinitesimo ecercato sono:

T = T--wy—nzZ-+e
(9.6) Y= Y- 0—ez+7
r=nw -+ ey -+ 7,
con
(9.7) ' w, =3Mbe—cny).

Esse mostrano che:

Se 0, 0 sono due punti infinitamente vicing di una superficie d’area minima,
il movimento infinitesimo con cui 8t pars.‘m dal triedro formato dalla normale e
dalle tangenti asintotiche in O all’analogo triedro relativo ad O pud considerarsi
come prodotto: 1) di una rotazione infinitesima definita da w, intorno all’asse z
(normale in O); 2).di una rotazione infinitesima intorno alla retia passante per O
e per i simmetrict di O rispetto alle tangenti asintotiche in O o+ gy =2 =0)
la cui ampiezza ¢ determinata da 00; 3) della traslazione 00.

Dalla (9.5) si ha che P’espressione 1 — 6(b n-+c &) da la dilatazione che deve
seguire (o precedere) il movimento (9.6) per passare da o, a o
L’equazione:

(9.8) by +ce=0, ossia cdw+bdy =0,
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caratterizza la direzione uscente da O per cui Ia calotta o si ottiene dalla o2
con un semplice movimento del triedro di riferimento. Si ha gquindi che:

Su una superficic d’area minima & definito un sistema oot di linee tali che
due calotle del 20 ordine della superficie, aventi centri in due punti di una di esse,
si ottengono Vuna dall’altra con il solo movimento del triedro principale (normale
e tangenti asintotiche) da O all’analogo triedro in 0.

Si osservi infine che la condizione w,= 0, ciot b éx — ¢ dy = 0, definisce in O
una direzione [ortogonale alla (9.8)] per cui il movimento che fa passare dal
triedro principale in O all’analogo triedro in O (0 =: 0 -- §0) risulta prodotto
di una rotazione infinitesima intorno alla retta na -~ ey =2 =0 e della tra-
slazione 00. (

Determinato il movimento infinitesimo (9.6) che porta il triedro (della nor-
male ¢ delle tangenti asintotiche) in O nell’analogo triedro relativo ad 0, pos-
siamo procurarei, partendo daita equazione (2.11) della o* di centro 0, Uequa-
“zione canonica della o* di centro 0. '

Riprendiamo Dequazione (2.11) della o:

1
(9.9) g==ay b (@3 ay?) +eWP—3ay) + oY (x® -~ y?) +
+e(wt— 62y —yt) +hay (- y?) + [5].

Per avere l'equazione della ¢® di centro 0, bisogna calcolare gli addendi
della precedente tramite le (9.6) fino ai termini del 3¢ ordine inclusi in «, ¥ e
conservando solo i termini di gradi 0 e 1 in ¢, # (e quindi in w,).

Con queste approssimazioni si ha:

v=Yyry nw - ey—ow (2—y)—eaty—nzy: +[4],
2=t 2w 2w 0y —2naty +[4],

P2 T2 FT—2 e 4 [4],

¥ =08 +3ew? L3 a2y + [4],

WY =aty gt +2eny +20, 0y +[4],

Y =y® L 3 n '}/—2'—3 (015:;/—2 + [4] 3
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o =yte F eyt B2ney - 2oyt 4],
ary =ty Syt -3 exy - [4],
eyt =yt - 3y eyt bea® -+ [4],

xt = 4 & ;7_13 -4 [4} ’

{1,‘2 '2/2 el 2 77 .’f,"‘)' y 'T'—' 2 £ .’7/:??]: "%- [4} .

Sostituendo queste espressioni nella (9.9), fatte le dovute seniplificazioni
si ha:

- - 1 i — —
(9.10) z = {‘1 —(bn+ce }m Yy { b -- [((—) - h) 7-+4 € c] } (x*— 3 wy2)+

+ {c [(% — h) e4 e} } @~ 35 y)+ [4] ~‘

Posto:
(9.11) w=bn-+ce,
(9.12) ¥ ==, y' =1, d=(l+6w)z,

la rappresentazione della ¢® di centro O diviene:
[ yai6o) o (! o
(9.13) 2 ==y’ %-1 bA+6w) g T h)ptdee) (@ —3a"y?) +
)
1 I 1 ! 3 19 gt
flc(] -6 )+ g—h e+dne) (¥*— 32" y)4 [4],
che scriveremo anche, per brevita,

(9.14) =y b (@8- 3 e y'?) o (Y —3 2ty +[4],

R
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avendo posto:

(9.15)

1
¢ =c¢ (-} 6w)-+ <E—'7L>8+4?76-

10. - Trasformazioni tra due ¢° infinitamente vicine di una superficie d’area

minima.

Determiniamo ora tutte le trasformazioni puntuali del tipo:
10.1) 2 =a" + @', y) +[3], ¥y =y + w, y) +[3], # =4,
che mutano 1a ¢® (9.1) nella ¢'* (9.14) ed il piano z = 0 (tangente in O a ¢
nel piano & = 0 (tangente in 0 a o).

Perche cid avvenga deve essere:

(10.2) ¥ @@, §)+0" pol@’, §))=(b' —b) (@5 — 3 2’y +(¢ — Ay — 3 &2 y");

ciod, indicando con oy, 204, oge © Bags 2P, foe 1 coefficienti di 2, 2'y’, y'2 vispet-
tivamente in @.(@', y¥) e w2, ¥'), :

A (o @' 2 a8 Y oY) F @ (fua 2002 Y - fay?) =

i

(b —b) (@3 —3 o' y'?) + (¢ — o) (y*—3 &2 y")
da cui:

fr=b"—, 2 o+ foe=—3 (b’ —10)
(10.3) o v .
Rpe = €' — ¢, 2 Pt ttyy=-—3 (¢ —¢).

Imponiamo adesso che la terna delle direzioni inflessionali uscenti da O e 0,
rispettivamente nei piani 2 = 0 e 2’ = 0, costituiscano una terna apolare alla
coppia delle tangenti asintotiche rispettivamente a ¢® e ¢ in 0 e 0.

Poiché la terna delle direzioni inflessionali uscenti da O del piano 2’ =0
¢ individuata da

(10.4) Y gl ) = o e, YY),

11. — Rivista di matematica.
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per ’apolarith richiesta deve aversi:

(10.5) oty = 2P, Pos = 2otz 4
quindi in definitiva:

3 : 3
G0 = = 5 (¢ —c¢), 204y = 3 (o' —b), top = ¢ — ¢,

Ba = b —b, 2 = — 3 (¢ — ©), ,8(,2:—; b —b) .
Posto per brevita:
(10.6) p =0b —b, y=¢ —¢,
si ha che le trasformazioni cercate sono rappresentate da:
3
v=a'—5 (o' By @'+ + 3]

(10.7) LT
3
y=y —sa+By)y +pa" + [3].

Si ha quindi:

[24]

Le trasformagioni puntuali soddisfacenti alle condizioni: 1) di agire nel-
Dintorno del 1° ordine della coppia O O come Videntita; 2) di mutare ¢® in o'
ed 1 rispettivi piani ad esse tangenti Puno nellaltro; 3) di avere la terna delle dire-
ziowi inflessionali uscenti da O e O ed appartenenti ai piani tangenti sopradeti
apolare alla coppia delle tangenti asiniotiche in O ¢ 0 rispettivamente a ¢® ¢ ¢°,

coincidono tulte fino ai termini del 2° ordine incluso.

11. - Trasformazioni quadratiche osculatrici a 7' (10.7).

Proponiamoci ora di trovare le trasformazioni quadratiche osculatrici alle

trasformazioni 7' (10.7).
Una trasformazione voluta & del tipo:

z' 4 Doz, y') y' -+ P, y')
f—1 Y — 5
1 — (@, y') —gale’s y') ¥=1 — (@, y') — xela's )

(11 .1‘) ©

con y;, Dy, V.. x4, forme di grado uguale all’indice in ', y'.
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Per essa si ha:

w=a -+ Dy, y) + 'y (o, y') +[3]
(11.2)

y =9 + WA, Y)Yy @, y) 4+ [3],

e affinché osculi le trasformazioni (10.7) (cioé coincida con esse fino ai termini
del 20 ordine inclusi) deve essere:

! oM

HI

Dy(a', ') + @' gl y')=— '}’»’5"“/3 ?/)’v’*y y'e

b

(11.3)
‘ 3
P’y y') -y @ Yl=—s @ +py )y B

Si hanno, come del resto ¢ ben noto, co? di queste trasformazioni quadra-
tiche; la scelta di una di esse dipende dalla scelta di y,(2', ¥'), mentre y.(2', ¥')
risulta poi determinata dal fatto che la trasformazione deve essere quadratica,
cioé dal fatto che le tre coniche:

z' -+ Qﬁ(wla yl) = 0, yl + )1[,2(37’: ?//) :07
Y— (@, ¥') — pela’, ') =0

appartengono ad una rete omaloidica.

Naturalmente ha interesse determinare intrinsecamente una di queste tra-
sformazioni quadratiche: e ¢id pud farsi in pitt modi.

In un primo modo si pud esigere che la conica corrispondente ad z =0
sia una parabola tangente a 2’ = 0 ed avente per asse la y' = 0; ci0o porta:

(11.4) @', y') = (o' + 8y,

W

e in conseguenza le tre coniche che definiscono la rete omaloidica sono:

w

& -y yt=0, y+par=0, +s@ + BY) — yld, y') =0.
2

a},'::’““:‘léy ylz““—%, ('1::.17 2, 3),

¢
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B \ . .
ove [3== > e affinché questi appartengano anche alla terza conica deve essere:

3
promfyay' — 3

Lo

(11.5) ze (@ Y)=—

quindi la trasformazione quadratica & in questo caso:

P 12
x = e+ vy
> ! ! 3 2 pl2 Ty 3 Q.10
14+ 5(}/.’1) +8y) + ;ﬂ“ilﬁ-wﬂyg) v +§},-y~
(11.6)
y' 4 fa
Y == - - )
k 3 , , 3 - L 3 o
1 +;(7"7; +8y') + ;/3"1'.7“—ﬁy;u Y +;)")/“,7/" .

- Un. altro modo. di. determinare una . trasformazione quadratica & .dlimporre
alla conica corrispondente a # == 0 di avere il centro in 2" == ¢’ = 0; in tal caso
deve aversi y(#’, ¥')= 0, quindi le prime due coniche (corrispondenti a 2 ==0
e a 9y == 0) sono:

3 ‘ 3
@' —3 a'+py )y +yyt=0, ¥ —3 (ya' +By")y' +pa'*=0.

I lore punti d’intersezione s O sonc:

’ 1 li
wv:—,~ :I/ = —,

K2 3 . B
5+BL) — oyl 5 W —BL)—»1

ed appartengono alla terza conica se e solo se:
! ! 3 2 D 2 ;o ! Iyl 4 3 a2 D 12
L7 @, yh=— P — 2 e fyaty S (B =27y

quindi la trasformazione quadratica in esame é:

@ =g yat— By 4y Y —s @ +By )y +pa”

L) Y = -
../ 1 _;{2(33,’ Z/’) bl

¢ i =
(11.8) 1= 7@, 9

con la precedente espressione di y,(a, y).
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Un altro modo ancora di deferminare una trasformazione quadratica &
d’imporre che la conica corrispondente alla retta & = 0 sia una iperbole equi-
latera avente come direzioni degli asintoti quelle delle bisettrici degli assi 2/, y'.
In questa ipotesi deve essere:

1
(11.9) ol Y =y’ 13 8y,

ed in conseguenza le tre coniche che definiscono la rete omaloidica sono, come si
vede con facili caleoli,

(11.10) 2 — v (2 y'?) == 0, ' —yn'y 4 pat =0,

o
ol Lo

14 (ya +38y")— { (/"F + yz) 2’ — -?é praly - % y' } =0.

Se si vogliono applicare le trasformazioni trovate a due calotte infinitamente
vicine di una superficie d’area minima, una di centro 0(0, 0, 0) e I’altra di centro
O(¢, 1, 0), bisogna tener conto delle espressioni gid ottenute al 1.9 di b, ¢ e
quindi bisogna prendere:

1 1
(11.11) pf=6bw+ <5 + h) n+4dee, y="58c¢w-+ (5~—~ h) etden,
con
(11.12) w =by + ce.

12. - Osservazione.

T da osservare che, qualunque sia la trasformazione quadratica che si vuole
adottare, la determinazione di y,(#', ¥') (che come si & visto, dipende dailla con-
dizione di omaloidicith della rete di coniche) non ha alcuna influenza nella de-
terminazione dell’E’s trasformato di un E® per O (nel piano z= 0). Infatti con-
siderato un F* del piano z = 0:

(12.1) Y=o ® + s B -+ uy 3 + [4],

ed indicato il suo trasformato mediante una delle trasformazioni quadratiche
(11.1) con:

(12.2) Y o=y @ ' @ - [4],

un sempiice calcolo mostra subito che u, =y, e che i termini dipendenti da
72(2', ¥') nella determinazione di ,u; si elidono.
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Quindi in realtd tutte le volte che di una data trasformazione quadratica (11.1)
con le condizioni (11.3) ci st deve servire per determinare il trasformato di un F?
di centro O appartenente al piano 2 =0, ad essa si puod sostituive una qualsiasi
trasformazione algebrica [2,2] che approssimi quella fino all’intorno del 20 ordine
incluso, lasciando arbitraria la y (', y').

Tali trasformazioni algebriche {2, 2] sono tali che alle tangenti asintotiche
corrispondono due coniche ben determinate, mentre rimane fissata soltanto
la polare dell’origine rispetto alla terza conica, corrispondente alla retta im-
propria del piano z = 0.

13. - Trasporto di elementi differenziali del 3o ordine sulla superficie d’area

minima.

L’interesse delle trastormazioni quadratiche introdotte nel n. 11 sta nel
fatto ch’esse permettono un trasporto intrinsecamente definito di elementi del
30 ordine 7* da un punto O ad un punto infinitamente vicino 0 sulla superficie
d’area minima.

Sia T, una delle trasformazioni quadratiche fra i piani tangenti alla super-
ficle d’area minima in due suoi punti infinitamente vicini O, 0. Dato nel primo
piano un elemento K2, esso definisce sulla calotta ¢® di centro O un f* di cui ¢
~ proiezione ortogonale (e viceversa dato f° e ¢® si ha E®). Si costruisea in O
Pelemento Z*= T, E* ¢ a partire da esso ’elemento E? € ¢ che si proietta orto-
gonalmente sul piano tangente in 0 in E®. La costruzione di %3 a partire da i
& il trasporto di 5 € o8 in B° € o* per la T, scelta.

Si noti, come & gid stato osservato nell’introduzione, che una volta scelta
una 7' che muta ¢® in ¢ (come ¢ stato fatto imponendo che le direzioni infles-
sionali formino una terna apolare alla coppia delle tangenti asintotiche) ¢ ne-
cessario passare ad una delle trazformazioni quadratiche 7, per poter definire
un trasporto di Z3: infatti la 7 opera nell’intorno del 20 ordine (non del 30)
di O sul piano tangente a ¢® e quindi dato E® non si pud costruire 7= TI°.
Invece sostituendo 7', a 7' (intrinsecamente definita da questa) esiste 7® = T, B?,
quindi si pud applicare la definizione precedente di trasporto.

I chiaro inoltre, che se si vuole fare un trasporto lungo un areo
finito di curva tracciato sulla superficie d’area minima, bisogna che la T, con-
siderata conservi le stesse proprietd lungo i punti dell’arco considerato, il che &
possibile. ‘

Vogliamo ora specificare questo trasporto per la T, (11.8) con Pespressione
di y.(2', ¥') data dalla (11.7).
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A tale scopo esplicitiamo la (11.8) fino ai termini del 3° ordine e teniamo pre-
sente che essa deve operare tra i piani z = 0 e z = 0 tangenti rispettivamente
in O o O della stessa superficie d’area minima, le cui calotte del 3° ordine, ¢
e o* di centri O e 0, sono date dalle (9.10) e (9.11).

Scriveremo pertanto la T, fino ai termini del 3¢ ordine nella forma [tenendo
presenti le (9.12)]:

— 3 — — _ —_—
G =F— @+ BY T+ + T 0@ ) +[4]
(13.1)

B @t +y mlw, ¥) + [4],

I

\
l\'.?l )
%!
_.|_

™

=

=
_{M

essendo e y date dalle (11.11).
Consideriamo un 7 di centro O della ¢® e sia

(13.2) Y o= lg & + g T + Y &® - [4]

VT proiezione ortogonale di E* sul piano z = 0.
Sia:

(13.3)

< !

— T R R+ (4]

I’elemento trasformato E°= T, E sul piano z = 0.
Per I'osservazione fatta al n. 12, si pud sostituire alla, T, considerata la tra-
sformazione algebrica [2, 2]:

—~ 3 _ S 3 - —
(13.4) v =o—5 oty etyy’, y=y—5at+By)y+pa"
e si trova:
| - - ’ 3 - 1 2 s
(13.8) Mo =fo,  pu=fu+y P Ho=pa— 3 pu \y — 3 a7 H6 B

con ff e y date dalle (11.11).
Queste definiscono V=T, E?. Tale E® determina su ¢® un ]J3 di cui & pro-

iezione ortogonale su z == 0. L’E3 cosi ottenuto su o® & ottenuto per trasporto
di 7* da O ad O sulla superficie d’area minima e con la T, scelta.
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