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Uso Barsuri e Segreio GUEBRRA (%)

Osservazioni sulla utilizzazione
dei polinomi di Tcheb yschev di prima specie

nel ecalcolo approssimato di funzioni regolari. (*¥)

Sia f(x) una funzione reale, della variabile reale # nell’intervallo chiuso
[—1, 1], sviluppabile in serie di Mac LAURIN:

f(@) = f(0) =+ (w/10'(0) + (@*/21)"(0)

Questa serie pud essere pilt o meno rapidamente convergente (1) e talvolta,
com’é ben noto, il numero dei termini che si debbono considerare per avere una
assegnata maggiorazione dell’errore & assai rilevante. Si possono, a. seconda
del tipo di serie, utilizzare particolari procedimenti atti ad acerescere la conver-
genza (come, ad esempio, il metodo delle differenze).

Se supponiamo assegnata una maggiorazione dell’errore, e quindi il numero »
dei termini del polinomio del Mac LAURIN P, (), viene in mente, com’é natu-
rale, di ricercare il polinomio d’approssimazione di TCHEBYSCHEV TX(z), di
grado non superiore ad m (m < n), che resti nei limiti dell’approssimazione voluta.

Supposto conosciuto m, la determinazione effettiva (2) di questo polinomio

(*) Indirizzo: Servizio Caleoli della C.E.P., Lungarno Pacinotti 55, Pisa, Italia.
(**) Ricevuto il 16-3-1962.
Lavore eseguito sul programma di ricerca del gruppo n. 2 del C.O.N.A.R.M. .
I nn. 1, 2, 3 sono stati curati da U. BArRBuUTI, i nn. 4, 5, 6 da S. GUERRA.

(1) I1 termine «rapido » va inteso in senso globale cioé riferito a tutti gli » dell’in-
tervallo [— 1, 1], convenendo di dire che: la successione dei polinomi { P, (z) } converge
pin rapidamente della successione { Po(x) ¥ se Max | f(w) — P,(x) | < Max | f(x) — P () ls

zE[—1,1] z&[—1,1]
per ogni n.

(*) E. Ya. Remrz, On Methods for obtaining the besi..., Ukrainian Academy of

Science, Kiev 1935. Una recensione trovasi sul Bull. Amer. Math. Soe. 44 (1938), 14-15.
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‘non ¢ affatto semplice; un metodo di approssimazioni successive atto al cal-
colo di esso, interessante, anche se laborioso, trovasi, ad esempio, in un lavoro di
F. Ii. MurNAGHAM e J. W. WRENCH (%).

Si pud perd talvoelta ridurre il numero n dei termini di P,(x) (restando nei
limiti dell’errore) costruendo, in luogo di 7'%(x), il polinomio di migliore appros-
simazione di P,(#) di ordine n-—1 e successivamente lavorando a catena (*).
Questo procedimento ¢ ben noto (}), ma non sono state, ci sembra, ancora stu-
diate le maggiorazioni di errore che gueste successive sostitmzioni importano.

Scopo di questa Nota ¢ lo studio di dette maggiorazioni dalle quali si deduce
una valutazione relativa alla diminuzione di grado del polinomic P, (2), la quale
consente di restare nei limiti di errore, almeno per una certa classe di funzioni
(efr. n. 8). Si ¢ anzi constatato come, per taluni esempi appartenenti alla detta
classe, il grado del polinomio trovato & pressoché il medesimo del 7% (). In
questi easi si puod evitare la costruzione di 7' (x), la quale risulta tanto pitt labo-
riosa quanto pit alto ¢ il numero delle cifre decimali esatte che si desiderano.

1. — Sia P(z) un polinomio di grado » nella x, variabile nell’intervallo
[—1, 1], e sia -
T, () =¢ +cta -+ ... 4 ¢, o

il polinomio di TcHRBYSCHEV di prima specie dello stesso grado n (%).
Ricaviamo dalla precedente identitd la potenza massima della variabile @:

Tn x)
— Qo) + 2

o
n

N 4 etw et T.(x)
PO = T -1

n
cn Ch

() F. D. Murxacuax and J. W. WrexcH, The determinalion of the Chebyshew
approximating ..., Math. Tables Aids Comput. 13 (1959), 185-193.

(4} Per un conveniente numero di volte. -

(5) Cfr., ad es., C. Laxczos, Applied Analysis, Prentice Hall, Inc., Englewood Cliffs, .
N. J. (1956), (p. 457 e segg.). In quest'ordine di idee vanno considerati anche i
lavori: R. C. Mixxicx, T'shebysche]f Approvimations for Power Series, J.
Assoe. Comprt. Mach. 4 (1957), 487-504; R. D& VOGELAERE, Remarks on the paper
«Tshebyscheff Approzimations for Power Servies», J. Assoc. Comput. Mach. 6
(1959).

(8) Ricordiamo che diconsi polinomi di TcHEBYSCHEV di prima specie le funzioni che
esprimono razionalmente cos ng mediante cos §. Tali polinomi possono, induttivamente,
essere definiti con le posizioni:

Ty=1, Ty=ua  Ty@) = 2xT(»)— T, .
11 coefficiente del termine di grado % appartenente a 7,(x), ¢, si ha con la formula:
N L I (T (R
(1/2)(n — k) (1/2)(n — k)

nella quale & da porsi ¢f = 0 tutte le volte che » + k ¢ dispari.

k
cn
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[3] OSSERVAZION]I SULLA UTILIZZAZION

¢ sostituiamo in P®(z), al posto di 27, il polinomio ¢(#). Chiameremo tale so-
stituzione operazione T ¢ inoltre diremo T-approssimante di ordine 1 di P(=) il
polinomio PWa) di grado non superiore ad n—1 che cosi si viene ad ottenere (7).

T operazione 7' applicata a P (x) porta alla considerazione del polinomio P (x)
che & T-approssimante di ordine2 di P(x), ..., la T applicata a P*~(z) porta. alla
considerazione del polinomio P®(x) che & T-approssimante di ordine k di P¥(x)

2. — In questo e nei nn. 8, 4 e 5 considereremo i seguenti due casi parti-
colarmente notevoli:

I) PO g) == POx), cioée Px) ¢ funzione pari.

Lo scriveremo, per comodita, nella forma

(0) ©0) e [ e
(1) PO (x) = a) — a;” a* 4+ ... + (— 1y a,, 22 (8)
e scriveremo, sempre per comodita, nella forma

I ) ) 2 : & B Qm— 2k
P®(g) =qa) —a, 2* + ... 4 (— L) *a,) _, atek

3

il suo T-approssimante di ordine k.
II) PO(— ) = — POg), cioe P z) ¢ funzione dispari.
Lo seriveremo, come sopra, nella forma:
? )
D e g O) ) : (0} o
(2) PO@) =a)x —a,@® + ... + (— )" a,, ., o>,
e scriveremo nella forma
G v g e 0D ! ke ) a —op
PP(x) = a" & —a;” 0® 4 . L ()R al) o aPrtEE
il suo 7-approssimante di ordine k.

Nel primo caso i coefficienti di P%®(a) si determinano da quelli di P%1 ()
con le formule seguenti (che si provano facilmente per induzione):

(i) =D AT {l—1) , p2T =2k D) 1o(p—
(1), a¥ . =afTh 4 (— 1)mEr—2t-D o a‘2m—2<k—1)'(1/22m 121}
=D | Rre20 (k— 1) . D 21— 2 e . p
LT a".:r—-2k ! 02”1-—2(7:—1)} a"zm—‘.l(l.:—-l) (]/2 mo1-2 ,1)) (" . 767 ety m) N

(") PY(w) rappresenta il polinomio di approssimazione di ordine » —1 di PO)(z),
zel senso di TCHEBYSCHEV, per una ben conosciuta proprietd estremale dei T, (x).
(®) Bia in (1) che in (2) gli a{® sono, per altro, numeri reali positivi o negativi qualsiasi.

9. — Rivista di matematica.
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Nel secondo caso i coefficienti si determnano con le formule:

) (k) I A T —2k—1) . 27+ 12k LqE-D . D2m—2(k=1))
(2)1 Qoey1o1™ Gy o 1 ( 1)" c2m+1—-a<7;~1) Qo 4120~ 1) (1/‘ ! )*‘
RPN § TR b o 2r 41— 20 (o1} . D 2 m—2(k—1) P
== Qppgy o 02m+1—-2(k——1)| By 41205~ 1) (1/" ) (r = 7‘3, vy M)

3. — Vogliamo ora esaminare sotto quali condizioni & assicurata ’alternanza
dei segni nei T-approssimanti di polinomi del tipo I (supponendo il primo
termine positivo). ‘

Per i T-approssimanti di polinomi del tipo IT varranno condizioni del tutto
analoghe; basterid nelle formule, che via via stabilirerno, sostituire a 2r e a 2m
rispettivamente 2r -+ 1 e 2m - 1. B in queste circostanze che le maggiorazioni
del n. 5 sono particolar.nente efficaci.

Prop. I. Condizione necessaria e sufficiente affinché P®(x) sia a segni
alternt é che visulti:

2m—1—2(k—1)
2 th—1)

(1) o —
(1), Oy om0 < mme ) Gorae (7 =8y ey M)
2m—2k-1) |

La condizione & necessaria. Infatti se P%(x) & a segni alterni il 1°, e quindi
il 20 membro della (1);, ¢ positivo e percid vale la (1),.

La condizione & sufficiente. Infatti se & verificata la (1), risulta, per ogni »,
ay) . >0 e quindi P®(x) & a segni alterni.

2r—

Prop. II. Condizione sufficiente affinché P¥(x) sia a segni alterni ¢ che
lo sia P*2(x) e risulti inolire

92m—1—2(k—1) , :

k-2 G —2) A

1) - By —2—1y << T Gar ook (r =15k .., m).
| Com —o@k—1)

Per 1a Prop. 1 il polinomio P*®(x) & a segni alterni allora e solo che sia verifi-
cata la (1), . Questa, se mediante le (1), si esprimono a{;%,, . e a%~? in fun-
zione dei coefficienti di P*—2(z), assume la forma:

92m—1-2{k-1) G2 | 2m -2k —2) ) (m—r4-1)2m—2k 4 3) k-2

— -a_ e -
| y| 2% 28 (m—7+42)(2m—2k 4 2) =D

h—2)
a2m—~2(k -1) <

Pertanto, se P*2(x) ¢ a segni alterni, quindi ag %, _, >0, perché valga la
" (1), ¢ sufficiente che sia verificata la (1) . :
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Prop. IIT.  Affinché i polinomi P (x), P®(x), ..., P¥(x) siano tutti
a segni alterni ¢ sufficiente che sia verificato il complesso 0, delle k (2m — I+ 1)/2
eondiziond:

o 92m—1-2(s~1) o
(1)4 a‘.:m—:z(s—l)<: Sr— 2§ [OYSE (s :17 ey k’? =8y ey m) .
| 2 Z2tson |

Si ha allora: P*(x) & (Prop. I) a segni alterni allora e solo che sia verificato 0, .
P®(z) & anch’esso (Prop. I) a segni alterni se ¢ verificato 0, ed é:

92m—1—2(k—1)

o () — 9y
LOYIPPIITES [ ] Qg (k =2);

2
Cam—2(:—
ma perché questa condizione sia verificata (Prop. II) é sufficiente che

922m—1—2(k—1)

(© ) oy
a’em—z(k—1)< 2r —2k T Qor—op (k - 2) .
l Coam ~atk~1) |

Quindi affinché PY(x) ¢ P®(z) siano entrambi a segni alterni e sufficiente
che sia verificato 6, .

Cosi, successivamente: P®(x) & anch’esso a segni alterni (Prop. I) se & verifi-
cato B, ed é:

92m—1—2(k—1)
k—1) k—1 .
a’zm—-mk-—l) < -2k a2r——2k ?
] 2m —2(k—~1)

ma perché questa condizione sia verificata (Prop. II) & sufficiente che

92m—1-2{k—1)

e—2) o
a’gm—ﬁ(k——l) < 2r— 2k a’zr—?_k H
am—a(—1) |

e cosl successivamente.
Infine (sempre per la Prop. II) avremo:

2m—~1—2 (k—1)
2 0}

Qyrope

{0)
a"zm —2tk—1) < 2r—2k
l am—2{k—~1) i

Quindi affinché P®(x), P®(z), ..., P®(z) siano tubti a segni alterni & sufficiente
che ‘giano verificate le condizioni 0. :
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4. — Sia ancora P (z) un polinomio del tipo I (*) e sia B il valore asso-

luto dell’errore che si commette nel sostituive a P%V(x) il T-approssimante
di ordine k. Risulta:

(k-1) ) E-1)

B < Com 2= * Lam—sm—1 /la’zm—e(k—n

s am—3(f— 1)
Cam —a(i:~1)

TS grm—l-2¢:-D

8i ha d’altronde, successivamente,

(r—1) s D) 2m —2(0:— 1) (ke 2) . Dam—1—-20k—23) .
Qo ae—1 = Pym —ag—p ™ I 2m — 202 | Fom Zage—n (1/” ) =
e B3 . 2n- 2k~ 1) Ue—2) . 9 21— 220 ___.

. (‘l")_:zze:z(LA—l) ‘ 02m—-2(l;~2) l a’zm—g(ls—‘_)) (1/“ i ) .

2m—2Ge—1y |, , (k—8) -, ) 2 m—1—2(k—3)) ()] 9.1 b (—2)
2171—2([:—-3)’ Qo 22 (1/22m )= T oy —p— (1/2 A g

am—2k—2)

— 22 {2 e alr By — e — (1220 (B 1 0]

2m 7

dove si ¢ posto:

( 2m—2 (k— 1)+ 1 2m —2(k— 1)+ h—1
(=2 ( I >_ I

2m —2k 4+ h4-1)! 2m — 2k 4204 2) ‘0
Rt (2m —2k4+2)! ().

al-n ¢ quindi esprimibile mediante i coefficienti dei polinomi 7-approssi-

manti di ordine inferiore a k—1, pilt compendiosamente, con la formula:

k—1
(-1 {0
a

e . 02k { L pl—hg—1)
am o~ Fom a1 z (1/2%) L o g Gy S hg—1 *
. h0=1

(?) Peripolinomi del tipo IT, n. 2, si hanno anche qui considerazioni del tutto analoghe.
Bastera, in quel che segue, a 2m sostituire 2m--1. ) i

(1) T facile verificare che {h }k cresce al crescere di h e decresce al crescere di k.
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Sostituendo qui successivamente & con k—hy, k—2hy, .., k- (k—2)
si ottiene:

k—1
e — D2 (
a“zlm '})20:—1) = “g),:z-»-»zu;w n Z (1/2%) { hy }!c' (62(::; 8 i By 1) -+
Teg=1
[af»e:—1 E-ho—1
02 02
“+ z (1/2%%) { hq }z:'E (1/2%4) { hy }I:—hu'a’:(:?’r)l—‘.’(l_:—-zha———l)_
Ro=1 hy=1
{1k~ 1}~ 1] k—hy—1 E—(k—2)hg—1
A LY (112 (R e 3 (172 { Ty oy e S (/275 Ry by A ().

ho=1 By=1 By—p=1

E® pud allora maggiorarsi con una espressione contenente solo i coefficienti
del dato polinomio P“(z).

5. — Sia ora P(z) un polinomio, ancora del tipo I, ma a segni alterni e col
primo termine positivo; supponiamo che siano a segni alterni tutti i suoi 7-ap-
prossimanti fino all’ordine k¥ —1 incluso.

Risulta (n. 4):

B < (1)22m1) a®

am ?

B L (1223 [agh_, ~— (1/221) {1}, a2

2m—2 2md 2

2m—2(k=—1) am - a(k-~2)  *°*

e <L (1/22m——1—-2(k—1)) [a(O) _ (1/22.1) {1 }k k=2

e (1/220-0) L —1 Y al®)

amlh *

(*1) Con [(1/2}(k —1)] si indica il massimo intero contenuto in (1/2)(k —1), ece. .
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In tal caso, il sostituire a P(z) il suo T-approssimante di ordine k comporta
un errore complessivo il cui valore assoluto E verifica la disuguaglianza

. 9 am—1— 20— 2. ©
B < Yoy -+ @ + .+ E® L (1/22m 1—2(k: 1)) [a'g:z—mk—l) + (1/2; 1) algfin_m“m -

4 (12201 a9 — (1/23m—1-2(-2)), {1 }k a2

2m 2m—2k—2)
— (/22 (L1 Y 4+ {2 ) e Sy —
— @y ({1 {2 4+ F{E—1} al .
Ne segue, trascurando termini negativi,
B < (1/2mm1=2G-0y [@ 4 (1/227) A0 sy e A (1[2200) a]—

— (1/22m-1) ({1 b+ {: }3 + o +{7c.——1 },Q-a.‘_)‘j,’l ,

ed essendo

si ha quindi

E < (1/28m1-2G-1) [0 + (1/221) ¢ o b (1)2200) g0 T

am-—2(k—1) 2m —2(f—2)

Infine, se i coefficienti ¢! (4 =0, ..., m) del dato polinomio non crescono al

21

crescere dell’indice, risulta:

W B< @20 00) [1 4 (122 4 e (200 0, =

2m—2{Rk=—1)
em—2k—1) *

::{ (22(k—1) . ])/(3 .sz—a) }a(m

Considerazioni del tutto parallele portano per i polinomi del tipo II ad una
disuguaglianza analoga. Basta, al solito, in (1), al posto di 2m sostituire 2m - 1.
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8. — Sia ora P9(z) un polinomio qualsiasi in # (—1 < @ <1); lo sceriveremo
per comoditdh nella forma:

m e O ® © 2 o, o) © e
PO () = al” + a 2® 4 ...+ ap, *m— (b 2 b A L by, 2

i am

essendo » uno dei due interi m — 1 od m (12), e scriveremo nella forma

RISV ¢.1.2 I (1) pa0 ©r) n2m—2k [£45] 1B 2R 3 topeR) 2 -2k
PUO@) =afP+ afP ot .. e ot — (PP p b P b b, )

il suo T-approssimante di ordine 2k.
Si hanno ora le formule ricorrenti:

en g ek—2)  are2k L 2R . 212 (k1 T
L om—2(k—1) “am—a(k-—1) (1/2 " ( )) (r = ]i', coey m),
[¢33] o R2Ee)  gerl—2k L 2k—2) R D on—2(k—1 P

by by e Gt boni oy (1/2 (k=2)) (7 =Ry vy M)y

‘e si possono stabilire condizioni, simili a quelle vedute nel n. 3, atte ad assicu-
rarci Ialternanza dei segni dei coefficienti nei polinomi P¥)(z). Per quanto ri-
guarda il valore assoluto E®» dell’errore che si commette nel sostituire a
Per-2)(g) il T-approssimante di ordine 2k, risulta:

(2k—2) : (28—2)
e < Ay —se—1) Lam—a(e-1)(%) Dont1-20—1 Lant1-2(e—1) (%) <
- o= 92m—1—2(k—1) 22n—2(k—1) =
(k-2 (2%:—2)
I Aom —a(k—1) l I Donii—az—n | |
< +

92m—1—2(k~1) 92n—2 (k1) !

e se vogliamo una maggiorazione contenente solo i coefficienti iniziali, bastera
operare sulle due quantitd a secondo membro in modo del tutto simile a quanto
abbiamo fatto nel n. 4. Si tenga qui presente che:

k—1
(21 —2) = a'® E 921 (2F--201—2)
a’zm —atk—1) ~ “am—alk--1) + z (— 1) ' (1/" ) h I a’gm_z(k_.h_l) )
h=1

r—1 ’
@k—~—2) . hi® 2. % 7 (2k—2h —2
bgn+1——2(l:———1) - b2n+1—2(k—~-1) + z (— 1)h (1/20 h) { h }I: b2n+;f—2(k)——h——1) (13)'
r=1

(12) Se n = m —1 & POYx) di grado 2m; se n = m & PO(x) di grado 2m 1.
(1) Con {h}} siindica cid che siottiene da { %}, quando a 2m si sostituisce 2n+1.
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7. — Allo scopo di mostrare I'utilitd delle maggiorazioni conseguite con le
formule del n. 5 facciamo alcuni esempi.

I polinomi del MAC LAURIN P,(z), relativi alle funzioni sen ax, cos Sz, ve-
rificano le condizioni 0 se|a|<<4, |f|< 2, come facilmente pud control-
larsi. Conseguentemente si hanno gli esempi seguenti.

Esempio 1. — Bi voglia approssimare la funzione cos(sr/4)z sull’in-
tervallo [—1, 1] con un errore

F <102,

Utilizzando la formula del Mac LAURIN, basta fermarsi al termine di
40 grado; dunque:

PO @) = 1— (/4)* (@*[21) 4 (70/4)* (w*[41) -
Risulta d’altronde (cfr. n. 5):
B + BD < 0,002 < 102,
e in conseguenza il primo T-approssimante di PO)(z),
PO g) = 0,998 — 6,292 xt (1,

si scosta da cos(m/4)r per meno di 102, MURNAGHAN ¢ WRENCH [cfr. annotazio-
ne (*)] determinano con il loro procedimento il polinomio, anch’esso di 20 grado,

T*(w) = 0,9980785 — 0,2928932 5?2

con Max| cos(z/4) — T*(x) | < 0,0019215.

Esempio II. - 8i voglia approssimare la funzione cos(z/2)z sull’in-
tervallo [—1, 1] con un errore:

B <108,

{1*) Volendo due cifre decimali esatte basta per i coefficienti di PW(x) fermarei alla.
terza cifra decimale.
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Utilizzando la formula del Mac LAURIN, basta fermarci al termine di 8° grado;
dunque:

PO(@) =1 — (7/2)% (#*/2 1) + (/2)* (@4 1) — (7/2)° (2%/6 1) + (7/2) (2%/8!) .
Risulta (cfr. n. 5)
| E 4 B® 4 E® < 0,0006 < 103,
e in conseguenza il secondo 7-approssimante di PO (z):
P©(a)= 0,9993 —1,2227 a2 + 0,2239 o*

si scosta da cos(z/2)w per meno di 10~3. MURNAGHAM ¢ WRENCH determinano il
polinomio, anch’esso di 4° grado,

T*(w) = 0,9994032 — 1,2227967 x* -+ 0,2239903 ¢
con Max| cos(m/2)x — T*(z) | < 0,0005968.

Le valutazioni dell’errore fatte nel n. 5 sono particolarmente utili nel caso
di approssimazioni molto spinte. Valga il seguente:

Esempio III. — 8i voglia calcolare senz con 20 cifre decimali esatte,
cioé con un errore :

E <1020,

Utilizzando la formula del MAc LAURIN, basta fermarsi al terminedi 21° grado;
dunque:

POg) == g— a3/3) + ab[5l— ... - 221/211,
Risulta:
B 4 BYW 4 B 8107 < ],6—20 ,
e in conseguenza il secondo T-approssimante di P(O)(z):

) (2) )
PO(2) =af 2—a? 5® + ... + a 417,
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con
a,(f";; 0,9999999999999999999990, a? == 0,1666666666666666666313 ,
ad = 0,0083333333333333327113, a? = 0,0001984126984126934359 ,
ad’ = 0,0000027557319223770162, a® = 0,0000000250521083305047 ,
all == 0,0000000001605903537936 a¥ = 0,0000000000007646389621 ,

a2 = 0,0000000000000027726661 (),

si.scosta da sen # per meno di 10-2° (anzi per meno di 8-10-2%).

Summary.

In this paper it is imdicated a process of economization of power series and studied
the relative error valuation.

(35) T calcoli sono stati eseguiti con la Caleolatrice .Elettronica Pisana (C.E.P.)
del C.S.C.E. della Universita di Pisa.



