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Fraxco Fava (%

Connessioni subordinate e derivazione assoluta. (*%)

Introduzione.

Il procedimento di derivazione assoluta, usato con opportuni accorgimenti
e congiuntamente con gli enti geometrici ad esso collegati, facilita lo studio
delle proprieta differenziali delle varietdh 7, immerse in spazi numerici X,
dotati di autoparallele; come cid avvenga appare da un precedente lavoro [8](2),
ove, con i metodi accennati, ¢ stato conseguito un primo gruppo di risultati
relativi alle V,, di X, .

Utilizzando in gran parte risultati conseguiti nel lavoro richiamato poc’anzi,
e supponendo che X, sia uno spazio a connessione affine 4,, ci proponiamo
ora di far vedere come si possa procedere allo studio di alcune fondamentali
questioni che si collegano con le connessions delle V,, subordinate da quella (af-
fine) dello spazio di immersione A, (con torsione).

A tale scopo la connessione (in 4.,) viene introdotta come strumento di deri-
vazione assoluta (n. 1).

Segue cosi I’immediata possibilita:

a)  di ottenere (n. 2), relativamente a spazi 4, (con torsione)ed operando
direttamente sugli enti geometrici interessati, un teorema dimostrato, nel
caso di connessioni simmetriche e con procedimenti facenti capo ai metodi di
E. CarraN, da B. Borrororr: [4];

b) di conseguire (n. 3) l’estensione, agli spazi 4,, di risultati stabiliti
da E. Cartan [6] relativamente a spazi 4; (senza torsione) dotati di « superficie
totalmente geodetiche ». ‘

(*) Indirizzo: Politecnico, Torino, Italia.
(**) Ricevuto il 20-IIT1962.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di ricerca n. 11 del
jomit. Naz. per la Mat. del C. N. R. (1961 62).
(*) Inumeritra [] si riferiscono alla Bibliografia che trovasi al termine del lavoro.
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Dalile cose dette in generale, derivano poi nuovi contributi alla teoria delle
superficie di uno spazio 4; a connessione affine; qui c¢i limiteremo a considerare
soltanto alcune tra le conseguenze dell’impostazione da noi data alla teoria
delle connessioni subordinate, prendendo in esame, in modo particolare, quelle
aventi attinenza con le nozioni (ivi introdotte in A4;) di:

a)  arco di curva su una superficie (n. 5);
b)  curve pangeodetiche (e curve di DARBOUX) (n. 5);

¢)  direzioni assiali relative a coppie di superficie in corrispondenza
puntuale (n. 7);

d)  giaciture osculatrici stazionarie (in punti omologhi di superficie poste
in corrispondenza puntuale) (n. 8). \

Nello studio delle superficie di 4, si utilizzano i sistemi di equazioni di cui
esse sono integrali dopo aver stabilito, con apposito procedimento di ealcolo,
le relative._condizioni di integrabilitd (n. 4) ed aver.indicato.(n. 8) il.modo di uti-
lizzave riferimenti locali determinati da vettori della giacitura 2-osculatrice
alla superficie.

I risultati stabiliti coinvolgono — nella quasi totalith — unicamente le au-
toparallele dello spazio 4, e sono pertanto di natura proiettiva (nel senso di
H. WEYL) e quindi applicabili a spazi proiettivi curvi; alcuni poi, quali, ad es.,
Ia nozione di direzioni assiali, sono di natura «topologica » e quindi estendi-
bili a spazi topologici (2).

1. - Formule di derivazione lungo linee.

Sia 4, uno spazio a connessione affine riferito a coordinate 2" (=1, 2, ..., n).
Introdotto un nuovo sistema di coordinate ui(i =1, 2 ..., n) attraverso
le relazioni:

! a(zt, x2, ..., o)
1) %= M ul, uk, ..., wn), ( @ 2%

b(ul, u2, ..., u")

;eo)

indichiamo con u,, il vettore tangente alla linea su cui varia w, ossia poniamo:

: ) ox™
2) Uiy = 0p " (8, 2% = 2 )

our

(2) Per le nozioni di spazio topologico e di spazio proiettivo curvo si veda : [2],
Note 1, V.
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Per a® vettore generico, esisteranno allora n funzioni f"(w') tali da avere:

LA T3
@ "’“f/“(rn

ossia: @* combinazione lineare di ug, .
La legge di derivazione assoluta di e lungo la linea coordinata (su cui varia)
u, si pud allora assegnare mediante la:

(3) af(xs) = 0, fr,“:‘:) T frl'L(o:'S)

essendo:
a

D
a) di a* lungo Ila
ou’

ay, la derivata assoluta (che indicheremo anche:

linea s,

~ gy afr . x D,u?},
CRAES Erl My = 357

L’espressione del vettore a, si pud quindi ritenere nota una volta data
quella di u2),); questa si puod assegnare mediante la combinazione lineare seguente:

f & o h &
(4) luc.rs) - Lrs :u(h)

con che i coefficienti L, delle combinazione lineare (4), assumono il ruolo di com-
ponenti della connessione L di A, (nelle coordinate u?).

Poiché un cambiamento di coordinate definito da

wt, u, .., Ut
ui = uur') ety W W) %0
S\ oY, uwd ., ut)
permette di scrivere
Hapry == Pn 0oy (97 = 0n u")

applicando la (3) si ha:

a - r « r ] r .
(5) Wivrgty, == gy Opigt = g Prr O (D1 = O

rls
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da cui, detti I, i coefficienti della connessione nelle utilizzando le (4
¥ r's ’

e le

x )I .
Pirrery = Lo pigny s
si controlla subito che vale la ben nota relazione:

Y rogr n! x
(6) . Y:’s' -+ Lrsl ! yz’ - Lr’s’ ﬁh'
e che ’espressione di uf., risulta (si interpretino le (6) relativamente al passaceio
Hirsy oo
da coordinate ©* a coordinate u*):

e X a 3 b
(7) Hipsy == Opg @ L;,/ o, 2° 0, x

essendo L} le componenti della connessione di 4, nelle coordinate z* .

Nelle (4) si possono far intervenire le componenti I della connessione sim-
“metrica associata I e le componenti Q7 del tensore di torsione di 4, ; cosi pro-
cedendo si ha:

! ) X h o
(4 ) 7/(rs) "‘ Frs lu(h) ’
ko I &
Versy = 22rs gy
con

ko

1 1
S & B [°3 [ NN
Vipgy = 3 (IU’(TS) + lLl'(ST))7 Vg = 3 (:“v.e) :u'(sr)) .

Utilizzando le (4'), le derivate assolute lungo linee si possono fare rispetto
alla connessione simmetrica associata I
Se ora, con ricorso alle (4), si deriva lungo la linea w‘ e si pone:

])/li‘rs) L
Jut - Au’(rst)

e poi si caleola ul,,, dal confronto si ottiene:

« « Tk x
(8) Hersty = Meprsy = Lris By s

essendo L, le componenti (nelle %’) del tensore di curvatura di A,; poiche
vale la relazione

1 S o B y &
L3, Mgy = Lﬂ',’a Mery By sy s
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nelle (8) si possono fare intervenire le componenti L3, (nelle ) del tensore di
curvatura di 4, . ‘

Se, partendo dalla 12 delle (4'), si deriva rispetto alla connessione I, in luogo
della (8) si ottiene la:

! . X X I x
8" Versy ™ Viresy == Brys gy 5
essendo B},; le componenti del tensore di curvatura relativo a I

Un’altra conseguenza che sard utile in seguito, si ha effettuando due deri-
vazioni successive (lungo le linee u*, w* rispettivamente), ossia calcolando il
vettore -

X
ILL(T.?M:)

¢ pol confrontandolo con ., si deduce in tal modo la relazione:

q

x 23 o P &
(9) Pirsiir ™ Mrspm == L2 Loy, ph, -
In coordinate #* la (9) si scrive [si utilizzi la (8) e successivamente Ia (4)]:
! a « s o 8 ¥ &
(9 ) IL{/("Shh) - /’l’(rsl‘h) - Lﬁ'/s ALL(fs) Iu(l.') Iu(h) *

Tenuto conto delle (6), & facile riconoscere che le componenti della connes-
sione i cui indiel non sono tutti uguali tra loro, sono degli invarianti (relativi)
per quelle trasformazioni che lasciano inalterate le linee coordinate; nel caso
invece delle componenti con indiei tutti eguzili, con una conveniente scelta del
parametro su ciascuna linea coordinata, esse possono ridursi tutte a zero.

2. - Connessioni subordinate e sistemi i{-assiali.

Consideriamo la varietdh 7V, di 4,2 <m<n) le cui equazioni sono date
dalle (1) quando in esse si suppongono le ™+t ..., u* costanti (in particolare
nulle). : -

Scritte le (4) come segue:

P =1, 2, .., m),

10 C uhe =D, - L
(10) Hirsy rs Mimy rs Hig) (q=m +1, ..., n)
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ed interpretate le (10) sulla V,, (r,s = 1, 2, ..., m):

le L7, sono le componenti della connessione (della V,) subordinate dalle
{(n—m) — giacitura individuata dai vettori u, (3).
Cid premesso facciamo vedere che vale, per gli spazi 4, considerati, il se-
guente teorema (4):

il sistema t-assiale determinato su V,, dalla t-giacitura comune alla (n— m) —
giacitura dei vettori uf,, ed. alla giacitura 2-osculatrice alla V,, (n—m >1), ¢
il sistema delle autoparallele della connessione subordinata, sulla V., dalla (n—
— m) — giacitura considerala.

Sia ¢ una curva di V,, e &7 il relativo vettore tangente; introdotto il vet-
tore A? (tangente alla V,,) tale che:

(1) : £ =1 pg, (p=1,2,.. m),
con derivazione assoluta si ricava:

DE L Did

12 = !
(12) dt a Mo 7 dt ’

essendo ¢ il parametro relativo alla curva C; la (12) si pud scrivere nel modo
che segue:

(13) t(”) — L7, A" A ul

d

D& _fdar
&\t

D
£y 4

() Se si fa I'ipotesi che 4, sia uno spazio Riemanniano R,, le L, risultano i simboli
di CHRISTOFFEL di 2% specie ed

a -3
Lis peo

i vettori che, con Bompiani [3], possiamo indicare con @,.*. Le relazioni (10),
dato il significato di g, permettono di riconoscere immediatamente che i vet-
tori 2, (r, s = 1, 2, ... m) individuano con oy (p=1,2, ...m) la giacitura 2-oscula-
trice alla V,, (in %); la « giaciturd osculatrice » che i1 BomPiaxN1 individua utilizzando
i vettori Q;;% dei quali sono pure messi in evidenza i significati geometrici (n. 3 della
Nota citata), si ritrova duindi con il nostro procedimento fondato sull’uso dei vettori
Uersys 11 cul significato geometrico & pure noto [8].

(*) Cfr. [4]. Ricordiamo, per comoditd del lettore, che un sistema t-assiale ¢ for-
mato dalle curve (di ¥,) aventi in ogni loro punto giacitura osculatrice con una dire-
zione in comune con una prefissata t-giacitura (appartenente alla giacitura 2-oscula-

triee alla V,, nel punto).
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Introdotta la derivata assoluta di A” rispetto alla connessione subordinata,
si puod serivere:

D& Dp ) .
m— o (Lg-: A )"8) Mgy

14 — _
(14) & EY) M

in quanto &

Dr“?:) o },
__dt_- E Mgy A

ed inoltre sono valide le (10).

D
Nella (14) le L?, che figurano nella derivata assoluta ~é~ (rispetto alla con-
@

nessione subordinata) possono sostituirsi con le I'2, ed analogamente si pud
fare per le L% : cid prova che la relazione (14) & vincolata soltanto alla connes-
sione simmetrica associata (ossia -alle autoparallele-di 4;).

Cominciamo ora con l'ipotesi che € sia un’autoparallela relativa alla con-
nessione subordinata; deve allora essere:

Dir
15 S T
(15) » FTR
du?
sostituendo nella (14) (tener presente che é: A = {?), si ricava (efr. (11)):
’ ' D ‘Sa X ¥
(14') Tk P& A (L7 A7 2 g -

&

La (14') ¢ una relazione lineare tra i vettori &%,

% che individuano la 2-gia-

citura osculatrice a C, ed i vettori ui, della (n— m)— giacitura considerata:
poiché vi & dipendenza lineare tra i vettori suddetti, si ha una direzione comune

324

. D .
alle due giaciture considerate e quindi, dovendo &%, % appartenere alla giaci-

tura 2-osculatrice alla V,,:

Ogni autoparallela di V,, relativa alle connessione subordinata, appartiene
al sistema t-assiale determinato dalla t-giacitura comune alla giacitura dei vettori ug,
ed alla giacitura 2-osculatrice alla V.

Viceversa, I’ipotesi che la curva C appartenga ai sistema t-assiale suddetto

&

equivale all’esistenza di una relazione lineare tra i vettori £ b& ed it vettori
T
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75, della giacitura 2-osculatrice, che indiduano la i-giacitura d’incidenza:

D e
a4 =@f" +p Ny

x

i vettori 57, si possono, a loro volta, esprimere come combinazioni lineari di x),:
(2 S ¢ [,
77(1) =q Iu'(q) 3
si puo allora scrivere

" Df“ | -3
(147) a = @& + h7pug,

con
e anl
ht = yptel.

Dalla (14"), per confronto con la (14), poiché f‘f = s, A%, si deduce:

DI _
dt o
ossia la (15): la € & un’autoparallela della connessione determinata, nella V,,,
dagli n— m vettori ug, (od anche da un altro sistema di #-— m vettori purché
linearmente indipendenti tra loro e linearmente dipendenti rispetto a ug,).
Da quanto precede appare chiaro il ruolo della connessione simmetrica I
nella determinazione dei sistemi ¢-assiali di V,, (ossia delle autoparallele delle
connessioni subordinate).

3. - Varietd autoparallele.

Torniamo alle relazioni (10); supponiamo che siano soddisfatte le condizioni
(cfr. (4')):

. (g =m +1, ..., n),
16 e =90
(16) i (r, s =1, 2, ..., m);

in tal caso & semplicemente (5):

a7 | e =TT, P =12 .., m).

(3) Le (17) si possono ovviamente interpretare in uno spazio Riemmaniano R,; ab-
bandonando la « forma vettoriale », ossia sostituendo i vettori u.; con le loro espres-
gioni (7), si ottengono subito le relazioni che si possono vedere a pag. 185 di [6].

T chiaro che attraverso le (17) le equazioni testé richiamate assumono nuova veste
geometrica.
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La giacitura 2-osculatrice alla V,, essendo determinata dai vettori e,
e ¥, ha dimensione m (%). Le quasi asintotiche y1,. della V,, sono indeter-
minate, e percio:

La V, ¢ una varicta auwtoparallela (o «totalmente geodetica ») di 4,

Le varietd autoparallele di 4, debbono percid essere soluzioni di sistemi del
tipo (17); scritto il sistema in discorso con coefficienti generici A2,(= A7), si hanno
le seguenti relazioni (cfr. (8')):

h b x e P . ¢ A 2 ; .
(18) Bl phgy == AL u, (=1, 2, .., n; oty 8, po=1, 20 L m);
ove le /17, sono espresse con le A%, come le B, lo sono con le .
Dalle (18) si ricava quindi:

Tts

(19) B, =0

e

- A7

res

(19) B, -

Le (19), (19") sono condizioni necessarie affinché in un punto di 4, si abbia
una V,, autoparallela con tangente una m-giacitura assegnata; le (19) pongono
ovviamente deile restrizioni per 4, e si presentano come l’an'ﬂogo, in 4,,
delle note condizioni relative a spazi 4, senza torsione (7).

Se si vuole che A4, possieda in ogni suo punto una V, autoparallela con
una m-giacibura tangente arbitraria, allora deve esserve identicamente (si sorwa
il 19 membro della (18) facendo uso della (8')):

¥ B, — B
(20) Bf;ys :u'(r) lu'(t) qus) - A:"ts Iu(;) *
Si ottengono cosi le seguenti condizioni di integrabilita :

=0, Az, =0

X
Bre

da cui si vede che: la connessione simmetrica associata a quella data (in A,), deve
corrispondere ad uno spazio S, euclideo.

¢) Cfr. [8], n. 4
(F) Cfr. [5], p. 265 e seg.

8. — Rivista di matematica.
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4. - Connessioni subordinate sulle V, di 4;. Condizioni di integrabilita delle
equazioni delle 17, di 4,.

Dalle cose defte in generale, veniamo ora ad alcune conseguenze relative
al caso # =3 (m == 2) ossia al caso delle superficie che, riferite alle asintotiche
(che supponiamo distribuite in due sistemi distinti) si possono rappresentare,
com’¢ noto, con una coppia di sistemi del tipo seguente (3):

‘ » ;
Yoy = A /"'3») (tgy =)
(21) ‘ (h =1, 2)

B I P/ - 1 S |
Veagy = Ao Moy (thay == V3,) -

Dal confronto delle (21) con le (4), si riconosce che &:

"’1‘ = -Ffu ;‘2 = F._,;-_» <Ff1 = L’;u ]‘127‘2 = ng)'
(21"
11131 p— ]1232 — ( ’ (Ffl et Lilxl, I';z ey Lzz) .

I coefficienti che figurano nelle (21) hanno quindi il significato di componenti
della connessione della V,: esse sono quelle componenti che non dipendono dalla
direzione che determina la connessione (¢ nemmeno dalla torsione di A,).

Prima di trattare alcune questioni relative a superficie di 4, — in parti-
colare quelle per cui utilizzeremo particolari sistemi di coordinate (in 4,) —
oceupiamoci delle condizioni di integrabilith dei sistemi (21) sfruttando rela-
zioni stabilite al n. 1 ed altre che ora ricaveremo.

Indichiamo con vy, ¥4, --- le derivate di v, v}, ... lungo la u* e ri-
spetto alla connessione I': si ottengono subito le espressioni (si derivino le (21)):

N

[ Yaw = O "]1l Mgy == Ay 7, n
Vi = 0 Moy -+ A vg, I
(22) |
7’3.'21) - 81)“1.: 1“’84) o 74 ?’SA n
Vepazy = 8212 Koy =+ Ay Vs

(%) Le (21) servono a rappresentare, pint generalmente, superficie di spazi proiettivi
curvi a 3 dimensioni.
Cfr. [8), n. 7.
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da cui, con una sucecessiva derivazione delle 2a., 3a., si ricava in particolare
b ? b

3 _— h x 19 o 9k x

Viten = On 2 Moy -+ 20 Af Vs T M Vi 22
(23)

PR — .9 h h

Vigorny = Oy 2 s My 20, A, ¥ Yo + A s Yo *

Alle (22) possiamo aggiungere le seguenti (efr. (8')):

(24:) p¥ e . i B 1 Y 7’;221) : B*

(121) (11") 112 l (I) ! ? (212) (2"1)1 (L) :

(k=1, 2, 3).

Consideriamo come terza coordinata curvilinea 3, accanto alle #*, %2, quella
che rende soddisfatta la condizione:

N, x x
Yoo ==t (=03 &) .

La prima delle (23), fatte le dovute sostituzioni con ricorso alle (22), (24),
si scrive:

(28) 2400 7= [Ong AL-H2(0, A) 22220 (8, Ab+25 A2 4-By ) + 25 (8, A-+22 A0 wes, +

(11"2)
: 1 2 2 1 3
“"( 0a }‘1 i 1)‘2'7'";“1 ‘2 }‘ Bon)/ :3)
Espressione analoga deducibile dalla precedente con opportuno scambio

di indici, si ottiene per v.,,; effetbuando la differenza tra le espressioni cosi
ottenute, si trova: :

(26) Ve — Yoy = (A Biy — A BY, AN uy, (B =1, 2, 3),
essendo
AY = 04y A} — 0ay 21--0, (AL A3) — 0, (A2 A2) L4208, A1 — A2 0, A2,
(26" A% = By 25— 00y 220, (A5 A3) — 0, (AJAD) +43 0, AL — A2 8, 23,
A® = 2(0, A]— 8, A) .
D’altronde, dalla (cfr. (8')):

o~ 3 . k «
Yain — Yaoy = B121 My
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derivando lungo la %2 e rispetto a [, si deduce (cfr. (4')):

(27) 7’?1122) - 1'<\1212) = (C B 121 -+ ]’;:2 Blizl) :“’&;) (t == 1, 2: 3)*
procedendo in modo analogo a partire dalla relazione:

@™ Yty = = By My

si ricava la differenza: vy, — v, ¢ di conseguenza la relazione che segue:

Q! r: Y o e 1 x
(277 Veren ™ Yo~ (Vimn = Yeran) == Ciays My
Ccon

e k . 3 k & !
(.ial ) ('1,1., — (. B a1 01 B 12 ;— Tl* 1,,1 F BZI“ .

Se poi si tiene conto della (9') e si passa a coordinate u¥, si ha (%):

2 . % <x
Yia10) "'(*121) o B.m (k)
per cui la (27') si pud sostituire con la:
(OQ) % . _ ((vl. L Bk )“a
= Y (122 Viaorny = 1212 are/ Moy -

Dal confronto della (28) con la (26) si ottiene:

(Chare + B3

1 k L 3 X
e Ay Bogy — Z,, B, — A¥ 1, =0,
da cui seguono le:

(29) ‘ s

1212 ¢ 312

4 B’m ~ A Bh,— A =0 (k =1, 2, 3).

112

(®) La (9') scritta per le »* diviene:

I3 x & B Ar 2.
Vipshy — Virstay = Bf}:./e.- Versy My M -

Per avere la relazione che interessa, si tenga presente che:

BB LB
Virsy = Vs ==l -
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che sono le condizioni di integrabilita cercate (espresse in coordinate ut, u? ud),
In particolare: dalle (29), nell’ipotesi che sia:

13y %2 5%
(30) A=Ay == A3 =] =0,
si ottengono le condizioni:

(30") C

1212

+ Bt =0,

312

Essendo soddisfatte le (30), le linee !, «? sono autoparallele (di 4, oltreché
della superficie); le (30') sono percio le condizioni che debbono essere verificate
in un punto affinché lo spazio A, possieda una superficie (per la quale siano
assegnati u,, 1, € vy,) analoga alle quadriche dello S, proiettivo.

5. - Linee di Darboux. Pangeodetiche.

Consideriamo una superficie V, di A, rappresentata dalle (21) unitamente
alle condizioni (29). B noto che (19):

., (dul)? ., (du?)?
Ai N;_—-

du? da!

sono degli invarianti differenziali per la V, considerata.
A partire dai precedenti, sommando, si ottiene l’espressione:

73 (dut)3 - 2L (duey

dut du?

(31)

la quale ¢, a sua volta, un invariante differenziale (!*); Dinvariante (31) puo
essere utilizzato per introdurre la nozione di elemento d’arco sulla superficie.

- Viene naturale, di conseguenza, considerare le direzioni in corrispondenza
alle quali si annulla la forma

(32) A% (Aut)d -+ AL (Au),
(9) Cfr. [2], Nota II, n. 6.

(') Per ogni trasformazione delle coordinate e per quei cambiamenti dei para-
metri «!, u* che lasciano fisse le asintotiche.
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quali direzioni di Darboux della superficie (di 4,) considerata (¢ linee di
Darbouw, le linee integrali dell’equazione ottenuta annullando la forma
suddetta) (32).

Per guanto riguarda la scelta della forma differenziale invariante (31) per
introdurre 1’elemento d’arco (e le direzioni di DARBOUX) in luogo di altre forme
quali, ad es. le combinazioni lineari seguenti (a coefficienti », k costanti con
ko5~ k) (V%)

R2; (dut)® 4 k7L (du2)®

du! du? i

si possono tenere presenti le considerazioni che seguono.

Si sa infatti che (M): due coppie di elementi differenziali B, (del 2° ordine)
con la stessa giacitura principale, ed un B, della giacitura principale comune,
hanno un invariante finito.

Iinvariante in questione; indicato con I; lo si pud calcolare considerando
gli I, asintotici, gli E, delle autoparallele tangenti alle asintotiche (nel punto
considerato) ed un F; della giacitura tangente alla superficie; tenuto conto
che 23, Z; sono le componenti di v, vy, [cfr. (21)] rispettivamente, ed (1,0),
{0,1), (du?, du?®) quelle delle direzioni asintotiche e della direzione considerata
(nel riferimento a cui appartengono le asintotiche come linee coordinate),
Pespressione dell’invariante considerato risulta:

Al 0 dut P

20 1 dw? A3 (dut)
(83) I == 1 == T .

A 0 1 dut 2% (du?)?

21 0 du?

Dalla (33) si ricava anzitutto:
(33’) A2 (Au)s— 1 4] (du2)s =0,

da cui si vede intanto che: #ra valori di I e direzioni tangenti alla superficie
(in un punio) intercede un'involuzione cubica; ponendo poi I = — 1 nella (33")

(1%} Per « generalizzazioni formali» della nozione di direzioni di DarBovux, ved.
[5], pag. 275. i

() Cfr. [1], p. 85 (n. 5).

(%) Cfr. [2], Nota II, n. 11.
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(il cui 1° membro si pud chiamare forme di Darboux gencralizzate) si giunge alla
terna gid considerata; poiché nel easo di uno spazio S, proiettivo, al valore
—~1 di T corrispondono le classiche direzioni di DARBOUX, appare giustificata,
attraverso la (32), la scelta fatta per introdurre I’elemento d’arco e le direzioni
di DARBOUX su una V, di’ 4,.

Si tenga pol ancora presente quanto ¢ immediato riconoscere, ossia che:
condizione necessaria ¢ sufficiente affinche due superficie di uno spaé»io a connes-
sione affine A, siano proiettivamente applicabili, ¢ che siano uguali gli clementi
d’arco in punti corrispondenti ().

Dalla (31) si passa poi, come nel caso dello spazio ordinario, al seguente
invariante integrale:

da,

[ ALy
(34) |

avendo. posto:
du?

dut

Ut = Uu,

Le curve estremali dell’integrale (34) sono le pangeodetiche della superficie;
la corrispondente equazione risulta

(34" (A2 2Ly 0" = B AR - 20, AL 0" 20, Ay 0"t — 0y Ay 0P

ovviamente analoga a quella che si ha nel caso proiettivo.

Poiché & stato chiarito il significato dei coefficienti A%, 2! in relazione alla
connessione determinata (sulla superficie) da quella data in 4;, appare evidente
il ruolo esplicato dalla connessione subordinate nell’introduzione degli enti

consideradti.

6. - Sviluppi locali. Cono di Segre.

Nella geometria differenziale delle superficie dello spazio ordinario, si fa
frequente uso di « sviluppi locali ». Utilizzando i vettori con cui si individuano
le successive giaciture osculatrici alle superficie di uno spazio a connessione
affine, si ha la possibilith di fare qualeosa di analogo. '

P .. .. -2 . - . . . . N

(15) Ricordiamo che le condizioni 2} = 73 71 = 7} sono necessarie e sufficienti aflinché

una corrispondenza (asintotica) tra due superficie ¥, e V,, rappresentate con eguazioni
del tipo (21), sia un’applicabilita proiettiva ([2], Nota V, n. 5.
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le nostre considerazioni per ragioni di semphmm — supponendo a;‘(O 0) =0,
si ha infatti:

1 1
= JrsTon 2y e ™yt ¢
(35) M uty u?) = pdu’ - 5 Voo 4+ — 3 LANURIAETE TR SN
OVe UGy Vowr VYos SONO Vettori che gid abbiamo considerato (19).

Se si tiene conto della (21) e delle relazioni (22), (24) stabilite precedente-
mente, la (35) si serive:

(36) @ = g, ' [/‘1 Py (W) A2, wt w24 gy (42)2]+

1
gy U@ A2 2 (W) 2B, (2, 2+ 2 20) () et

[ i
+ (2B,

A;‘3(f~2 )Lh__%_/"} ;g)) 2wl (u2>2 ‘%“( A "LJ‘)&Z }'h (’l(/ )3] /L(n) -

+ [AT (W) (2B, + 347) (w')® w? (283, +32%) ut (u2)2-- AL ( (1)%] ugy, b+

(1%) Per lo sviluppo (35) rimandiamo ai risultati del lavoro [8], nn. 2, 3, 8.
Per introdurre direttamente la (35) si puo procedere come segue: si ricorra a coordx-
nate y* (normali) con la relazione ([7], p. 58):
® 1
(@) 25 =yt (1’5, do ¥ Y7 — — (Fﬂ ) YP Yyt
e poi si imponga alla («) di essere identicamente verificata allorehd si pone

] 1
O M T 5 0,5 % UT US - 3 Opgr 4% U7 us ub -

ed alle y° si attribuiscono espressioni del tipo:

F R VIO VA N R Vg N R L T T
8i ottiene cosi:
® & o & & &
My = flly s Myy == Voay,  Mysy == Vopsey, -

Le »*, adottando lo sviluppo (35), si riducono nient’altro che alle y* ossia a coordinate
normali. : .
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Ponendo
@™ty wr) = prul (b ==1, 2, 3),
si hanno gli sviluppi seguenti (17):

I, ) . ‘ '
P g Y )] { (@0 A ) (2Bl -3 (824 + A Jw e+
+[2BY, 3G = AN wr () + (8,4 - A} - (k=1 2),

1 . o aa s ’

P = Wt - Y (R0t (22, - 3 (ut)us - (282, -+ 322ut(ue)? + 7M7) -

nei quali interviene, a partire dai termaini del 30 ordine, la curvature di 4, (7). .
Pagsando a considerare un generico vettore & (uw', u®), possiamo utilizzare
per esso un‘espressione del tipo seguente:

(37) 5;\‘ g jk ’u(““ (I\_ fosnomd 1, 2, 3) s
supponendo, come si & gid fatto, che sia ancora gy, = ¥{,,: ¢ allora possibile

ottenere la rappresentazione di giaciture con coordinate locali f*.
Occupiamoci, ad es., della giacitura osculatrice alla curva di equazioni:

wt == ur(t):

dac* . . . . : ‘
posto: A% = -7 e detto & un vettore generico della giacitura in questione, deve
av .

essere:
vy
(A2 24
(38) (E s Maghts (re)z’ A 4 gy _("'"> =0 (hy 7y 8 =1, 2).

Tenuto conto della (37) e delle (21}, dalla (38) segue 1'equazione:
(39) Jr fk =0
(1) Nel caso interessassero termini degli ordini superiori al 3°, si dovrebbe ricorrere

ai vettori delle giaciture L-osculatrici con & > 3: a tale scopo sarebbero da tener pre-
sente la (16’) di [8] ¢ le sue conseguenze, nonche le condizioni di integrabilita (29).
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con
[ gy = 221 (232
(39,) 1 gy == 2(/’21)2 ;2
2 21741V 9 A A 2y -1 o N /2 X it
Yo = A (AN A5 (A1)2 222 A (A%) — A1 (A)3-+- 20 TR
2 - :

Le g, aventi le espressioni precedenti sono interpretabili come coordinate
.. . e . dan
omogenee della giacitura osculatrice individuata da A* e -
3 2 > .
Una prima applicazione delle (39) si pud avere con la ricerca dell’inviluppo
delle 2-giaciture osculatrici alle pangeodetiche uscenti da un punto prefissato.

Posto

b= ut A ==1, A2 = A (=", ==
b H 3

ed eliminando »', »" tra le (39') e la (34), si ottiene:
(40)  2[23(g2)* — 2* ¢-)°] [A3(92)° + Ig:)2y + 2302090 + 25(01)* — 2010005 ] —
— A5(9:0%1 + 20,A3(92)(91)® — 20, 2,(92)290)* - BoA3ga(gn)%,

ossia ’equazione dell’analogo del cono di SEGRE.

Quanto ¢ noto per-il caso ordinario, si pud ripetere a proposito dell’inviluppo
ora trovato.

Con criteri analoghi si pud ottenere 'equazione differenziale delle curve
con 2-giacibura osculatrice stazionaria: basta supporre & vettore tangente
(&* = da"/dt) e sviluppare la condizione ():

. D& D2g”
* == ();
(5 oo’ dez > 0

di tali curve non ci occuperemo qui dettagliatamente.

(*¥) Qualche cenno sulla nozione di 2-giacitura osculairice stazionaria trovasi gid

in [8)].
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7. - Direzioni assiali.

Anziche riferire alle sue asintotiche la superficie V, (considerata in Ad,),
supponiamo che %', «* siano parametri su linee generiche; la superficie & allora
soluzione delle equazioni seguenti (1%):

Yoy = JII"uz) -+ }'I; o
(41) (h =1, 2).
- 1["1)(12) - 22#3”

Introduciamo un « riferimento locale » utilizzando linee coordinate tangenti
ai vettorl uf, e fay = Yau -
- Sia associato al punto 2* un vettore 0z (non tangentc alla superﬁme), ossia
una eongluenza di direzioni (alla V, considerata).
Per avere I'equazione delle curve del sistema assiale determinato dalla con-
gruenza assegnata, ossia delle autoparallele della connessione subordinata,
nella V,, da quella assegnata in A, (tramite 1 vettori dx™), occorre utilizzare

la relazione:

(42) ( £, be ) =0 (E“ = ‘%) .

Fatte le posizioni

& An % N
0x = AMug, + v,

dut\z dut du? du?\2
=Ml—) 2 R N —_—
P 1(dt> TR T Jz(dt) ’

dur\2  du”
f— »h o i
@ ’(dt> e

la (42) si scrive:

dud

<Ah:“3n + Vi Hany FT QMug, + P”f\im) =0,

(%) Cfr. [8], n



124 . F. FAVA [20]

ossia
dut du? odu? _dut ! ’
(429 [.P(Aﬁw— — A1 ————-) e QY e e ()2 -———} (s Miays M m) s 0,

Per le autoparallele cercate segue quindi 'equagzione:

dut a2y daet

o (lu
: . 2 e i 1
(43) P (1 e A ) Q Q2 L

Consideriamo ora un’altra superficie 7, a cui sia associata una congruenza
di direzioni §z* (non tangenti) e supponiamo che sia data una corrispondenza
puntuale 7 tra le due superfici.

Supponiamo di aver scelto linee coordinate in modo che la 7' si abbia per
valori uguali dei parametri.

Leautoparallele della connessione della 7, (subordinata tramite 01; ), a¥ranno
un’equazione analoga alla (43):

(437) Pl — —

5

Dal confronto delle (43), (43") si ricava (eliminando le derivate 2e):

N

e et du?

42 Q — P . 1) e
(44) (PA?— P12 o — (PAT— P %) —

T du\e du? du® d_ul 0
e A")(dt) ar — (=% dl a

Interpretando la (44) si ha quindi, in generale, ¢he: per ogni punto »* della
superficie V, esistono tre direzioni tali che gli 1, di autoparallele (della connessione
subordinata tramite la congruenza data) tangenti a ciascuna di esse, sono trasfor-
mati dalle T' in altrettanti E, di autoparallele (della connessione subordinata
sulle V).

Le direzioni in questione le chiameremo direzioni assiali per analogia con
il caso di coppie di superficie di uno spazio S, proiettivo [9] (2.

Quando le direzioni assiali sono indeterminate, la T, come facilmente si ri-
conosce, & un’applicabilitd proiettiva; si giunge cosi alla formulazione seguente

() B cosi ovvio che i risultati di [9] si possono immediatamente estendere al caso
degli spazi .,
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dellenunciato di un risultato acquisito sotto forma differente (21): le applica-
bilita proiettive (fra superficie di A,) sono quelle corrispondenze (asintotiche) che
alle autoparallele della connessione subordinata su wna delle due superficie, fanno
(:or?'ispdn.-dm'c autoparallele di una connessione subordinate sull’altra.

8. - Giaciture osculatrici stazionarie. Osservazioni conclusive.

Si potrebbe ora procedere all’estensione, alle superficie V, degli spazi 4,
(a connessione) e pilt generalmente a ¥, degli spazi proiettivi curvi, di altre
questioni che si presentano nel caso di spazi proiettivi ordinari.

Sempre considerando coppie di superficie in corrispondenza puntuale 7°
(non asintotica), si potrebbe procedere alla ricerca dell’inviluppo > della 2-gia-
citure osculatrici stazionarie (in z*) a cui corrispondono, per effetto della 7,
ancora giaciture osculatrici stazionarie.

Con sviluppi “analitici i po’ laboriosi (fondati sulle (41)), ma per i quali
non si hanno particolari difficoltd e che quindi non riteniamo il caso di riportare,
si trova che: > ¢ un cono-inviluppo di classe 8 con la particolarita di contenere
la giacitura tangente con wmolteplicita 6 ¢ di avere con essa guattro direzioni in
comune di cui due coincidenti con le divezioni asintotiche (22).

Ed inoltre (come cbnseguenm di c¢id che precede): tangenzialmente ad ogni
direzione (delle giacitura tangente in %), si hanno due Iy a giacitura osculatrice
stazionaria che $i conservano tali (cioé con giacitura osculatrice ancora staziona-
rie) per effetto della 7.

Nel caso in cui 7' ¢ asintotica, si ha 'estensione di risultati noti in S;, in
quanto il cono ., si spezza, dando luogo alle giaciture di due fasci (3 cui assi sono
le direzioni asintotiche) ¢ ad un cono-inviluppo 3 * della 6a. classe: >* ¢ Panalogo
del cono considerato da Cech nel caso dello spazio proicttive S, e le 3 direzioni di
contatto di D% eon la giacitura tangente (che hea molteplicita 5) sono analogo
delle direzioni di Cech (22). ) .

Tra le altre questioni che facilmente si possono studiare e che si collegano
a quelle trattate nel n. precedente, figurano poi le nozioni (con le relative conse-
guenze) di direzioni t-assiali che sono l’analogo, per il caso delle V,, di A4,,
delle direzioni assiali relative a coppie di V, di 4;: ma su queste e su altre que-
stioni direttamente collegate a quanto precede, non intendiamo qui soffermarci.

(*1) Si veda la Nota V, n. 5 di [2].

(22) Nel caso di un S5 proiettivo ha interesse particolare notare che: le quattro dire-
zioni formano un gruppo armonico.

() Si veda [10], pag. 201 e segg. .
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