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Droxisio GaALLARATI (%)

Sulle 7, di S,

i cui S, tangenti si appoggiano a piani assegnati. (*¥)

1. — In una Memoria recente [2] mi sono occupato delle varieta differenzia-
bili a quattro dimensioni immerse nello spazio lineare Sg, aventi gli spazi tan-
genti appoggiati a tre o pit piani generici my, @, 7y, ... Ma noN secanti secondo
piani aleuno degli S; 7y, == 7, m. . Quest’ipotesi, utile per non allungare ecces-
sivamente la ricerca e per evitare certe difficolta rilevanti, ritenevo intervenisse
in modo essenziale per la validith di uno dei principali risultati raggiunti, cioé
per la caratterizzazione della varieth di C. SEGRE che rappresenta le coppie
di punti estratti da due piani come V, differenziabile di §,, non conica, i cui
S, tangenti, senza segare in piani un medesimo S, si appoggiano a quattro
piani a tre a tre indipendenti su ciascuno dei quali sia due la dimensione del-
I'insieme dei punti di appoggio.

Tuttavia, il controesempio che ho indicato per provare la necessitd del-
Vipotesi in oggetto, non & utile a tdale scopo, perché i quattro piani che in esso
intervengono, benché congiunti dall’S; ed a due a due privi di punti comuni,
non sono generici, appartenendo alla sestupla di piani determinati da quattro
S; generici di 8;. Tre di quei quatiro piani giacciono in un medesimo S; .

(fi6 mi ha indotto a ritornare sull’argomento, per svincolarmi dall’ipotesi
di inesistenza di S, segati secondo piani da tutti gli S, tangenti di V,; ipotesi
che risulia di fatio superflua.

In una prima parte di questo lavoro do6 la completa classificazione delle V,
differenziabili di S; aventi gli S, tangenti tutti incidenti a tre piani indipen-
denti 7, 7., 75 .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Genova, Italia.
(**) Ricevuto il 3-XI-1961.
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Poiche in [2] ho provato l'esistenza di due diverse famiglie di V, differen-
ziabili di Sy con gli §; tangenti tutti appoggiati a tre piani z; ma non seganti
secondo piani nessuno degli S; 7., mi limito qui al caso in cui uno almeno di
questi S; abbia a comune un piano con ogni S, tangente di V,; e trovo altre
dieci famiglie di ¥, differenziabili, appartenenti allo spazio S ma non a spazi
inferiori, non coniche e non composte di spazi lineari S, con gli S, tangenti
incidenti a 7, m,, 75 .

Passando poi alle varietd V, i cui S, tangenti incontrano .quattro piani a
tre a tre indipendenti, ottengo i seguenti teoremi:

Teorema I. Le V, immerse C® appartenenti allo spazio S, ¢ non a
spazt inferiort, le quali senza essere coni ¢ senza esser composte di spazi lineari S,,
hanno tutti gli S, tangenti appoggiati a quattro piani a tre « tre indipendenti,
S0M0:

a)  la varieta 175 di C. SEGRE che rappresenta le coppiec di punti estratii

da-due -piani;

b)  le serie semplicemente infinite di spazi Sy appoggiati ai quattro piani
dati;

¢y  le wvarieta della forma:
BTty g == A (2) + By () Ay (o) - By (B): A, (@) - By (B)
Do) 4+ Co(y) 1Ay (o) + Ci(y)ida (@) + Caly):
Do (o) + Do (0) 1 Ay (o) + Dy (6) 1 Ay (o) + Dy (0)
con A; (o), B; (), O:(y), D;(0) funzioni arbitrarie delle variabili indicate;
d) e varietd della forma:
@iyl Wy =L loff 0 () L —pb:a(l—yd) + OH (v):
20 () (L —p0) - 0E () H (y):1 o -- 0104 () -+ 6 (a),

con 0 (), A(a), & () funzioni arbitrarie della sola variabile o ed H (y) funzione
arbitraria di .

Teorema II. La varieta di C. SEGRE prodotio di due piani puo essere carat-
terizzata tra tutte le V, immerse C® nello spazio Sq, dalla proprieta di avere tutti
gli 85 tangenit appoggiati a quattro piani a tre @ tre indipendenti, su clascuno dei’
quali sia due la dimensione dell'insieme dei punti di appoggio.



(3] SULLE ¥V, DI Sg I cUT S; TANGENTI SI APPOGGIANO A PIANT ASSEGNATI 3

Partre I.

2. — Se my, 7., 7y, 7, SONO quattro piani a tre a tre indipendenti dello spazio
S,, ¢ lecito assumere i vertici 4, del 9-edro di riferimento pei‘ le coordinate
proiettive ed omogenee x,; dei punti di S, ed il punto unitd, in guisa che z, =
= A, A, 4,, w, = A, A, 4, 7@ = 4, 4,4, =, = M, M, M,, ove
M, (100 100.100), 34, (010 010 010), 3, (001 001 001); [2].

Cid premesso, sia V, una varietd differenziakile, a quatiro dimensiont, appar-
tenente ad un S, ma non ad uno spazio inferiore, non conica e non composte di
spazi lineari S,, rappresentata parametricamente mediante le equazioni:

@) 07 = @i oy By . 0) (1 =0, 1, ...,.8)

con @, («, f, y, 6) funzioni continue insieme alle loro derivate prime in un campo '
assegnato.
B comodo per il seguito rappresentare V, con la matrice:

®o (2, By ¥, 0) @1 (o By s d) P (2, B, v, 9)
M= |gy(y By 7, ) @y (o By s d) @5 (o By vy 9)

@6 (o B, vy 0) @2 (o By v, 9) @s (o By 7, 0)

Supponiamo che gli 8, tangenti di V, seghino secondo piani VS, 7oy = 71, 7152
percid & necessario e sufficiente che 7, appartenga ad un cono ¥, avente come
vertice 7.y 0, in altre parole, che V, sia luogo di oo! V; situate in §; passanti
per 7y, [1,3]. Gli elementi della prima orizzontale di M devono allora essere
proporzionali a funzioni di una sola variabile (ma non a tre costanti, per le ipo-
tesi fatte); e pertanto, dividendo tutti gli elementi di J per una funzione oppor-
tuna e facendo una scelta conveniente dei parametri, si pud supporre che:

1 a 0, ()
M= 0;(x B, v, 9 01 (e, B,y vy 0) 05 (e, By v, )

05 (o, B, ¥, 0) 0 (e, By v, 0) Og (, B, 7, O)

Ora le funzioni 9, devono dipendere essenzialmente da f5, y, ¢ perche altri-
menti M rappresenterebbe una varietd di dimensione < 3; inoltre non & pos-
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sibile che gli elementi di una delle due ultime orizzontali di 1/ dipendano sol-
tanto dalla variabile o (perché altrimenti ¥V, sarecbbe un cono); pertanto con
una nuova scelta dei parametri ed eventualmente scambiando tra lovo i piani m,
e 7ty si pud supporre:

1 o 0, (2)
@) M=|p y & (2 By vy 0) .

\(3 &y By vy 0) & (o By vy (3))'

3. — Ricerchiamo dapprima le V, differenziabili di S, i cui S, tangenti oltre
a segave secondo piani ISy sty sono tutti appoggiati a 7, 7., 7, con ipotesi sup-
plementare che né 7, né 7y, seghino secondo piand tutti gli S, tangenti di V.

Partiamo da una V, della forma (2), i cui-§, tangenti tagliano secondo piani
'S, 7ty © per semplificare il discorso diremo che una ¥, soddisfa la condizione
(7r;) per indicare che i suoi S, tangenti sono tutti incidenti al piano 7z, e simil-
mente che V, soddisfa la condizione (z,) per indicare che i suoi S, tangenti
segano in piani I'S; 7, . ‘

(o premesso, la varietd (2) soddisfa la condizione (7;) se e solo se, come
subito visto, risulta & == 0 (dove ora e nel seguito con le scritture f%, f%, ... indi-
cheremo le derivate prime di una funzione f («, f, y, d) rispetto o, rispetto a j, ...
e similmente f*# significherd, ad esempio, la derivata seconda di f rispetto ad o
ed a f, ete.).

Operando il cambiamento di variabili espresso dalle: o = a¥, f = f% v =
= f* ¥ 0 == f* §* e seguitando a chiamare «, f, y, ¢ le nuove variabili, si ha
per V, la rappresentazione: *

1 o 0, (e

M= B By Os (o5 B, y) |3

ﬂé 0; (, ’/7)’ Iz 0) O (, B, Vs 0)

od anche, ponendo 6; == fow; (, f, v), 0, = pw, (=, B, y, 6). O = foy (e, B, v, 0):

—_—

1 o 0y(cx)

3) MH=|p By B sl By y) | s

B B o, By, 0) B aws(ey By v, (S)J
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e 1a condizione (s1;) equivale alla:

i* W} w} wt |
i )
(4) h | = 0
I wf f w?
i®s 7 5

Separiamo tre casi:

A)  Supponiamo in primo luogo ) == wh = a) == 0, ed imponiamo la

condizione (m,). Posto W, = 02, (2, v, O), o = 0g (%, v, 0) e quindi:
1 % 0y (o)
M=|p By fos (o, v) |
Bd  Bde; (o, v, 0) Poes (e p, O)

si vede subito che condizione necessaria e sufficiente affinché sia soddisfatta
anche la condizione (7,) é:

0 (&, 8)
20y, &

poiche, per le ipotesi attuali e, ed & non possono essere funzioni della sola o
(se no sarebbe anche soddisfatta la condizione {(m;,)), possiamo dunque sup-

porre, scambiando eventualmente &; con & (il che significa un’omografia nel
piano ;) che e, sia funzione di o e di &, . Ne segue:

1 o 0, (o)
M=]|p By B, (o, v) |
B Poe (a y, 0 POP (x &)

Se & =0 si pud, con opportuno cambiamento di parametyi, ridurre I
alla forma:

1 o 0, (o)
(5) M=\|p by pws (o, ¥)

5 80, (2, y) 00s (o, ¥)
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Se &) 5= 0 si potranno assumere come nuovi parametri % Py v, & (o v, O)
e ridurre M alla forma:

1 o 0, ()

l_,‘
i

i By P (o, y) ,
BD (e, ¥y 0) poD (a, Y, 0) PP (e, 6) D (o, 7, 0)
od anche —- con una nuova scelta di parametri —:

ﬂ of 0, (a) ﬂ

(6) M= 1 Yy w; (e, )
D (e, 143 d) 6D (0‘7 75 0) g) (ety 8) D (o, 7, 0)

B) 8ela (4) ¢ soddisfatta in quanto o} = @] = wg =0, e quindi M

puod scriversi — con opportuna scelta dei parametri —- :
1 o 0, (o)
M= B Y ws (f, ) 1

0 (B, v, 0) wy B, v, 5)J

7}
la condizione (,) equivale a ~a(°:;}—w>8) =10. Se una almeno delle due fun-
> Y
zioni @, ed wg, ad esempio w, & funzione della sola § si ha
1 o 0, (&)
() M= vy ws (B, v) |3

0 () s By vy 9)

in caso contrario si pud supporre w, =& (4, w,) e quindi:

yrl [74 02 (“)
(8) M= |ﬁ y s (B, )
6 @ (fy, 0) D[S, w, (B, p, 0)]]
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()  Supponiamo ora che wg, ®;, s siano tre integrali di un’equazione
differenziale della forma:

(9) X X' =0

con 2, p funzioni (delle quattro varviabili «, f, y, 0) entrambe non nulle.
Risulta o? wf = 0, perché se fosse ad esempio of == 0 la (9) darebbe pw] =0
ed w;, poiche i 5 0, sarebbe funzione della sola variabile y, onde V7, soddisfe-
rebbe la condizione (my,) contro le ipotesi attuali. Dalla: Jof -+ uof =0 segue
allora che 2/ ¢ funzione delle sole variabili a, B, v ese g (o, f,y) ¢ una funzione

(non costante) delle tre variabili o, f3, ¥ tale che Ag* -+ pg” = 0, risnlta:
w; = £ [y, g (o, B, 1, w: =24 [y, 0, g (a, f, Ml os = Qs(y, 6, g (% B, )]
Sari certo ¢” £ 0 se no Ag =0 e quindi g*=10, onde g sarebbe funzione

§oltanto di 8 ¢ si ricadrebbe nel caso ora-escluso. Operando il-cambiamento di
variabili espresso dalle:

o =ot, g (¥, B, v¥) =P v =y% d = 0%
che consentono di esprimere z, f, 7, 0 nella forma seguente:

o == ¥y B =g («F % %), v =y d = 0%,

e seguitando a chiamare o, f3, 7, 0 i nuovi parametri, si ottiene perla V, (3) la
rappresentazione:

{ 1 o B, () 1
M= (P(“} ﬂ: V) 44 {er, ﬁ, '}/) ‘Qs (/))a 7)(77(“y ﬂ7 7’) l
op («, B, ) Q%%MWﬁm)QMmJM%&J

Affinché V, soddisfi la condizione (7,) & necessario e sufficiente che:
; S B 3
spf Qg+ 0" Qg+t

Spf Qe + Q90 Qip -+ Q9" |=0

1 Q8 o

7 8
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ossia, con sempliel trasformazioni,

2

¢’ Q7 Q5
@7 Q; Q| =0,
g e, 02— 0, |

od anche, ponendo £, == d¢, (B, vy 0), Ly = dey (B, 7, 0).

9, Op, &, &) —0 ’
a(“} ﬂ’ Vs '>) )
Se fossero ¢, ed ¢ funzioni di un solo parametro

y ad esempio se & = f (g,),
¥, verificherebbe 1a condizione (7T10)

, contro le ipotesi attuali. Possiamo allora
supporre.che. ., &, & siano funzionalmente indipendenti, ¢ pertanto: O ==
=@ (o, &, &). Ne segue: .

1 o 0, (o)

1 ) )|
Mem |58 (@ &, 2 L (o e, e 5% B ) P oy e, g
[} [

A CHCANINEN) & D (x, &, &) & D (o, &, &)

i
f
l

od anche, ponendo Do, &,, g) =H-1 (o, &, &) e scrivendo § in Inogo di 1/§,

H (o, &, &) oH (o, &, ves) O (o) H (0 &, &)

e USTE—
—

& &g

Poiche 27 52 0, per I'ipotesi che V, non soddisfi 1a condizione (77,4), POSSiamMO
operare il cambiamento di variabili espresso dalle:

che si invertono in formule del tipo:

R e A e A e A =
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ottenendo per ¥V, la rappresentazione:

H (o, &, &) ol (o, &, &) 0, (o) H (o, &, Es)\
(10) M= d Y0 po s
1 £, &g

ove la funzione H, in virti della condizione (7,) ¢ tale che:

| H—oH'  o(H—oH @M&bwm)r
| i
| H H -+ aB* 0 H o | 0
0s8if
Ul)k H— 6H =0,
e, s

Esaminiamo dapprima il caso speciale in cui 3 In tal caso,

(v, 9)
poiché & ed g non possono essere entrambe funzioni della sola variabile

(per I'ipotesi che V, non soddisfi la condizione (n,)), si pud supporre — scam-
biando eventualmente &, con g — che ¢, sia funzione di f e di ¢, e cioé che A
sia del tipo:

H (o, f, &) aH (o, B, &) 0, () H (e f, €7)

a

é 0 po ;
1 & P (B, &) l

d’altra parte risulta e 5= 0, per I'ipotesi che V, non sia un cono: con scelta op-
portuna dei parametri potremo allora ridurre M alla forma:

],H (% B, ¥) oH (o, B, v) 0z (o) H (e, B, ')’)-
i
|

M= 5 5C (B, y, 0) - BS

1 y @By ) J
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ove H (a, f, y) e ¢ (B, y, 6) — in forza della condizione () — sono vincolate
dalla:

(12) C'H - 0 H =0

Poiché H 5 0 e poiche¢ € non pud essere funzione della sola § (perché altri-
menti V, verificherebbe (7,5)), si hanno solamente due casi possibili: 10) ¢V =
== H? == 0; 20) C" (°HY 5 0.

Nel primo caso risulta:

{I{ (0, ) aH (o, f) 0, (2) H (2, ﬁ)
(13) ﬂ[E H 6 (SC (ﬁ’ (3) ,9(5

1 Y @ (By »)

=3 (m siano uouwh ad una me-

Nel secondo caso-la (12) implica
desima funzione delle sole \dlldblh B, v. Posto:

17

']T ]O 0 ﬁ)'}/

segue 'esistenza d'una funzione & («), della sola variabile «, tale che: H =
= 0(f, y) & (x); sostituendo in (12) risulta allora:

070 -+ 8C° 7 = 0;

ne segue facilmente che ' ¢ funzione di § e di 5 Si ha dunque:

) 8(f, v) aé (o) 0 (B, ¥) a) £(x) 0 (B, v
=] o [5, g} Bo
1 14 : By 7) ]

.

0 . L :
ed assumendo «, f3, y, 3 come nuovi parametri si ha una rappresentazione

della forma:

0B, y)  0:() 0B, y) Oz () 0 (B, »)
= ¢ 1, 0 E

1 ¥ VAUIY
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[11]
. . 1 .
od anche, assumendo come parametri 0, («), f, ¥, 53¢ ponendo K (f, y) == 071:
[8
ot 0, () 0, ()
M= o og (B, 9) ik

KB, y)  yKBy) @B, v) (B, »)

e cioé — tenendo conto che uno almeno degli elementi dell’ultima riga deve
dipendere effettivamente da y — si ha una rappresentazione della forma:
o 0y (o) B, ()

(14) M= pé 05 (B, 9.

y 0:(8, v) 08(/3, )

Riprendiamo ora la (10) nell’ipotesi 87(::—15;—;) 0. La (11), che pud scri-
7/3 «

versi: H— 8 (H* & -+ H* &) =0 esclude che H” = H" == 0. Scambiando
eventualmente tra loro &, ed &g si pud supporre H* 5= 0, ed ¢ lecito il cambia-

mento di parametri espresso dalle:
(15) a=o* f=p% & By vy O =»% H(x, &, &) = 0%

Infatti:

8 (e, B, & (ByS), H(x, &, €)) 0 (&, H) " 0 (&, &) -0

J— =

(e, B, v, 9) Ty, 0 2y, 0)

Poiché H® =0, 1'ultima delle (15) lascia esprimere ¢ come funzione di
o, &5, 0% Posto g5 = @ (o, &;, 6%) le (15) possono scriversi:

a=uo* p=p% & (B* v, 0) =%, s (B%, v, 0) =@ (¥, ¥ 0%)
e possono risolversi rispetto ad «, 8, y, 6 che riescono della forma:

oa=o%f =p% y=n LA, v%, @ (o, p7, 0%}, 0 = &A% v¥, pla*, y, 6*)] .
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Seguitando a scrivere «, f3, p, 0 in luogo di o%, B% ¥, 6% si ha per V, la rap-
presentazione:

0 %) 0, (er) &

(16) M=\, vsp (1, O] 7, @) E[Bivsp]l  BELS, 7, @]
1 ¥ @ (2 v, 0)

Se ¢° =0 si ha:

M= |05 (ay Bey) Ox (a, By ) B0; (e, B, )

b 8 9 (&)
e la condizione (n;) equivale .— come si riconosce senza difficolth —— alla:
;}—/ {gﬂ == 0, ciot, Oy = 0,f(a, f). Fitrova cosi: '
{ 0 a0 0, () 5 !
an J[sl o (o By v f (o B) 05 (2, B, 5,) B0, (x, B, 7).
! Y ¥ (%)

Se invece ¢° = 0, possiamo assumere come nuovi parametri % By vy @ (e
¥, 0), riducendo la (16) alla forma:

P (, y, 0) ) ayp (o, y, 0) 0y () v (a, y, 0)
=& (8, 9) 0B, v, o) BE (B, y, 0) H
1 v )

e Vipotesi che ¥, soddisfi 1a condizione (ns) si txaduce nel fatto che le sei fun-

zioni v (o, y, 0), ap (o y, 6), 0, () v (e, 7, 8), & (B, vy 0), 0 (B, v, ); BE By, 6
siano sei integrali, tra loro linearmente 1nd1pendent1, di un’equazione d_lft“eren-

ziale del tipo:

(18) X 4 uX 4 pXP o X £ X =0
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Sostitnendo nella (18) X una volta con p, una volta con ap, si trova che deve
essere u == 0 ed inoltre:

(19) My + oy + oy’ = 0;

similmente sostituendo nella (18) X una volta con & ed una volta con f& e poi
con f, si trova v == 0 ed inoltre:

2E - pEY - g =0
(20)
20+ 07 + o0’ = 0.

Risulta senz’altro:

t s 1
A
(7= 0,

T
\ . - 9 {0 3 (0] .0 -
perche altrimenti si avrebbe —|j-| = —|7| =0, ossia - =@ (f) e quindi:

a)) { 13 06 & S
(e, ¥, 0) o (o 7y, 0) 0, (o) ¥ (et 7, 0)

M= & (B, 7,0) ¢ (B) & (B, v, 0) BE B, v, 0) |
1 v o}

e V, soddisferebbe la condizione (), contro le attuali ipotesi. Le (20) assicu-
rano allora che i mutui rapporti di 4, o, o non dipendono dalla variabile «; ed
& lecito supporre senz’altro che 4, o, o siano funzioni di B, y, 6. Detti f,, p due
valori di 8, tra loro differenti e del resto generici, la (19) &

A(Boy vy 6) w (o, 7, 0) + 0(fos 75 0) ¥ (o, ¥, 0) + 0 (fos vy O) "/’6 (cty yy 0) = 0
(21) .
A(Brs vy 0) w (%7, 6) + 0 (Bry ¥, 0) ¥ (2, 0) + 0 (Bry vy 0) 11)6 (o y, 0) = 03

¢ due casi si presentano come possibili: 1°) 4, g, ¢ non sono proporzionali a tre
. v 35
s . . a1e . pe 4 . s
funzioni delle sole variabili y, §, ed in tal caso ¥ , ¥ sono funzioni delle sole
P P

variabili , §; 29°) si pud supporre che 4, g, ¢ siano funzioni soltanto di y e 4.
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Nel primo caso si riconosce subito che y(, y, 6) ¢ prodotto di una fun-
zione della sola « per una funzione di y e 6, ¢ quindi:

& () H (p, 0) aky () H (p, 0) 0y () & (o) H (v, 0)

|
! .
=) 70 0B, 7, 0) PE (B, 7, 9)

[

1 % )

ed anche assumendo una delle due funzioni & e & (ad esempio &) come nu ovo
parametro f (il che ¢ lecito perché escludiamo che V, sia un cono):

[50 () H (y, 0) aéq (@) H (y, 0) & () H (y, 0) ]

. . : . |

M= B 0.(8, 7, 0) 05 (B, v, 0) 1
1 ¥ é j

ponendo poi & (y, 6) = H1 (y, §) ed assumendo come nuovi parametri &, (ee),
B&s (v, 0), v, 6, si ottiene per V', una rappresentazione della forma:

o & (o) & (a)
| M= p E(By 7 ) | & (B, 0)
&y 8 &, 0) £ (y, 0) |
con %(ii’-—i;) =0 e cioé con &, &; funzioni di f e di una funzione h (8, v, 0).

Posto &, (B, v, ) =@ (B, h) e & (B, v, 0) = v (B, h), I'ipotesi che V, non verifichi
la condizione () esclude che ¢ = yp* = 0. Supposto ad esempio ¢" 5= 0, dalla
® (B, k) = &, si pud dedurre % (8, y, ) come funzione di § e di £,, pervenendo
cosi a rappresentare ¥, con una matrice della formas:

o & (o) & (o)
M= b N (,3, ¥, 0) 05 [B; & (By v, O]

&6 (yy 0) &1 (p, 0) s (v, 0)
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poiché, per le ipotesi attuali, le tre funzioni &, &, & devono dipendere essen-
zialmente dalle due- variabili , J, due di esse potnnno essere assunte come
nuove variabili y, &, onde:

{ o & (@) &, (%) 1

—
o
o

~

M == I/} &, (ﬁ~ 7 6) 05 [ﬂ’ & (/9: 7 (3)] .

L?' ) ’ s (y, 9) ]

La (22) contiene la (3) come caso speciale, riducendosi ad essa ponendo
& (2) =1, scambiando tra loro 8 con 8 ed operando un’opportuna omografia
che lasci ferma la terna di piani =, 7., 7. ,

Esaminiamo ora il secondo caso, e cio¢ sussistano le (19), (20) con 4, o9, o
funzioni delle sole variabili y, 0. -

Se h (v, 6) (‘* un intetrmle comunque fissato purehé hs=0, dell’equazione dif-
“ferenziale AX XY 4 =0, "poniamo:

p = h(y, o) ?/) (o, , 0), & ="y, /3: ¥y 0), 0 =h(y o 0 Byyy 0

sostituendo nelle (19), (20) si ottiene, tenendo conto che ik - oh” - oh’ =0
¢ che I £ 0:

oy’ 4 oy’ = 0F + oF = 0" + 00’ =0

e se ¢ (y, 8) & un integrale, dipendente dalle sole variabili y, 0, dell’equazione
differenziale: X" -+ ¢X° = 0, risulta:

p=Ple, gy, 0], E=EF[B g, 0 0=0[p g dl
¢ pertanto:

iy, )W oy g (y, 0)] ok (y, &) ¥ [ayg(y, 0)] 0Oc(@) hly, ¥ [ag(y,0)]
M= ‘h r, ) E[Brg(r, O] Ry, 8)O[Brgy, 0]  Phiy, 0) E[f 9y, 0]
[ 1 y o 5
od anche, posto k (y, 8) = [k (y, 6)]7":
p(o 9) Pl g O (0)¥(x g)']

.

M= E(ﬁ? g) @(ﬂ, !])

|
Ky, 8 vkl 0 ok, 0 |
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Si presentano due possibilita:

9 (g, k) . Lo \
A) 3(g—§ ==0; in questo caso, poiché ¢ non pud essere costante
Vs ¢
(perché altrimenti 17y verificherebbe la condizione (7)), sard k una funzione

di g, siccheé:

rT/’n (e, ) o (2, o) 0, (o) o (o0, §) |-

M=\EB, 9 O@F 9 BEPB 9

K (g) y K (g) O0K (g)

od anche, posto L () = [K ()], o (e, ¢) L(g) =& («, 9), E(B, ¢) L (g) —
=& (ﬁ7 a), o ((97 q) L (g) ==&, (/9? g): :

[Goloy @) aby(o g)  0:(2) & (e ¢)

M= |&(f, 9) & (By 9) BE (B, 9) ;
1 y . 0] Jl
Scambiando eventualmente tra loro le variabili y e 6 si pud supporre ¢° = 0

¢ 8i possono assumere come nuovi parametri «, f, v, ¢ ottenendo una matrice M
della forma:

Eo o, ) (e, 0)  O,(x) & (o, O)
(23) M=|& (B, ) &8, 0) B (B, 9)
1 v &g (y, 0)

B)  Si possono assumere come nuovi parametri «, 8, ¥, ¢ e quindi M si
puod assumere della forma:

['zp (o, ) aw(e, 0)  0,(cx) p (2 9)
(24) M= |5 (B, 0) 0(8, 9 BEB, 9

4 yC (y, 0) yD (y, 9)
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che contiene come caso speciale la (23). La (24) puod scriversi:
Oy (¢, O)- ol (2, 0) B, (@) B, (2, O)
M= 0, (B, 0) 0.(8, 9) 05 (B, 0)
¢ 7 O:(y, 9) Os (v, 0)
e poiché le tre funzioni 0,, 0,, 0; non possono dipendere dalla sola variabile d,

si pud disporre dei parametri in guisa che 0, (8, 6) = f§ (eventualmente operando
un’omografia nel piano z,); e pertanto:

0 (2, 6) oy (o2, 6) k 02 (00 Oy (ot d)
{25) M= B 05 (B, 0) 05 (B, 9)
Y 0 (y, 0) 0s (7, 9)

4. - Osgerviamo ora che:

10) la (7) se w! = 0 rientra nella (22), come subito si riconosce ponendo
ws (B, ¥, 0) = p*; e se w? % 0 & del tipo (25): basta permutare circolarmente le
tre variabili 8, p, 6 e scambiare tra loro i piani m,, 7, .

20) 1a (8) rientra nella (22): basta scambiare § con 6 e m, con m;.
30) la (13) rientra nella (25): basta scambiare § con 0.
40) la (14) rientra nella (25): basta scambiare § con J.
59) la (17) rientra nella (6): basta scambiare f con J e 7, con ;.
60°) 1a (23) puod ridursi alla (25).

Si ha dunque che: le V, differenziabili di S, le quali verificano le condizioni

(77, (750) (705) (70s) (M@ NON (7030) € (7y3)) ST possono rappresentare in uno dei quatiro
modi  segquenti:

i1l o 0, (o)

e 4 By y0; (o, B) | 5

8§ 60, (o p) 005 (o, f8)

2. - Rivista di matematica
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p of 0. (o)
(I1) 1 ¥ ' 05 («, 7) ;
O (2, 9, 8)  080; (2,9, 8) ¢ (e, ) O (x, 3, O)
a« & («) & ()
(I1I) p 14 0:(6,0) |5
0 0287, 0) P[b,0.(B,7,0)]
Oo (ot ) oo (o, B) O () Bu (5, B)
Iv) 14 0.(8s7) 95 (B, 7)
5 0.6  0:(0)
5. — Determiniamo ora le V, differenziabili di S, le quali verificano le con-
dizioni (m,), (), (7t3), (7Tss), (Tys), M@ non la condizione (my,).
Esse rientrano intanto in uno dei tipi seguenti:
1 o 0, ()

(26) M=|A(x,p,y,0)0:() A(x,Byv,8) 0s(c) A, 7y, d) 05 ()

-

05 (¢, B, 7, 6) 0z (e, B, 7, 6) Os (2, By 75 9)

1 o 0, (o)

(27) M= |Me, B,y,0) 0: (B) Ma, B9, 0)0.(8) M, fy v, 6) 0; ;|-

Bs (@, 7, 8)  0.(0 6,7, 0)  Bale fyy,0)

9 (bg, 0, 65)
a8, y, 9
perché altrimenti si potrebbe supporre 0, = 5, §; =y, 05 = § e la condizione (7,)

esigerebbe:

Occupiamoci dapprima di varietd del tipo (26). Non pud essere 0,

1 4 :(cx)
=0
0 1 03

2
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4 8 4

contro I'ipotesi che V, non appartenga ad alcun §,. Pertanto, poiche 4, 6,
0,, O, devono dipendere essenzialmente da B, y, J, si pud assumere:

1 o 0, (o)
M=1p0,(x) p0,(x) B0 ()
¥ y0 05 (o, By 9, 0)

con 07 =0, in forza della condizione (7,). La condizione (7ty) esige poi che
0s— y07 = 0, ossia che 0, sia prodotto di y per una funzione di « e 4. Dunque:

1 v o 0, (o)
M=|f0:(e) 0. () B0 |3
B y | y0 Ves(oc, d)
e questa pud ridursi — con scelta conveniente dei parametri — alla forma:
1 « 0, (o)
(28) M=|p pOs(x) f0s(x)

y 6 y0s(x 9)
Per cid che concerne le varietd di tipo (27), & utile distinguere due casi.

19)  Se A” = 1> =0 si pud assumere:

1 o 0, (c0)

M= |20, () A0 (B) 205 (B) |,

4 ) Os(et, 7, 6)J
con
20, 26, B— 07 — 867
2% 0; A% 6; 0§ =0 (i, j = 3, 47 5)7

ABQ, £ 268 AP0, + A6 0
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ossia:
2 (0; Of— Gf ;) [A* (0s— y0F — 692) — A07] = 0;

e cioe, per l'ipotesi che ¥, non appartenga a spazi S,:
A% (0g— y07 — 862) — 202 = 0.

o
Si pud subito escludere che 0% = 03— y07 — 302 = 0, e ciod che Oy= i [-J ;

4
il che condurrebbe a varietd verificanti la condizione (s,,). Ne segue che A% A
¢ funzione della sola variabile o sicche 1 & della forma 1 = H (¢) K () ed inoltre:

B~ (0—y 0] — 60)) — HOY = 0;

H
—} ; ed A risulta della forma:

cid implica: 0, = 6P [i; ' s
D C

1 o 0, (o)

M= |H@EP)0: () H(x)E (B)0,(8) H(x)E (B0 (B)
Yy 0

che con scelta opportuna dei parametri diviene:
o« 0 () 05 ()

(29) M=1p 0.8 0658
ly 6 bs (, 0)

20)  Supponiamo ora che A’ e 1° non siano entrambe nulle, e separiamo due
sottocasi.

A) 9 (05, 0, 05)
a(y, 9)
zione di o, f§, y, 6 ed

= 0, sicehé O, 0., 05 sono funzioni di «, f e di una fun-

1 o 6, (o) .
M= 26, (B) 20,8 - 205 (B)

06 [, By 9 (2, By 7, 0)] 6z [o, B, @] 0s [“; B, (P]j
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B lecito assumere 4 e ¢ come nuove variabili y e § ¢ ciod:
1 o 0, ()
M= »0;(f) y0s (B) y0s (B)
O loy By 8)  Oq(,B,8) Ogic, B, 6)
od anche, con opportuna scelta dei parametri:
(1 o 0, ()
M=y vB yws (B)
8  dw, (e, fB,0) dws (e, f, )

ove M =0 in forza della condizione (m;). Si ottiene cosi la rappre-

2 (x, 9)
sentazione:
1 o 0, (o) 1
M=y vB yos (f)

§ 02, [B (e, B, 0] 62 [ﬁ; @ (o, By 5)]J
Se ¢° =0, si ha:
1 o 0, (o)
(30) M=y vP yos () |3
8 dwi(o f)  Sws (e f)

se p° = 0, si pud porre: « = ¥, f = f*, y = y*, @ (o, B, §) = 0% ed ottenere
una rappresentazione della forma: ’

1 o 0, (o) }
M= y vB yaws (B) '

o (% B, 6) o (a, B, 9) 2, (B, 9) e (% B, 9) Q4 (B, 0)
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1
od anche, dividendo per p e ponendo ?—; = p*, .= Y,

Irw (o B, 0) ay (a, f, 6) 0, () P (o, B, 0)
y 7B yos(B) |5
[ 1 2,8, 9) Q5 (8, 9)

ed anzi l'ipotesi che non sia soddisfatta la condizione (7r15) consente di sup-
porre £, (8, ) = 0, e pertanto:

0 (e, B, 0) b (e, B, 9) 0, («) 0 (e, By 6)1
(31) M=) y B yo5 (B) J

1 5 0580

0 (05, 0, 0)

) 7 0. In tal caso si pud supporre, tenendo conto della (7,):
Vs

B)
[ 1' o 0, (o)
ME]ws By A0,(p) 08 |,

[ y 5 Os (e, y, 0)

¢ la condizione (7,) significa che & nulla la matrice:

ii |
}] 2= 0, 20, 20, o f‘ ,
g,} 208 4 28 9, 207 - 280, 207 4+ 27 0, 0 {’
e kcioé: |

0, 0, A (05— y0, — 60°

| a

! 0, 0, (A — A7 — 62%) 0 [§:o (i, §=3, 4, 5),
|

| |

200+ 2P0, 284270, 0
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ossia:
2(0; 05 — 0% 0,) [2° (05— 07 — 803) — (A—yA’ — 61°) 65]=0..
Per le ipotesi fatte deve dunque essere:
(32) A (O — 07— 802) — (A—y A’ — 61°) ;=0 .

Se A% 0F == 0, la (32) implica che 1 (e, f, ¥, 6) e 05 (e, , 6) siano integrali di
un’equazione differenziale della forma:

X— X7~ 8X°— (e, p, 0) X*=0,
la quale, posto X =Y da:
(33) ‘ yY" +6Y° £ (e, p, 0) X¥=0.

Posto A == yu (o, B, v, 0), 05 = yw («, y, 0) risulta allora:

PR AT ]
=V [ 1y @
e quindi:
1 o 0, ()
.o é é )
a={v0(8, 2, 0|0, ) 10[, 2, 0)0.0) 08,2, 0]0:0).
Y 6 yw (o, y, 6)
Col cambiamento di variabili espresso dalle: o = a*; f = f% %}:y*,
é . . Sy
o= 8% si ha, ponendo @ (B%, 0% %) 0 (B%) = A (% &% g (¥ y* %) e
g" il;:; = &, (f*) (6 =4, B) e seguitando a scrivere a, f, y, 6 in luogo di o
3 ) .
B, v% %

Y oy B, () y |
H={AB, 89 AB6NEE ABSeEP),

1. 0 g(“;')’aé)V
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od anche con un nuovo cambiamento di parametri:

Y ory 0, («)
=4899 AB 0,98 AP 6,9 058)].
1 8 g (o v, 6)

Se g” == 0 si trova:

V4 oy 0, () V4
(34) M=\ (a, B, 8) Al B, 0) p Al B, 0) O B
1 4 g (e, 0)

Se ¢” 0 poniamo g (a,y, ) =y* ed otteniamo wuna rappresentazione
della, forma: : '

ployyy 0) ooy p, 8) O, (o) (e, p, )
(35) M=|2 (B, v, 0) B2 (B, y, 0) 05 (B) A By v, O) |-

1 y )

Riprendiamo la (32) nell’ipotesi A% 6 = 0.
Se A% = 0; = 0, si perviene subito — con semplice cambiamento di para-
metri — alla rappresentazione:

1 o 0, ()

C M=\1,7,0) BAB, Y,  0:(8) A (B,y,d)

4 6 0s (7, 9)
- . . . 1 o*
che si riduce facilmente alla (35): basta porre x=a*, f = g%, y = — . 0= 5
wao |10 . s eoloe 1 8% o
y¥ O [7‘/‘;, o+ =g@s (y*, 6%), »’ Alﬁ P w? o =g (f% p* 0% per ottenere,

serivendo nuovamente «, f, ¥, ¢ in luogo di a*, f* y*, &*:

Y oy O () y
e (B, v, 0) Be (B, v, 6) 05 (B) o (B, v, 0) | ;

1 6 @s (y, 0)
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e poiché non & verificata la condizione (7y,), riesce certamente @) 5= 0 e quindi,
posto g (y, §) = 0% si ha una rappresentazione del tipo:

w8 ey, 9) 0 (o) 1 (v, 8) |
E(B,y, 0) BE (B, v, 9) 65 (B) & (B, v, 0)
1 8 ¥ )

che ¢ caso speciale della (35).
Se 2* = A—yA"— 81° =0 si trova:

{ 1 o 0, (o)
ﬂIEIV‘P [13 é} 0s(B) .y [ﬁ 9} 0.(8). e (/3» 9] 05 (B) |
Ty AAUI A "y
v 8 B¢ (o, , 0)
No.gy—alp 8, 8@ e gy (= i
od anche, ponendo (p[ﬂ, )—}J 0; (B) = /llﬁ, y], B & (B) (i =4, B) e scri

1 .
vendo dy in luogo di é e poi § in luogo di &, (f) ed ” in luogo di y:

4 oy | 0y (o) y
(36) M= 2 (B 0) BA(B, )  B5(P) A (B, D).
1 0] ws (% Y, 0)

I caso 6 = 0,—907—060) =0 va escluso perche condurrebbe 2

0 = 0O {%] e quindi ad una varietd per la quale ¢ soddisfatta anche la condi-

zione (7).

6. — Notiamo ora che la (29) & caso speciale della (35). Per cio che riguarda
la (36) essa & della forma (34) se w!= 0; se w] = 0 si pud porre ws (¢, y, 0) =y
sicché y = O (o, ¥¥, 0) e si ha un caso speciale della (35). Inoltre la (31) si ri-
duce alla (34) scambiando « con f§ e m, con 7, .

Si ottiene pertanto il seguente risultato: le V, differenziabili di Sq per le quali
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sono verificate le condizioni (7;), (7.), (75), (7s), (7013), Ma non la (7230) rientranoc
in uno dei quattro tipi sequenti:

1 o 0, (o)

V) B BO() BOs() |,
y 90 y0s («, 0)
1 o "B, (c)
(VI) 4 VB yos (B) |,

b S, (e, B) dws (a, f)

Y oy 0, (o) y
(VI 28,0 BA@B ) 6.(B) A B, 8,
1 p Oy (2, 6)

A (e, y, 0) oed (ot v, 6) 0, (o) A (e, v, )

(VIII) (B, v, 0) B (B, ¥, 0) 05 (B) 1 (B, Yy 0) |-

1 ¥ )

7. — Conviene per il seguito riportare qui un risultate gid ottenuto in [2]:
le V, differenziabili di S; per le quali sono verificate le tre condizions (Tas)y (7ra1)y
(712) — € di conseguenza anche le tre condizioni (my), (7.), (75,) — rientrano in uno
dei due tipi seguenti:

1 o 0, (o)

IX) s o 50, () :

Aoy Byy, 0)  Ala, B, v, 0y Ala, B,y v, 6) Og ()
1 o 0, (o)

(X) 6 9B 05 (B)

y . oyg(xp) V@S[Q(“7ﬂ)]J



[27] SULLE V,; D1 Sg I CUI Sy TANGENTI SI APPOGGIANO A PIANI ASSEGNATI 27

PartTre II

8. — Entro le dieci famiglie elencate nei nn. 4, 6, 7, determineremo ora le
varietd i cui spazi tangenti sono tutti appoggiati anche al piano m,, con l'ipo-
tesi ulteriore che tutti gli elementi della matrice 3 siano anche dotati di deri-
vate seconde continue. B presumibile che questa ipotesi non sia essenziale per
1a validith dei risultati che otterremo; essa tuttavia, oltre ad abbreviare note-
volmente la ricerca, consente di superare alcune difficoltd che non sono riuscito
a dominare ammettendo soltanto Vesistenza di derivate prime continue.

9.~ Cominciamo-con-varietd della-I2 famiglia,-cioé:
1 o 0, (o)
387 M=y By 705 (o, B)

5 80, B)  90s(x B)

Si riconosce senza difficoltd che, per una varietd come la (37), la condizione
necessaria e sufficiente affinché sia soddisfatta la condizione () & che sia nulla
1a. matrice:

| p—a 65— 0, 0, — O,— 0, |
—1 y0:— 02 802 —1 80— 6% | ;
Y 705 007 007

i minori di terz’ordine di questa matrice sono polinomi di secondo grado in y
e 0 che devono aver nulli tutti i coefficienti. In particolare, nel minore che si
. . . . : o s 2(0,, 0
ottiene sopprimendo la seconda colonna, il coefficiente di 82 & (f — «) 6((7—ﬂ)8) ,
a’
ed & quindi nullo soltanto se ¥, soddisfa anche la condizione (7).
Possiamo dunque tralasciare questo caso perché esso rientrerd in uno dei

casi seguenti. :
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10. — Esaminiamo insieme le varietd delle famiglia IT e VII, e ciod:
g ap 0, () B
(38) M= 1 oy 05 (o, y) ,

06 (e, ¥, 0) 00, («, ¥, 0) @ (o 0) O (e, P, 0)

[ ay 0, (@) y
(39) M=2(xf,0) B2 (o 8, 9) 05 (B) A (e, B, 0) .
1 (3 0s (e, 0)

La (39) & caso speciale della (38); essa infatti, scrivendo d, B, v in luogo di
B v, 0 e scambiando tra loro m, con s, diviene:

B aff 0 () B
(40) M= 1 v Os (o, ) H
Aoty 9, 8) 04 (a,y, 6) 05 (6) A (e, ¥, 0)

e di questa forma & la (38) se @™ = 0.
Cid premesso, notiamo che per una varietd della forma (38), 1a condizione (7,)
equivale all’annullarsi della matrice:

1—f y—oaf 0O, y)— B0 (2) O4(e, Y, 0)—p 60i—af @(ot, 0)06— BO,(ex)

N 0 SG—f g Outpti— O]
1 o 0, 1 o 0,
0 1 U o7 ‘ 667 i

0 0 0 6 6s-+0602 @’ 05 + @02
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Poiché gli elementi dell’ultima riga di questa matrice non possono essere
tutti nulli, esisteranno intanto quattro funzioni 4, B, ¢, D, non tutte nulle,
delle quattro variabili «, f, y, 6, per le quali risulti:
AR —p) +0C=0
Ay—aff)—Bf + O + D =

A (05— f0:) + B (07— p03) + 00, + DO} =0,

ossia:

(41) C=4(p—1),
A(y—a)—Bf +D =0

(42)

{ A (05— 0.) + B(0;— p6;) + D7 =0.

Le (42) costituiscono un sistema lineare ed omogeneo nelle tre variabili 4,
B, D, avente non nulla la matrice dei coefficienti, percheé se fosse ad esempio:

—B 1 1
O—p0y 07|
ossia:
ﬁ{ 07 (o, ) — 67 () }— 03 (o, y) =0,
risulterebbe addirittura 0 =0, 0 — 0= 0; 0, sarebbe funzione della sola
variabile y e 67, 0; sarebbero uguali ad una medesima costante: ¥, apparterebbe
allora a spazi di dimensione < 6.
Dalle (41), (42) si deduce allora:

A =o0d,, B=9¢B,, C€=¢0, D =0D,

con ¢ funzione non nulla ed:

Ay = f (07— 03) — 05, By =05—0,— (y — ) 0
(43)

Co = (B—1) [ (0;—03)— 03], Dy = (y—2) (05— B3 — B (05— 6,).
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Deve inoltre esistere una funzione X, («, f, v, &) tale che:
Ao (05— f) -+ By 05 + Cy + Dy 07 + By 05 =0
A (805 — o) + By (005 — ) + Cy o0 + Dy 867 -+ Ey (05 + 663) = 0
Ay (04— a0s) + By (¢ 05 + @by — p0;)+C, 0,+ Do @i+ By (¢° 05 + 9b;) =0,

ossia:

Ay (0g— ) + By 0; -+ Cy - Dy 07 + B 02 =0
(Ao f—Co) (80— o) — By B + By 05 =0
(4o f— Co) (p— 0,) — B, (¢® 0, — 03) + B, 0,9° =0 .
Poiche Oy = Ay (1), si ha A, f-= €y = 4, e quindi:
Ay (6 —ot) — By B + By 05 =0
(44)
Ay (p— 0) — B, (¢" 05— p03) + By 0,¢° = 0;
eliminando dalle (44) F, 0, e tenendo conto delle (43) si oftiene:
45)  B{O— 0D [p— 0 + (x— 8)¢’] + @ + 0) [Ds— O (y —c0) 6] }—
—{0;[p—0: + (@— ) '] + ¢* 0, [B;— O, — (y— ) 0] } = 0.

Poiché il primo mémbro della (45) & un polinomio di primo grado in f,
risulterd:

(46) (0309 [p— 0. + (¢ = 0) ¢"] + (¢° + 63) [05— O — (y — ) 67] =0,
(47) 0; [p— 0 + (00— ) ¢°] + ¢ 05 [O5— Oy — (y—a) 67] = 0.
Derivando i due membri della (46) rispetto @ 6 si ottiene:
9" [(xe—0) (61— 03) + 05— 6,— (y— ) 6]]=0,
e si vede facilmente che deve ess ere ¢®® = 0, perché in caso contrario avremmo:

(ot — 0) (07— 03) + 05— Oy— (y — ) 07 =0 _
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e quindi — tenendo conto che il primo membro & lineare rispetto a 6 —:
(48) 07 — 67 =0,
(49) 05— 0,— (y—oat) ] = 0;

dalle (48), (49) segue 0; = 0, + (y — «) 0; e quindi 07 = (y —a) 0%
La (47), tenendo conto della (49) diventa:

03 [p— 0, + (a— 0) ¢"] =0;

ma 6% 5 0, perché altrimenti avremmo 6;*= 0 e 0, sarebbe della forma ma + n
e V, apparterrebbe a qualche §,. Dunque: ¢ — 0, + (x— 6) ¢° =0, e di qui,
“derivando i due membri rispetto-a §:(a=—9) ¢* =0 = o

Sard dunque ¢? = 0 ossia ¢ = A () 6 + u («). Cid consente subito di esclu-
dere le variety di tipo (40) (famiglia (VII)), percheé se ¢~ =0 si avrebbe ¢ =
= md + n con m, n costanti, e V, apparterrebbe a qualche S,.

Le (46), (47), posto ¢ = A («) § + p (), divengono:

(30) (07— 03 {p (@) — Oot w2 (@) } + {2 (@) + 03 H{ Os— O — (y— ) 0} } =0,
(51) 03{ () — Oy + ok () } 4 06 (84 + ") { 05— O, — (y — ) 07} =0.
Derivando rispetto a y i due membri della (50) si ha inoltre:
07 [w— 0. + ad— A (y — o) 03] =0,

e si vede senza difficoltd che deve essere 0 = 0; infatti dall’identita: p — 6, +
+ oA — A (y—a) 03 =0, tenendo conto che il primo membro & un polinomio
di primo grado rispetto a y, si deduce: 03 = p— 0, + «A = 0. L’'ipotesi 07 =0
conduce & varietd di S,; se poi A = pu— 0, = 0 la (51) diviene: 0;— 0,— (y —
—a) 0% =0 e di qui, derivando i due membri rispetto a y: 677 = 0.

Dovra allora essere 6% = 0, perché altrimenti 6; = my + n, con m, n costanti,
e V, apparterrebbe a qualche S,; quindi la (51), poicheé 6; B¢ (647 + p*) 0,
assicura che 0;— 0,— (y — ) 07 e p— 0, -+ ad sono entrambi uguali a zero
od entrambi differenti da zero. : '
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11. — Supponiamo dapprima:
(05— 0,— (y — o) 07] [0— 0, + 2R] 5= 0.

Dalla (51), derivando i due membri rispetto a y e tenendo conto che 017 =0,
si ha:

(52) 037 {10 —0s + ok } 4 07 (62" + i) { 05— 0, — (y —a0) 07} = 0;

. y . 910
e le (51), (52) implicano che 0} 0 — 07 05 =0, ossia = [O—i] = 0, onde
VY Us

05 = 07 o (y, 0). La (b1) fornisce allora:
(53) copp—= Oy A od - (04 - ,“3){ 05— 0y —(y — o) Gf—j}ws (v, 0) =10,
e di qui, derivando rispetto a y e sempre ricordando che 01" = 0:

w,

5’{05—02_‘(7—“) 9§}=0:

eppertanto w} =0 e quindi 0, = 65 w ().
Posto: 05 = & («) y + 5 (2), risulta 05 = (£*y + 5%  (9).
Derivando due volte rispetto a ¢ i due membri della (33) si ottiene:

(54) P we + (84 4 p) 0f =0,
(55) 20" 0§ 4 (82 + u*) 0 =0
e cid assicura che:

(56) . ws wg” —2 (w9)* = 0.

La (56) conduce a due casi:  1°) w] =0; 20) w® £ 0. Se w? = 0 e quindi
A" =0, poniamo w, =k, A =1 (%, | costanti); si ottiene:

Os= & () y + 7 (), =10 +ul@), Os=5k(Ey +7%
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e quindi
p ez p0: ()
M= 1 v @y + 1@
By ) REy 000 BE Y +07) [16+ )]

con u (o). 0, perché altrimenti V, apparterrebbe a qualche S,.

33

Poiché & ed # non possono essere due costanti, per 'ipotesi che V', non ap-
partenga a spazi di dimensione < 8, possiamo dividere tutti gli elementi di M

Cper &'y -k y% siecché — assumendo, com’e lecito, k =1 -
B «ff 0, (@) p )
vE 4t yE o &+

M= 1 Y yE 4+
pE Aty E ot yE A
1 0 10 + u ()

Se & =0 (e quindi %" 5= 0), possiamo porre

. 1 ;
- = f% z‘; =¥, 0 = 0% ~- = A (o), T B («)

n° 7 n*

e scrivere M mnella forma:

g “ﬁ p8. (o)

M=|4e y  my+B@|;
1 6 16 +u J:

e sard m = 0, per Pipotesi che V', non sia un cono, sicché si pud supporre m = 1.

Poiché V, verifichi 1a condizione (s,), 1a matrice

A—f y—af y -B—f0, 1—f d—af 16+ u—fb
i B*— f0, 0 —p w— po;

1 o 0, 1 o 0,

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 l

3. — Rivista di matematica.
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deve avere caratteristica quattro; deve esser dunque nulla la matrice:

lA—1 B 4+ oa— 0, — 0y 4 lx f}

i
i

LA BB p B0 1|

i

@’altra parte il minore che si ottiene da quest’ultima matrice escludendo 1'ul-
tima colonna ¢&:

(A—1) [B*—f (8} —1)]— A" [B + a— 0,

ed ¢ lineare rispetto a 8. Se esso ¢ nullo identicamente risulta (4 —1) (05— 1) =0
e quindi v 4 appartiene a qualche S, . S

Si deve supporre &* 5£ 0, e si pud effettuare il cambiamento di parametri
espresso dalle:

I . 1 .« .
@ =¥, e = ¥ e ¥ § o %
TopE P vE e T '

e quindi, seguitando a scrivere «, §, y, d in luogo di a*, f*, y* &% ed assumendo
I =1 (il che ¢ lecito per l'ipotesi che V7, non sia un cono), si pud scrivere:

{/} af 7 B0,

, =y~ y L—ny .

M o=y P 3 o +nyis
‘1 é 0 -

Si tratta dunque di una rappresentazione della formas:
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ove 0,, A, B, ¢, D, 1 sono funzioni della sola variabile «, con p* = 0, tali che
sia quattro il rango della matrice:

y—PB A-+By—aof C+Dy—pb, 1—f o—of 0 4+ u— 30,
0 AY LBy —f 0+ D‘y—~~ﬂ92‘ 0 —f w— po3
‘ 1 o © 0, 1 o 0,
‘ 1 B D 0 0 0
‘ 0 0 0 | 0 1 1

¢ ciot tali che abbia rango due la matrice:

1 A+B—g  C+D—0, —o p—>0 “
; A yB =B O gD B0 —f w0 —f0, él
H 0 0 1 1 l
Poiché A* - yB*—f 5 0, cido equivale alle:
‘A%‘B—~a —o  p— 0,

! A-4+-B—u« C+D—0,
- (56%) = A LyB—f —f pt -0, =0.
 ASEyBY—f Oy DY — 85

0 1 1

Poichd i due determinanti che compaiono nelle (56*) sono polinomi di primo
grado in f e ¥ e poiche, per le attuali ipotesi, visulta u— 0, 4 o = u— 0, +
+ ol == 0, deve intanto essere B = 0: cio risulta annullando il coefficiente di y
nel secondo dei due determinanti (56%). I1 coefficiente di y nel primo determinante
riesce allora: D*(A 4 B—a). Ma A -~ B—a 50 perché altrimenti risul-
terebbe: (4* - yB*—f) (¢ +p—0,) =0, contro le ipotesi ammesse. Ne
segue: D* = 0; pertanto M rappresenta il cono che si ottiene proiettando dal
punto (0, 0, 0, 1, B, D, 0, 0, 0) la V; luogo del punto (B, af, f0,, 0, 4, C, 1,
o, 0 -+ ).

Si conclude cosi che il caso in eui la (36) sia soddisfatta in quanto w) = 0,
va escluso.
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Riprendiamo allora le (34), (36) supponendo ! 5= 0. La (54) assicura che
A% 5= 05 essa pud seriversi:

wm? 1

we B (e 2%)

e mostra che n*/A* deve essere una costante. Posto u*/2* = m, si ha:
g = n/(0 +~m), w=mi-+p {ove n, p sono due costanti) e quindi:

Q@) =20 +pu=m + 38 iz +p.

Assumendo com’é lecito »n == 1, si ha per 1V, la rappresentazione:

B af B0, ()
M= 1 Y & (@) + 9 (o) ’

,}/E\ + ’.lr\' ,yé‘::\' + .)}\‘ ! . ,},E‘\ _§_ 1/A

S -+ m 0 § 4+ m [742) 0 + g ()] S+ m
pEX L N

od anche, ponendo 133———-;—)7 := 0% e scrivendo nunovamente § in luogo di §*:
§ - m
[ﬁ : off B0 () ) ]

0 yE Ent—md AE ) —ml—p) 5J

Se £ = 0 si ha una rappresentazione della forma:

l'/f’) of} B9; ()

(58) M=



37 SULLE 17, DI Sg 1 CUI S; TANGENTI SI APPOGGIANO A PIANI ASSEGNATI 37
1 8 4

Se £ 50, dividiamo tutti gli elementi della matrice (57) per y&° + 7'

i

. I U 1 . .

e pomiamo: ——— = ¥ ———— == 0% — == y¥; seguitando a scri-
yEY + yE +

LRS! :
T & ys At

vere f, y, 0 in luogo di g%, ¥, 0% si ottiene:

[/)’ off 0y (o) B
M=y TR f TN Ly,

0 1—mo Jo— (mh—u) 0

che & del tipo:

B off 0, (“) B

(59) M=y A +yBa) G (o) + yD ().
10 1—mé B (a) + F () 0
Le (58), (59) rientrano entrambe nella:
B of L@
(60) M=y A +yBx) C(x)-+yD@}|;

0 K(x) +0F () G (a) + 6H (e)

J

ed affinché una varietd come la (60) soddisfi alla condizione (m,) ¢ necessario
e sufficiente, come si riconosce senza difficoltd, che sia nulla la matrice:

! A4 - B ¢ G i
! ‘
%} o—B a—F 0,—D 0,—H |
51 |
1; A¥ 4 yB —p E* 4+ $F*—pB C° +yD*—po; G 4+ SH*—po;



38 D. GALLARATI [38]

i cul minori di terz’ordine sono polinomi di primo grado nelle variabili 3, y, 6.
Cid implica Pannullarsi delle quattro matrici:

A B o G
(61) «— B R — 0,—H !,
A B o> a-
A B ¢ G
(62) «—B «—TF 0,—D 0,—H
1 1 0; 0 |
A B ¢ G
(63) «—B o—F 0,—D  0,—H
B 0 D* 0
4 E C e
(64) loe—B I 9, — D 0,— H
0 m ) H*

Un primo caso possibile & quello in cui sia nulla la matrice:

- A B ¢ G
(65) : ; .
a— B «—F 0, — D 0,—H

Ora gli elementi della prima orizzontale della (65) non possono essere tutti
uguali a zero, perché altrimenti la matrice (60) rappresenterebbe una varieti
di dimensione < 3; possono inveece esser tutti nulli gli elementi della seconda
orizzontale, e quindi:

(8 ofs B0, ()
(66) M= |y A oy C =490, (o) |-
6 Eiad G+ 60, ()
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Escluso questo caso, supponiamo che sia nulla la matrice (65) e che sia ad
esempio: o — B = 0 risulta:

B (@— ) K (@), C=(0—D) K@), ¢=0—HZK@)
con I{ = A/(e— B), e pertanto:

(ﬁ off 0, B

i

fi

4 A4 +yB (0,— D) K -+ yD|;

5 («—F)E +0F (0,—H) K + oH

e ponendo 6 — K = 8% y— K = y*:

[ B aff B9,
(67) M=y + K yB 4 ol yD -0, K| ;
0+ K OF - af oH + 0, K

ponendo infine o = a*, f = f* K («*), y = y* K (a*), 6 = 6% K (a*) (il che ¢
lecito in quanto K == 0 perché altrimenti 3 rappresenterebbe una varietd di
dimensione < 4) si ha:

g ap B0, (e)
(68) M=l +vy o - By 0y, +Dy\.
1-4+0 o -+ Fd 0, + Hé

L

Abbiamo cosi due prime famiglie di V, di 8, soddisfacenti alle quaitro con-
dizioni (7z;) ed inoltre alla (71,): le varield rappresentabili nella forma (66).¢ quelle
del tipo (68). Si tratta di V, costituite da oo' spazi lineari 8; appoggiati ai quatiro
pians 7;. Una varietd (66) presenta inoltre la particolarith che ciascuno dei
suoi S, tangenti sega m,, 7, 7, 7, in quattro punti complanari.

Supponiamo ora che non sia nulla la matrice (65).
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Poiché¢ B e D non possono essere entrambe costanti, ché altrimenti la ma-
trice (60) rappresenterebbe un cono, e similmente 7, H non possono essere
due costanti, 'annullarsi delle matrici (63) (64) implica intanto che:

| E &

L4 ¢
(69) ?

E
— : [ =0
o-F 0,—H| |a—B 0,—D |

Defiti allora p,, i minori della matrice (653), sicche pyg == pyy = 0, Pannullarsi
delle maftrici (61), (62), (64) assicura che:

B pry— G pyp =0 B pyy + G pyy =0
Pra— 0, Pz =0 Pag + Of oy =0
F*py—H pyy =0, B pyy + H*pyy =0

e quindi, poiché i minori p, non sono tutti nulli:
I 1 Ev e
I o= 0 .
O; G\ H\

Similmente, poiché sono nulle le matrici (61), (62), (63):

1 4« B |
6; ¢+ D {
Risulta dunque:
(70) 0" = A“0;, D*=B'0;, G = E0;. H =P 0

e quindi B* D F* H* 5 0. L’annullarsi delle {63), (64) equivale allora alle:
| 4 B ¢ G

| |
(71’ | «a—B  a—TF 0.—D  0,—H |
. ) : o . o

|
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1 A E C ¢

|

H
i
i
I

* |
! o«— B e 0, —D 0,—H | =0.

!
!
i
i
1

o0 1 0 0,

La (62) ¢ nulla in virt delle (71), (72), in quanto ogni minore di terz’ordine di
(62) ¢ somma dei due corrispondenti di (71), (72); e si riconosce facilmente che
anche la (61) & nulla in quanto sussistono le (69), (70), (71), (72).

Supponiamo dapprima (¢ —- B) (o — F) % 0. Le (69) danno:

C = K (6,— D), G = L(0,— H)
con K = Af(a— B), L = E/(e—- F). La (71) diviene allora:

(K—L)(e—B) 0 (K—1IL)(6,—D) 0

o— B a— F 0,— D 0,—H

.
<

! 1 0 0; 0
Se K = L risulta, sostituendo nella (60):

p off : B0, (o)

ley K («—B) 9B K (0,—D) 4 yD|;

[6 K(@—DF) +6F K(0,—H) -+ yH
e questa col cambiamento di parametri espresso dalle: o == o, f = p*, y = y* +
+ K (e*), § = 6% 4 K (a¥), si riduce alla, (67).
Supposto allora K — L 40, la (73) implica:

D = 0,— («— B) 0};

e di qui, derivando rispetto ad « e tenendo conto della seconda delle (70):
(B— ) 65*=0, e quindi A= 0; ma cid & contrario all’ipotesi che 7, non ap-
partenga ad alcun S;.
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Deve dunque supporsi («— B) (¢ — F) == 0; se ad esempio & B— o =0,
la seconda delle (69) di A (0,— D) = 0; e non pud esser¢ 4 == 0, perche altri-
71

menti Pannullarsi della matrice (71), che ora diventa:

Py
o~

B ¢ G {[
|

i

0 «—F 0,—D 02_q11§!
H

implicherebbe l'annullarsi della matrice (65), contro le ipotesi attuali.
Pertanto: D == 0, e la (72) implica H = 0, — («— F) 0%; e di qui derivando

rispetto ad « e tenendo conto dell'ultima delle (70): 6 (a— F) =0, e ciod

anche F' = o, H = 0,; e quindi ancora ¢ nulla la matrice (65), contro le ipotesi.

3

Yt

0 03 0

12. — Riprendiamo la (38), supponendo:

(74) 05— 0, — (y —a) 0F =0,
(75) () — By + ak (@) =0,
(76) | ¢ =200+ .

Con le notazioni del n. 10 si ha: 6, = p&(a) + 7 («) onde le (74), (75) danno:
0, =1 + loo =9 + af; inoltre:

O, =(y—a)é +u+ldoe=(p—a)é+0,.
La (38) diviene dunque:

B «f £0,
(77) M= 1 vy (y—a)E 06,

05 (2, 7, 0) 80 (20 + )0, |
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Posto p —a = p*, §— o == 0% o = a¥, § == % la (I7) si riduce a:

s 6 0,
(78) M=l o -y yE 4 0, ;
06 (o 4 0) O, (A8 -+ 0,) 04

e la condizione (m,) si traduce nel fatto che le funzioni 1 - By v -+ oa—af,
yE A+ 0,— B0, O0g-—f, (o + 8) Og—off, (A0 4 0,) 04— 30, devono essere sei
integrali di un’equazione differenziale della forma (18), e cioé¢ anche — come si
riconosce con facili calcoli — che le funzioni 6, — S, (o0 -~ 8)05— af, (AS + 6,) 0,—
— (0, devonoé essere integrali di un’equazione differenziale della forma:

A[X 4 (1—p) X pX7] + EX = 0.

Affinché cié avvenga ¢ necessario e sufficiente che la funzione 0, sia inte-
grale dell’equazione differenziale:

05 (05—1) =90, 07 + 602

e cio¢ che 0, si possa ottenere risolvendo un’equazione del tipo:

(79)

H{BG—] 06——1120.

68, ! v J'
La (79) consente di esprimere y nella forma:

0, —1)
6668 K

y = (6, —1) 1 {
sostituendo nella (78) si ha:

i af ' po.

. g —1 19 —1
R L e B TOSS |+,

0, O +a)0, (04 =+ 02) 0, J
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e questa, col cambiamento di parametri:

e seguitando a scerivere o, f, y, 0 in luogo di «*, %, y*, 0%, diventa:

B o 80,
»0 )
1 o - @ A -+ 0,
W = % s ey D () & p— D(y) + 0, ]
1 % O 04 4 0,
1 —»s 1 —wd I —wd

Cambiando nuovamente parametri, con la posizione: B (l—yd) = f*,
si ha (scrivendo sempre $ in luogo di B%):

( p of 0.

M= '1 —y0  a(l—y0) +pdD(y) 0, (L —yp0) - po&d (y)

{ 1 o - 4 oA -+ 0, ]
ed infine, ponendo H (y) = y® (y):
(B ofs p0,
(80) M =1 ———»yé a(l—y0) +0H (y) ~ 0, (1—yd) -~ E6H (v)
1 a0 oA + 02
Abbiamo cosi wna terza famiglia di V, di S, soddisfacenti alle condizioni (7r4),

(T2)y (T05)y (774), (7020) - S tratta di varietd luoghi di oo piani incidenti a 7y ed o 7,
¢ seganti 7, secondo retie.

13. - Difficoltd piti elevate presenta I’esame delle varietd del tipo (I1I) e ciod:
o & («) & (@)
(81) - M=p 14 05 By )| -

£

0 07 (857, 0) D (6, 05)
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Per una varietd siffatta, il verificarsi della condizione (14) equivalc al fatto

che le sei funzioni: f— o, 6 —a, v — & («), 0. (8, y, 6) — & (&), O5 (B, v) — & (),
@6, 0,(P, y, 0)]— & (o) siano integrali di una medesima cqudnone differen-
ziale della forma (18), od anche — come si riconosce senza difficolta ——, che le

tre funzioni 048, y) — & (&), 8, (B, v, &) — & («), D {4, 0, (B, 7, 8)]— & («) siano
integrali di un’equazione del tipo:

(82) LY (e p) XF 4 (& §i—v) X7 + (e 0) X+

X L XF XY L X =0

con A, u funzioni delle quattro variabili o, f, », o.
Dovra essere in particolare:

9y bl — ) B () 0] & 0RE 0
(83) : =0
0 — & (e — ) 00 (6 —y) 07 (e —8) 0 — E1H07HE 07407

e di qui, derivando rispetto a J,

0s— &+ (00— f) 07 4 (£— ) OF — 00+ 507
=N

81 |
i(a___ﬁ 0/?:) 7 é_-_,y) yd _§_ ((Z—«(S)O?a eﬂé ! Ea yé R 655,

-Le (83), (84) possono essere verificate in quanto:

05— & -+ (a—PB) OF + (& —p) 07 =0
(85) '
; — & 0 E 0 =0,

per il che ¢ sufficiente che valga la prima delle (85), che derivata rispetto ad o
fornisce la seconda. Esamineremo in seguito questo caso speciale (efr. n. 17).
Se non sussistono le (85), una delle (83), (84) pud essere sostituita con la:

0, — EHo—B) 03 +(E— ) O1H@—0) 0] — E1-H0]+£5 0707 |

O'—ﬁ) 006 ) V) 0;’5%—(05-——6) 0&70 7 6?6+§: 077'6+6$6 j
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che, derivandone i due membri rispetto ad «, fornisce.

|03 &+t — ) 0F - (& — ) 0 + (=) 02 —ETL—0) !
| .

i
i i b

[ ) 02 5 (=) 0, + (a— 0) 0 geor |
ossia:
(87)  E [0 0. — & - (— ) OF 4 (£,—9) 0 + (x— ) 03} +

S (1= 0D { (=) 0 (5 —) 0 = (2—0) 0°}] =0.

14, — Sia dapprima £° 5= 0 e quindi:
(88)  07{0,— & + (@—B) 00 L (& —p) O] + (4 —8) 02} =
+ (@ —=0){(a— ) 0] + (£—9) 07 + (x— ) 03°} = 0.
Derivando rispetto ad « i due membri della (88), si trova che 1a funzione 6.

deve essere integrale dell’equazione differenziale alle derivate parziali, del se-
condo ordine e non lineare:

(89) (07 —1) (0% -+ 03%) — 07° (07 + 02) =0,

la quale conduce a due possibilitd:
10y O, =y +w;[6—p,¢(B )] con w, e g funzioni arbitrarie;

20 0, =y + w,(f, 0) con w, funzione arbitraria.
10 ¢aso: La matrice I diviene:
o &y (o) £y (o)
(90) M=|p oy 05 (By ¥)
O yFw [0—FgB)] P{y +w 6B 9]}

e si pud, in questo caso, supporre g'# 0, perché altrimenti si ricadrebbe nel
20 caso (che esamineremo in seguito). Posto allora o = o*, f = %, g (8, y) = p*,
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0-—f = 0% e seguitando a serivere z, f§, y, J in luogo di o™, f%, 4%, §%, la (90)
si trasforma nella:

o & (o) & (o)

o1 M

fi

p 04 (8, 7) 05 (B, »)
B0 0.(By) ~:(B0) DB+ 0, 04(87) + (B, 0)]
Devono essere integrali di un’equazione come la (18) le sei funzioni f—
B+ b6—a O0,— &, 04— &+ wqy 05— &, @[ + 0, O+ w,]— &, ossia anche
le sei funzioni: f—«, 8, O,— &, @wq, 05— &, @[ + 6, 0, w,] — &; e cid si-
gnifica che le tre funzioni 0,— &, 0,-—&,, ed w; devono essere tre integrali
d’un’equazione della forma:

(92) X - (a—p) XP— 0X"] + u [X* + XP] + X" =0
. . { . N b ?

con 1, i, p funzioni, non tutte nulle, delle quattro variabili «, 8, o, 6. Pertanto:

0,—& +(@—p 05  —& +0{ 0]
Oo— &t (a— ) 0] —& 0] 6| =0,
w,+(e—f) 0l — bl ol 0

e di qui, derivando rispetto ad o:
(93) [w7 + (e —p) 0] — d07] [0F &% — 0] 7] = 0.

Se & nullo il primo fattore del primo membro, risulta: of = w,-— dw? =0
e quindi w, == md (con m costante); ed M: )

. & () £ (@) ]
M= /,)) 0, (ﬁ) ')’) 05 (ﬁa Y)
B4+  md-+0,(80) @ [p + 5, mé + w,; {f, 6)]]

rappresenta una varietd dell’S;: z, —a, = m (#s— 23); caso escluso.
Deve dunque essere:

(94) 01 12— 07 &4 = 0.
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Ora 07 e 07 non possono essere entrambe nulle, perché altrimenti 7, verifi-
cherebbe la condizione (m,); poich¢ abbiamo supposto &1 52 0 risulta allora

07 # 0 e la (94) implica allora che 0./07 e &ejgte siano uguali ad una medesima
costante m, sicche:

0y ==ml, +@; (B)y, & =mé& -na L p m, n, p costanti).
P ; 1 7 y By 1

Ne segue:

-
R
vre

£y (o) mé, (o) -+ nor - p 1
M= p 04 (B, 7) m0y (B, ¥) + @5 (B) s
B0 0ufyy)+wp, o)  P[B + 0 0.(B,7) + o (B 5)]}
e poiché la variabile y compare solo in 0, si pud supporre 0, = v cioé:
o & (@) mé; (&) + nee 4 p }
M=| p y my -+ @5 (f)
-6 y -+ (o) Q[ﬁ%-é,?%*wv(ﬁ,fs)J
ed il fatto che le quattro funzioni y — &, w,, @; (B) — e — 2, P[4 Oy + w,]—

— mé; — noe— p siano integrali di un’equazione come la (92), implica tra I’altro
che:

0 + (@—pof—ow  of |
. . ‘ _— 0
@5 ~noe—p + (¢ —p) ¢l @l —n
ossia:
w; — O o] [
(95) o ' =0
L e B —up—p 9= n i

Gl elementi della prima orizzontale non sono nulli entrambi (perché altri-

menti sarebbe nullo il primo fattore del primo membro della (93), 1l che, come
abbiamo gid visto, & da escludersi); e TIeppure possono essere nulli entrambi
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¢li elementi della seconda orizzontale, percheé se fosse g, = nff + p V, apparter-

rebbe all’S, di equazione: &, — @, = m (v, — ¥,) = 1 (T3 ——X) .

T anche facile provare che non possono essere entrambi nulli gli elementi
della seconda verticale del determinante (95). Se cosi fosse avremmo w, = w, (J)
e, = nfi -+ q con ¢ costante e ¢ 5= p (perche altrimenti U'S;: @5 — @, = m (3, —
— @) -+ n (2, — xy) conterrebbe V,); pertanto, essendo gz — nor—p (==n (f —
— ) + ¢— p) un integrale della (92), che gid ‘possiede l'integrale f — «; anche

"la costante ¢-—p 5= 0 sarebbe integrale della (92); e quindi A = 0. Ponendo
poi nella (92) X = y— & si ricaverebbe p = n&%; la (92), posto u ==1, diver-
rebbe: X¢ 4+ X7 L £7 X7 == 0; e dovendo essa possedere integrale @ (8 + 6,

-+ w, (8)) — my — nf — ¢ si avrebbe:

o 4 | 0P

—— — .+ & ~——————~——m} =R U
P + ) ay + o)

Ora &7 non pud essere una costante perché se fosse & == ko -+ % (h, k co-
stanti) 'S, : (mh - p) @, — hx, - (kp — hn) 2, conterrebbe V,; avremmo dunque:
od oo ,
= R =m e.ciot @ =a(f + 08) - m[y +w (0] 4, es-
B+ 0) " T + o) (ﬁ -0) - [/ i ()] =7y
sendo una nuova costante. Ma c¢id ¢ contrario alle nostre ipotesi perche V,

apparterrebbe all’S; di equazione:

(g—71) (nay + may— @) + (r—p) (nwy + ma, — ;) +

+Ap— q) (WBg + May— g) =0,

Si vede ora che deve essere addirittura ;] (p; —n) 5= 0. Perché se fosse
w? =0 la (95) darebbe w;— dw) =0, e se fosse ] —n ==0 la (95) darebbe
®s (f) —np— p =0, mentre abbiamo provato poc’anzi che non possono es-
sere nulli entrambi gli elementi di una delle orizzontali di (95).

Lia (95) pud secriversi:

w; ~— S _Ps (B) —nf—p

@l —n

5

B
wy

od anche, posto ¢; (f) —-n[)’—ép =g (f):

w, — Ol &

Ne segue facilmente:

wq = 0 H (&/d)

4. — Rivista di matematica.
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con H simbolo di funzione arbitraria; eppertanto:
[ o () méy (o) 4 no -+ p ]

p v my - nf +p -+ e (B)

f+0 y-+0H (o) DIF+6, y+ <3H(8;"(5>]k(

Notiamo che ¢ () »= 0, perchd altrimenti 7, a:ppm'terrebbe all'S;: oy — w, =
=M (g — 2y) -+ 0 (15— 2,) .

Tenendo conto che y-—&, m(y—&) +n(f—a) +e(f), e B[ +
v+ 0H(e/0)] —my — nff—p— ¢ (f) devono essere integrali dell’equazione (97),
che gid possiede lintegrale S — a, e tenendo conto della linearitd della (92),
si vede che anche ¢(f) e @[f + 6, y - H(e/d)] — my —nf—p devono es-
sere integrali della (92). Un semplice calcolo mostra allora che. posto:

(96) EB,y,0) =D[p + 0, y + 6H(e'0)] —my —nff—p

deve risultare:

[1]

07) N E+[f—y— & @—pf]8 —05) —e{5 1 g8 )0,

e di qui, derivando rispetto ad o:
(98) g e (a—p) + ] E =0.

Ora & & [¢” (x—B) + €] = 0: infatti se fosse & (x— ) + ¢ = 0 dovrebbe
essere & = 0, contrariamente a quanto notato dianzi; dalle (97), (98) discende
pertanto:

Er =0

(99)
S [E— 08— =0.

o
d(y + oH)
-+ méH(g/d) +¢ (f+6), E=mdH(e/d) +@(f + 6) —nf-—p: sostituendo nella
seconda delle (99) si trova:

La (96), tenuto conto che 57 = 0, da =m e quindi @ = my +

-(100) & (p—nf—p—0p')—¢ (¢' —mn) = 0;
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ne segue, derivando i due membri rispetto a d:
(6" -+ &) ¢ = 0.

Ma 0&® + ¢ 5£0; quindi ¢ =h(f -+ ) +%k con h e k costanti; la (100)
fornisce allora: &’ (Wf—np +k—p) =¢e(h—mn), eppertanto: & == ¢[(h—
—mn) B -+ k—p], ove ¢ & una nuova costante. Ma cio & contrario alle ipotesi
ammesse, perché conduce a varietd immerse nell’S,: (p -+ kg — hq) (v, — mw, —
— L) P (N hg—ng) By— P (5 — mz,y) =0 .

15. — 20 (fase. Supponiamo ora (che &£ 5= 0 ed inoltre) che la (89) sia sod-
disfatta in quanto &, =y - o, (B, 0), sicche:

« & (@) &) {
(101) M =|p 4 0s Byv) |-
8 yAw (B0 Dy -+ w?)J

Notiamo subito che risulta:
(102) wq 4+ (o0 — B) of 4+ (@a—08) w] #= 0.

In caso contrario, infatti, poiché il secondo membro della (102) & un poli-
nomio di primo grado rispetto ad «, avremmo: o + ) = w; — fol — dv; =0
e quindi w, =k (d—pf) con k costante, e 1'S; @;—a,= k (zy — x;) conter-
rebbe V,.

(id premesso la (83) diventa ora:

05— & + (c—p) 0F + (&,—v) 07 — & + 00 4+ & 07
(103) =0;

w, + (—B) of + (a— 06) o? w? L o {

derivando i due membri rispetto a y si ha:
(e— ) 03 + (81— ) 07 0 - & 0

(104) : —0;
Wy + (@—B) ! + (06— ) ) ? + ol
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derivando rispetto ad o 1 due membri della (104) e tenendo conto della (102),
si ha: &% 07 =0, ¢ quindi )7 == 0; cioé: 0; = A (f)y - B (f). La (104) di-
venta allora:

AL (6—pB) w]—; } =0

Se fosse (8 — B) W) — w, == 0, ¢ cioé se w, avesse la forma: w, = (0 — f) ¢ (),
la (103), che sottraendo alla prima colonna la seconda moltiplicata per (e-— f)
pud scriversi:

05— & +(@—P) & L0 [E—y—&(a—p)] —& +0 + &0
‘ ::07

Il

W, 4 (f— 9) w‘; ! -+ w? {

darebbe: (! 4+ @) { - & -+ (a0 f)E + 01 [&—yp — & (x—F)] } =05 ma

w? o) = (0—f)¢* #0, perché se fosse ¢ == k (k costante) U'S;: »; — 2, =

= k (®y— &;) conterrebbe V,; dovrebbe dunque essere:
05— & + (x—p)&; + 01 [&—y—(a— ) §] =0
e di qui, derivando i due membri rispetto ad «:
B0y =0

e derivando rispetto a f: 077 = A’ =0,
Risulta allora in ogni caso A% = 0 e quindi 0; == my -~ B (#) (m costante).
Dalla (103) che ora si riserive:

mé — & + B(f) + (a— p) B’ — & B omEe
(105) | ’ = 0,
| 0, A+ (@—pf)of + (@—0) wd f 4 o

si ottiene, derivando i due membri rispetto ad «:

mé —& + B () + (a—p) B’ —E" 4+ mEe [

w; + (o= f) wf + (e—0) @f 0 |
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ossia, tenendo conto della (102): &° = m&, da cul &— mé; = ko + h, con
b, k costanti. La (105) diviene allora:

| B—pB— Bk
I - 0,
| .
| 07— poy — ) o] 4+ o] |
ossia:
Bk —h B — T
(106) =0
w; -+ (—0) o) coé3 - ?

Ora B (f) non puo essere lineare perche se B==rp+s (con r, s costanti) si
avrebbe "0, =y 3 rf s eV apparterrebbe mall’S; diequazione: iy
— 8, == hamw, -~ hra, — smapy —- sk .

Posto B{(f)—kf —h = H (), la (106) da:

| H H?
=0

b
| 0 + (f—0) ] ol + o)

e lintegrale generale di questa equazione nella funzione incognita w, é:

Wy = H(I)[/i—]:—(—)] ; |
M & dunque della forma:
7 & mé&;, + ko 4 h
M=P ¥ my -+ kp -+ 4+ H (f)

Ora, affinché un’equazione come la (18) possegga i sei integrali f — o, 6 —«,
— &) —8)

y— b B[P0y — &) + BB —a) + H (B, 2] 8, » +H¢7[’3H‘ s
E I

—my — kf —h— H (B) e quindi (data la linearita della (18)) anche i due integrali
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HB) e KB,y 0) P,y + Hpy) — my — kff — I, ¢ necessario — come

7!
si vede con un semplice calcolo — che:

H 4 (a—f) H mt
(107) | -,
K4+ (a—f) K"+ (5—) K7 + (a— K KF 4 E K + K|

e di qui, derivando rispetto ad o:
g KV [H + (a0 — p) H] =0
Se fosse H - (x—p) H? =0 dovrebbe essere addirittura H == Hf =0
e quindi 'S;: x;—»y = m (2,— »,) + k (w3~ x,) conterrebbe V,; deve essere

D,

ertanto K7 = 0, ossia ——————
P ) O G T Hen

—m == 0, eppertanto: ’

Dy = m (y + Hep;) + @s ()
K = mHep, -+~ s (0) —Ef— 1 .
Sostituendo nella (107), che ora pud scriversi:
i H gt
|
| K- (f—9) K’ K L K?

si ottiene:
! H HF
| Hp, gy — b+ (B— 8 gl —mpt) g — ke mEHF [ — (B— O)gL/H] |
ossia:
H(g— %) —H [ps— kf—h + (B— 8) )] = 0;
di qui, derivando i due membri rispetto’av d:

6() [H H/? o 5)] - 0;
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pertanto, poiche H — H? (f— ) = 0 (altrimenti sarebbe H =0, e V, appar-

terrebbe a qualche S;): ¢ - 0; ma anche questo & da esludersi, perché se
fosse: g (0) =16 -+ s (r, s costanti), e quindi: @y = m (y -~ He;) + 10 + 5,

'S, di equazione: h (wy — ma, — 1) — § (@, — ma, — kay) = 0 conterrebbe V.

16. — Riprendiamo m (81), con Vipotesi & == 0, cioé:
o koo - h &, (er)
(108) M = y 05 By |
0 0, (B, v, 9) @ (9, 0;)
con k, h costanti (h 5= 0).

Le tre funzioni -0y <= &; 0; ==y, @ (d, 0;) — 0; devono essere integrali-di
un’equazione della forma:

(109)  A[X + (@—p) X + (5—p) X7 + (2— ) X°] +
L [X X X X =0

(& == ka -~ h). Se X & un integrale della (109) che non dipenda dalle variabile o,
risulta:

O — & @— ) O]+ (ke £ R—y) O] —E OLR 6]

1 X o f) XP b (k- h—-p) X + (2 —8) X XP4 X7+ X° -
ossia:

|0 & ol —BOf + (=) O} ~$+%+M§§;O

i X —BXP + (h—y) X' — 6X° XF 4+ kXY + X0 o

Derivando rispetto ad e si ha:

‘ . o !
(110) g =01
| X —BXF 4 (h—y) X7 —8X° X L X 4 XY
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poiche &% 7 0, in forza dell’ipotesi che ¥, non sia contenuta in aleun §,, e
poiché il determinante che compare nel primo membro della (110) & lineare
rispetto ad «, si conclude che ogni integrale della (109) che non dipenda da o,
¢ integrale del sistema di equazioni differenziali:

Ar—"* f));{Yﬁ -"* (h —— ’,‘/) X?’“‘ (SXls ez ()

e quindi ¢ dellz forma: X = (83— 6) P [lﬁg—/—;—h}
Si ha pertanto, posto 05 = @ (9, 0,):

. kg~ 4+ h

b, =y + (/5)'*5)%{—‘[;’_“—6*—]

B N kf—y -k
.08 =05+ (f— O)gs [—‘BT}
Col cambiamento di variabili:

v B 2 Q w kp¥ —p* 1 D
R R R R s i

e seguitando a scrivere o, f, y, J in luogo di «¥, B*, y* 6% la (108) si trasforma
nella:

[ x koo 41 £ (@)
i = [ p Y 05 (8, 7)
kB —y 4 h Ckf—y - R [
p— —f—%—' y =P ST g @) 0+ ﬁ—-T’f’“—L Ps (9)

Ogni varietd rappresentabile con una matrice siffatta soddisfa oltre alla
condizione (m,;) anche la (7). Passiamo allora fralasciare questo caso che con-
duce a varietd del tipo (VII), gid considerato nel n. 10, oppure di uno dei tipi (V),
(VI), (VIII), (IX), (X) che esamineremo nel seguito. Infatti se gli §; tangenti
di una V, segano secondo piani ciascuno dei due S5 7oz, T, €881 8i appoggiano
tutti al piano z; intersezione di questi due S, . Invero i due piani che un §,
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tangente di 17, ha a comune con 7, € con my,, i quanto situati nello stesso S,
hanno a comune un punto necessariamente situato su s, . Se ¥, soddisfa inoltre
le condizioni (m,), (m,), essa soddisfa le condizioni (), (7.), (7s), (@), (Ts):
si cade nei casi suddetti seambiando tra loro i plani my ¢ ;.

- 17. ~ Per cio che concerne le varietd (81) non resta che esame del caso
in cui sussistano le (85); e per c¢id basta che sussista la prima delle (85). Inoltre,
poiche nel n. 16 il caso & == 0 & stato esaminato senza nulla supporre cirea la
validitd o 1la non validith delle (85), possiamo anche supporre £ == 0. Questo
caso si esaurisce allora in poche parole.

Sussistano dunque le:

(111) 05— & 4 (x—f) Og" A (& —y) 07 =0
(112) ; - T/ S/ ()

Derivando rispetto ad « i due membri della (112) si ha: — &7 + &9 07 = 0;
e di qui, per le attuali ipotesi, segue che 67 & una costante. Posto 0; == ¢y -
-+ ws () (con ¢ costante), 1a (112) fornisce — & + wf -+ &% =0, e da cid segue
che anche w! & costante, sicché 0; = ¢y -+~ bf + d con b, ¢, d costanti.
© La (111) da allova: & (a) = ¢& -+ ba 4 d, onde 1'S, di equazione @; — i, ==
ww ¢ (g — &y) -+ b (@5 — 3y) contiene V.

18. — Passiamo ora alla considerazione di varietd del (IV) tipo, e cioé:

0y (o, ) aby (a, ) 0 () Og (o, B)
(113) M = 4 0s (By ) 05 (B, 7) ’
B 0, (3, ) 0, (8, 0)

e supponiamo che le sei funzioni y-— 6, 0, — 0,y 0;— O, v — Oy, 05— by,
05, — 05 8,, ¢ quindi anche le tre funzioni 6 — 6,, 0, — oy, 05— 0, B,, siano in-
tegrali di un’equazione differenziale del tipo (18), sicché: '

(114) A0, —0;) + v (Gﬁ — 0“5) - QOZW 0’0’7) = ()

2 (05— 0g) + v (0% — 0F) + 007 — 60 =0
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(115)

(116)

D. GALLARATL
(2 (= 0p) w0508 9 20
§ A —aly) — p (al)y + 0g) + v (0F — 20]) 4 007 =

| A0 == 0, 00) =y (0, 05 4= 05 0g) 4+ » (67— 0, 07) + 0607 =0

[ 48— 0p) — b — 90! - 6 =0

2(0; — ot0) — pu (ally + Op) + v (67 — afl) -+ 60] =0

Notiamo che, per le ipotesi ammesse, le tre matrici:

(117)

(118)

(119)

y—03 0 1 1 f
0,— 0 0p— 07 o o %
0,— 0, 0% — 0 0 @%
y— 0, o . s 1
6, — o, of2 -4~ 0, 07 — bl or 0,

6, — 0, 6, 6, 0% + 02 6, 07— 0,0 o
5— 0, 6 — 07 1

6, — af, B2 + 0, 0f — ab? 62

0

L 0,— 0,0, 0, 0% -+ 62 0, 0% — 0, 07 0

8

[ 2 (B~ 0, 0a) — g0 (0, 0% + 02 05) + v (07 — 0, 07) + 0 = 0.

[38]

hanno caratteristica ¢re. Infatti, posto 6,— 6, = (y— 0) wygz, 0;— 05 =
= (y — 0) wsg, 1a (117) diviene:

y— 0 0 1 1
(y—0wy  (y—0wl,  (y— 0w, +wy —(y— 0wl + vy

(y—0wss  (y—0)w),  (r—0)l +ws  — (y—-8)wly + wse

§

H
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e se questa matrice fosse nulla sarebbe nulla anche quella che se ne deduce sot-
traendo agli elementi della seconda orizzontale quelli della prima moltiplicati
per m,, ed agli elementi della terza orizzontale quelli della prima moltiplicati
per w;, . Si avrebbe dunque:

i a v O]

w Wy Wy;

:i Pl
I v L)

| Wiy Wiy Wig

;

¢ quindi le tre funzioni y— 6, 0,— 0,, 0,— 0, savebbero proporzionali a fun-
zioni di una sola variabile, e I'S; di equazioni @, — &y = @, — &, == ¥g— ¥ = 0
(ciod 1'S; my,) segherebbe in piani ogni S, tangente di V,. Per P'osservazione
finale del n. 16, possiamo escludere questa circostanza.

Similmente la (118), posto 0, — af, = (y — 0o) Wy, 05— 0, 0, = (y — 0,) was,
puo- seriversi:
;i y - g 05 - B8 1
i
E}
|

{y — 0,) wyy — (y — 0y) (’f;; -+ 6: Wy (’}/ — ) CU;& - 9'3 oy (y— 0,) 6()2’4 -+ iy

’! (y—0p) W —(y— 0o) wpy - 0; w5 (Y — o) wga — 0: wss (¥ — Oo) w3+ was
e questa matrice sarebbe nulla se e soltanto se fosse:

B
14

a

Wy,

ofy o
=0

a 2 3
w25 w25 w25 |

e cioé se e solo se V, verificasse anche la condizione (7t35), €10 che ora possiamo
escludere.

Tn modo analogo, se fosse nulla la matrice (119), V, verificherebbe la condi-
zione (7u) .

Le (114) implicano allora che i rapporti A:#»:¢:o¢ non dipendano dalla
variabile o; le (115) implicano che i rapporti A:p:»: ¢ non dipendano dalla
variabile 8, e le (116) che i rapporti A u: »: ¢ non dipendano dalla variabile y.
Si pud dunque supporre che 1 e » siano funzioni della sola 8, che u sia fun-
zione di e ff, o di B ey, o di B e §, sicche la (18) sia della forma:

(120) A(B) X + e ) X+ v (B X + 0 (B, ) X7 + o (8) X* =0.
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La prima delle (114), che ora pud scriversi:
By A0 By y) =2(B)S +a (B, 9),
asgicura Desistenza di una funzione m (8), della sola variabile B, tale che:
o (B, p) =m(B)—yd(B), o (B, 0) = m (f)— 02 (B);
la (120) diviene allora:
LB [X = X7 — 0X°) + (o, f) X + v (B) X7 + m (B) (X7 + X) 0,
¢ poiche questa equazione deve possedere gli integrali 0, — 0, e 0,— 0, risulta:
(121) 2 (B) [05 — 0y + y0; — 603] -+ v (B) (687 — 07) + m (B) (67 — 0r) == 0
(122) - 24B) [05— 05 + »0;— 0031 -+ » (B) (6 — 6%) + m (B) (02— 07) =0.
Derivando rispetto a y i due membri delle (121), (122) si ha:
[72 (B)—m (B)] 037 — v (B) 6" =0
(123)
(72 (B)—m ()] 67 — » (B) 027 — 0,
¢ similmente, derivando rispetto a 6 i due membri delle (121), (122)
(62 (B) — m (B)] 6" — » (B) 6F° ==
(124)

[04 (B) —m (B)] 62 — » (B) 67 =0

Le (123), (124) esprimono che le quattro funzioni 0, ») (i=4, 5, 7, 8)
sono integrali dell’equazione differenziale:

(125) [#A (B)—m (£)] 6= — » (B) 6F =0,
e cioe, se » () = 0, esse sono della forma:

0 =2 [xd (f) + B ()]

oveA(ﬂ>:expf’“‘ﬁ a, B(ﬁ)z—f D20 a5
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Pertanto se » (f) 5= 0:
0 (B, #) =D, [wA (§) + B (B)]
e quindi
0: B, @) =[1/ABTH, [z4 (B B+ (p) (@ =4, 5,7, 8).
Sostituendo nella (121) e tenendo conto che A7 = (1/p) 4, si ha:
(126) 2 (B) [wr— o] + v (B) [0f — ] + m (B) [H, — H|] =0:

e di qui, derivando i due membri rispetto a y e rispetto a 0 e tenendo conto
che A4 (f) =0 si ha:

m(B) H, =m (B) H, =0
¢ similmente:
m (B H, = m () H, =0 .
Se km (B) 20 si ha H, =0 (1 =4, 3, 7, 8) e quindi:
0. (B, @) = [1/4(8)] [a: (@A + B) +-b,] 4 o, (B) («;, b, costanti),
e cioé 0, (f, ») & della forma:

0: (B, @) = a; @ + 9, ()

e quindi:

& (“ﬁ) oy (“ﬂ) 0, () & (“ﬁ)
M = v sy + 0, (B) asy + 5 (8)
I} q é + N7 (/3) ay 0 -+ s (/)))

rappresenta un cono.
Sia ora m (f) = 0, e quindi B (f) = b (costante),

e =—7yA(), o=—2081(f)
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ed inoltre:
0: (B, @) =[1/AR] H, [yA (B) +b] + o, (p) (i =4, 5, 7, 8).

Sostituendo nelle (115), (116), e ricordando che A%/4 == A/», si ottiene:

(127) Ay - 02 = w0f =0
[ Awy — ,U'e() -+ vwf == ()
(128) $
{ }'0)5*“!"03 0() —%— 7’(1)’; =0

Jr; — 1y + vl =0
dog — p02 0y + vl =0,
ed eliminando u flalie (128) si ha:
0% (Aw, +‘0wf) = Jws + vo .

Di qui, poiché 62 non puod essere una costante, perche altrimenti V, appar-
terrebbe a qualche S, segue che deve essere: Aw, + vof = dw;, -+ vof = 0.
Poiche 6, = 0 le (128) assicurano allora che u =0, e le (127), (128), (129) pos-

sono scriversi:

10, + v08 =

w; + rof =0 (i =4, 5, 7, 8).
Si ha inoltre:

AA — AP =0;

eppertanto:

Ne segue:

— (k; costanti)
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La matrice 3 diviene allora:

& (o) ©ooe (o) _():, () & (oc)‘
4(f) L) A
1
M= , - 4 4 p] = kY e L H . T s bl - e
7 A (ﬁ){H‘i ['}/41 (ﬂ) i b] i 71} Ty (ﬁ)IHd[l 1(/9) i b] : lo}

1 |

Tt H 04 B) 4 0]+ e m{ H,[34 () +b] + 1, }

e moltiplicando tutti i suoi elementi per 4 (8) si vede che questi risultano fun-
zioni solamente di «, y4 (f), 64 (). Anche questo caso, dunque, va escluso.

Non resta ormai che il caso in cui valgano le (123), (124) con By =0,
sicche in huogo della (125) si abbia:

(22 (B) —m (B)] 0= = 0.

Ora & escluso che 1 (B) =m (f) = 0, perch¢ altrimenti si avrebbe anche
0B, y) =0 (B, 0) =0 e la (120) si ridurrebbe alla: X“ == 0 e risulterebbe
0 = («b,)* == (0, 6,)* = 0, il che non pud essere. Si ha pertanto:

07 = @i (F)
e quindi
0: By ) = . (B) + 2p: (B) (i =4, 5, 7, 8).
Le (115) forniscono allora:
(130) 20, + b —m (B) =0
(131) Ay — 10y + m () (py — ) =0
(132) Awg— 118y 05 -+ m (B) (g5 — 6,) =0

Eliminando g dalle (131), (132) si ha:
(133) 0; [Aog + m (@ — )] — [Aws +m {ps—0)] =0

’

e di qui, derivando i due membri rispetto ad «, tenendo conto che 0% 5 0:

A (B) @, (B) +m (B) [py (B) — ] =0.
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Ne segue: m (f) = A (f) wg (f) = 0; e Ia (133) dd: Aw, == 0. Non pud es-
sere wy (f) = w; (f) =0, per Pipotesi che ¥, non verifichi la condizione (m,);
quindi 4 (f) = m (f) = o0 (fy) == 6 (f0) = 0; ma cid & escluso perché altrimenti,
come poc’anzi, la matrice (113) rappresenterebbe una 17, .

19. - Consideriamo ora varietd del V tipo, ciod:

1 o 0, ()
(134) B B0, () B0 (=) |,
¥ 2 705 (B, )]

supponendo che le sei funzioni f—1, y —1, f0, (&) — 2, p0; (2) — 0, («), ¥6 — 2,
vl (ot, 0) — 0, () siano integrali di un’equazione della forma (18).. Sostituendo
nella (18) in luogo di X successivamente f-—1, y-~1, p0, — o, f0; — 0, si ha:

po== A (1—f), o = Al — V)
[ A0, —a) +ou (B0 —1) =0

(135)
A(05—0,) + u (BOS—05) =0

s

Non pud essere A == u ==0 perch¢ altrimenti la (18) sarebbe X° = ( e non

potrebbe possedere Vintegrale ydé — o; dunque:

(135) =0
0 — 0, BO:— 0

H

ed anzi, poiché il primo membro della (136) ¢ lineare rispetto a f:

(03— ) 05— (05— 0s) =0
(137)
(O —a) 07— (0, —0,) 07 =0.
Le (137) sono intanto verificate se 0, = o, 0; = 0,; ed ora mostriamo che non
vi sono altre possibilith. Invero, poiché 0 5= 0, la prima delle (137) da:

0, — 6,

5

)

0, =o +

[ON-Y
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e quindi:

go o 05 08— (05 —0,) 05"
v (63)2

e sostituendo nella seconda delle (137):

(05— 0)2 6% =0 .

Poiché 0;* == 0, risulta allora 0; = 6, e quindi anche 0, = «.
Le (135) implicano allora che y == 0, e quindi le funzioni y6 — o e y0; (, 6) —
— 0, («) devono essere integrali di un’equazione della forma:

AX +(1—p) XF + (1—9) X7] + ¢X* =0,

sicché: (0——a) 00 = 0,—0,. E cid implica Vesistenza di una funzione
o (), della sola variabile a, tale che: 0, («, 0) = 0, (&) + (6 — &) w ().
La matrice (134) deve dunque essere della forma:

1 o 0, (O‘)
M =g f £05 (e2) :
y y0 y [0: (o) + (6 — &) o ()]

od anche, con un semplice cambiamento di parametri:

1 . o 0, (o)
(138) M= of B0, ()
¥ ay + 0 v0, (o) -+ b ()

Viceversa, si verifica in modo immediato che tuiti gli S, tangenti di una V,
della forma (138) sono incidenti ai quatiro piani 7;, ed anzi hanno a comune una
retta col piano sy; essi inolire segano secondo piani ciascuno dei tre Sy 7ry3, Tos,
7Ty« Una Vy della forma(138) ¢ composta di oot Sy aventi a comune un punto con
clascuno dei tre piani my, 7., 7, ed une retia con il piano w, .

5. — Rivista di matemaliica.
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20. — Sia ora V, una varietd del VI tipo, cioé:

(1 o 0, («)
(139) M=y By yos (B) |
L(S da (o f) Oy (ot )

ed imponiamo l'esistenza di un’equazione come la (18) avente gli integrali
y—1, 0—1, fy—a, yw; (B)— 0, (o), dw; (o, ) — o, e, (e, f) — O, (). Per cio
¢ necessario e sufficiente che le funzioni yw, — 0,, dw, — &, dw, — 0, siano inte-
grali di un’equazione della forma:

AMX 4+ P—a) X+ (1 —9) X'+ (1—08) X°] + » [y X"+ XF] =0;

deve cio¢ risultare:

| ws— O (f—a) 0 ¥ (@f— 6;)

|

I

|
(140) ;; w; — o - (f— o) (bl —1) y (bl —1) + 6(0’5 = 0.

I

L

| oy— 0, + (B—a) (dwg—05)  y(dws— 05) + dwff |

Sara intanto nulla 1a matrice che si deduce dalla (140) ponendovi y = 0;
e cio, tenendo conto che w? ed w? non possono essere entrambe nulle per Vipo-
tesi che V, non soddisfi la condizione (7,,), implica che:
w;— 0, — (f—a) 03 = 03

e di qui, derivando i due membri rispetto ad o: («— p) 65* =0.

Questo caso va dunqgue escluso perché conduce a varietd contenute in
qualche 8, .

© 21. — Passiamo ora all’esame di varietd dell’VIII tipo, cioé:
[ (e, . ) o (a, p, 8) O, () A (e, p, 0)

(141) M=ipBy. 0 Puy.0 OB up v 9.

1 v 8
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Affinche gli spazi tangenti di una siffatta varietd siano tutti appoggiati al
piano s, ¢ necessario e sufficiente che abbia caratteristica quattro la matrice:

A—1 ok —y 0, A— 4 p—1 pr—y O, 0— 9
A A i 03 4 + 0, 2% 0 0 0
0 0 ‘ 0 wh wpuf 00 0,
A ad’ —1 0, A W ' —1 05 ¥
2 ol O, 2°—1 20 Bu’ 0y 1 —1

e cio¢ che esistano cinque funzioni non tutte nulle 4, B, 0, D, E tali che:
[ A (A—1) L B2 - DN L EP =0

A (ah—y) + B (A + al®) -+ D (ahi —1) - By 2’ =0

| A (0, A—8) + B2 A -+ 0, 4% + DO A -+ B (0, 2 —1) =0
(A (u—1) + Ouf + Dy - B’ =0

A(Bu—7) + € (u + ) + D (Br'—1) + B’ =0

A (05 u—0) + C (0 1 + 6, uPy + DO, ¥ + B (0, w—1) =0,
e quindi:

[ 4 (/1-1;) -+~ B} + DN + BN =0

(142) 7 Ad(@¢—7y) +BA—D =0

| 4 (0,—0) + BAY; — B =0

A (u—1) + Cuf + Dy? + Ep =0

(143) T AB—»)+0u—D=0

| A (0;,— ) + Cubtf—E =0,
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Mostriamo in primo luogo che le ipotesi ammesse assicurano che non sono
nulle le matrici dei coefficienti di 4, B, D, E ed 4, €, D, E rispettivamente
nei due sistemi (142), (143). Supponiamo invero che sia, ad esempio:

Ii A—1 2 2 2 i
! a—y 2 —1 0 iwo;
| 6—s a0 —1 |

cid significa che:

(144) A 0r AN 20 =0

(145) A—1 4 22 (0,— 08) + 2 (a—y) =0.

La (145) esprime il fatto che la funzione A —1 ¢ integrale dell’equazione
differenziale:

X+ (e—yp) XV + (6,—6) X° =0

il cui integrale generale é:

8 — 6,)
X =(y—a)® [ -,
vy
sicche
6 — 0,)
Joe=1 (y—a)qs( -
Y —a
5 — 0,
Sostituendo nella (144) si trova, ponendo & = 00, e tenendo presente
v —o

che @ == 0 (per Pipotesi che V, non appartenga ad S,):
D (&) —ED° + 02D =0

il che implica che @ 5% 0 e che

(146) 0% = & — QD"

sia una costante, in quanto il secondo membro ¢ funzione della sola variabile &.
Ma cid ¢ escluso dall’ipotesi che V, non appartenga ad alecun §, .
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Le (142) implicano che i rapporti 4:B:D: E non dipendono dalla varia-
bile § e le (143) che i rapporti 4:C :D:F non dipendono da «. Si pud allora
supporre che 4, D, B siano funzioni dell sole variabili y e d, che B sia funzione
di «, y, 0 e che C sia funzione di §, y, 6. Derivando rispetto ad o la seconda delle
(142) e rispetto a f la seconda delle (143) si ha: 4 + (BA)* = 4 + (Cu)f =0;
ne segue (BA)* = (Cu)?; esiste quindi una funzione H delle sole variabili y, &
tale che: (BA)*=H (y, 8), (Cu)f= H (y, 5) e pertanto esistono due funzioni
K (y, 8), Ky (y, o) tali che:

(147) Bi =aH -+ K, Ou = pH + K, .
Si ha pertanto:
A(@—y) +el + K—D =0,
AB—y) +pH + K,—D =0
e quindi:
(148) (4 + H) («—f) + K — K, = 0;

anzi, poiche il primo membro della (148) é un polinomio di primo grado in & —
con coefficienti che dipendono solo da f e y, deve essere: H =— 4, K = K, .
Le (147) danno allora:

(149) Bl =—ad + K, Op =—p4d + K,
onde la terza delle (142) e la terza delle (143) divengono:
- A(0,—0)— (x4 — K) 0 —F =0,

A0;—08)—(BA—EK)0:—FE =0 .
Ne segue:

A (0, — 05— aff + 08 + K (6% —6F) =0
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e di qui, derivando rispetto ad o« e rispetto a f:
03¢ (Aoo— K) = 07% (A8 — K) = 0.

Per le ipotesi ammesse si ha 65 657 52 0; quindi: 4 = K = 0; e per le (149)
— tenuto conto che Au #0 —: B = ( =0. Le (142), (143) danno infine:
D =5 =0.

Si conclude che una ¥V, del tipo VIII, che non giaceia in qualche 8;, non pud
avere tutti gli S, tangenti appoggiati al piano =, .

22. ~ Consideriamo adesso varietd del tipo IX, cioé:

{ 1 ® 0, (o)

(150) M=| i 0 ()
|

[2 (oefy0) A (ofyd) y 2 (ofyd) O (y)

Affinché sia soddisfatta la condizione (7,) & necessario e sufficiente che la
madtrice: ‘

§—1  fd—ua 80, — 0, A—1 dy—u 20, —- 0,
0 1 — e Ny—1 A0, 6
0 5 50" bl My 2 0,

0 0 0 PE Wy +d A0+ A0
1 F; , 0, 2 2y 20,

abbia rango quattro. Devono dunque esistere cinque funzioni 4, B, ¢, D, E
non tutte nulle tali che:

A(6—1) +F =0
1s1) ABS—a)—B + €6 + Bf =0

4 (605 — 6,) — BO; + C60° + EO, = 0,
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A(A—1) +Bi* + 0 +- Dy +EX =0
(152) Aly—a)—B +Di =0

A (By— 0,) — BO* + DAGL =0 .

Se la matrice dei coefficienti di 4, B, 0, ¥ nelle (151):

61 0 0 1 |t
|

(153) . po—a —1 ) B t
Co0,—6,  —or o0 0, |

non ¢ nulla, le (151) danno:
(154) A:B:C:E =06(05—060):6{0,—0, + (x—p) 6% }:
{0, — 0 + («—pB) 03 }: 6 (6—1) (67 —03) .
Eliminando DA dalla seconda e dalla terza delle (15»2) si ha poi:
A (65— 0.) — BO; — 67 [A (y — ) — B] =0,
ossia, per le (154):

(0 — 0F) [0g— B, + (c—p) 02] + (67 — 6%) [6;— O, + (2— ) 67] = 0;

e di qui, derivando rispetto a y e tenendo conto che 0)7 5= 0 per ’ipotesi che V,
non appartenga ad S,:

(c—p) (65— 05) + 0,— 0, + («—f) 0 = 0.

Cid implica 6% — 62 =0 e quindi 63 = 6% = 0 contro le ipotesi.
D’altra parte se la matrice (153) & nulla, risulta ancora 62— 67 = 0. Le va-
rietd del IX tipo vanno dunque escluse anch’esse. ‘
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23. — Mostriamo infine che nessuna varietd del X tipo, che non giaccia in
spazi di dimensione <7, pud avere tutti gli S, tangenti appogeiati al piano m, .
Infatti la condizione necessaria e sufficiente affinché gli S, tangenti di una V,
del tipo:

1 « 0, () Wl
M= Jige) " 905 (5) i
¥y 79 (o, ) 7P [g (o, /5’)],4

siano tubtti appoggiati al piano n, & che la matrice:

6—1 Bé—u« 60, — 0, y—1 vy — o yDg (g) — 0,
0 —1 — 0; 0 gt —1 YDy —0;
0 6 567 0 9’ r®; o
0 0 0 1 g Dy
1 ) 0, 0 0 0

abbia caratteristica quattro.
Come nel n. 21 si riconosce lesistenza di cinque funzioni 4, B, ¢, D, E
non tutte nulle, tali che sussistano le (154) e tali inoltre che:
A@y—1y+D =0
(155) A(g—a) + B(yg*—1) + Opgf =0
A (D, —0) + B (yP2 g —03) + Oy B 9P = 0.

Supponendo, come & lecito in forza delle (154), che 4, B, ¢ non dipendano
da y, la seconda e la terza delle (155), che sono lineari rispetto a y, implicano che:

Bga + Ogﬂ =0,
e quindi:

005 — 0. + (@—p) 0] g% + [0:— 0, + («—B) 2] ¢* = 0;
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e c¢id, dato che il primo membro & un polinomio di primo grado rispetto a 4,
esige che: :

[6s— 0, + («— B) 0] g* == [Bs— 0: =+ («—p) 0,] ¢" =0

Ora ¢“ e ¢ non possono essere entrambe nulle, perché altrimenti V, ap-
parterrebbe ad un S;; quindi:

[0, — 6, + (2 —f) 7] [0 — 0s + (x— ) 7] =0,

Ne segue subito: 02 0% = 0; e cid & contrario all’ipotesi che V, non appar- .
tenga ad aleun 8§;.

Rileviamo esplicitamente che i risultati dei n. 22, 23 non sono in coutrasto
con quelli del n. 19, ove abbiamo ottenuto delle ¥, con gli spazi tangenti appog-
giati ai quattro piani z, e seganti secondo piani tre S;; ma questi tre S; non sono '
generici, avendo a comune il piano 7.

24. — Ricordo infine, per comoditd del lettore, alcuni dei risultati conse-
guiti in [2].

19). Esistono nello spazio S, due diverse famiglie di V, differenziabili,
‘non coni, le quali hanno gli spazi tangenti che, senza segare secondo piani un
medesimo S;, sono tutti incidenti ai tre piani 7, 7., 7, . Esse sono:

1 o B

(XI) ¥ vEo f) v Ea(B));
E 8K, (e, B) oK, («, B)
18 01 (e:B) 0 ()

(XII) y ‘04 (o) 05 (ey) | -
I 0 («d) 0, (d)

20),  L’unica varietd V, di S,, appartenente alla famiglia (XT) e soddista-
cente all’ipotesi (7,), ma non ad aleuna delle (7;,) ¢ la V¢ che al modo di C. SEGRE
rappresenta le coppie di punti estratti da due piani.
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39).  La ricerca delle V, della famiglia (XII) che soddisfano alla condi-

zione (7,), ma non ad alcuna delle (), conduce ai seguenti tipi:

o+ p A1 (o) + B, ()
(156) ooy 4y (@) - )
o+ 0 A; (@) + Dy ()
[ B « + By (B)
(157) Y o 4 0y ()
5 a+Dy(9)

A (d) =+ B, (éc) () + Bo (o)

(158) A + yo (@) w (%) + yg, (@)
A (o) + Oy () u () + 0, (a)

( p B2 (@) + v (2)

(159) y vA (@) + @, (@)
8 02 (@) + @, («)

Le (156), (157) sono entrambe del tipo:

Aq () + By (B) 4 (@) + B, (B)

M =4, (@ + C @) Ay () + Oy (p)

4, () 4+ Dy (0)

P () + Culy)|,

4, () + B, (IS)
A, () + C, (7’) )

4y (x) + D, (6)J

@ (o} + B, (B)

@ () + D, (é),

o) 4 /3902 (o)

(@) + ygs ()],

v (o) + Oy (o)

B (@) + @» ()

@ () + @5 ()

O (@) + @, (o)

le (158), (159) sono serie semplicemente infinite di spa,zi 8, appoggiati ai quattro
piani 7;; in particolare, le (159) sono serie di oco! S; seganti i piani 7, in quatmo
punti complanari. :

1 teoremi enunciati al n. 1 sono cost dimostrati.
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