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Pioro SaxToro (%)

Convergenza delle approssimazioni successive

per le equazibni differenziali di ordine n. (%

1. Nel presente lavoro si stabiliscono teoremi di unicita locale e di conver-
genza delle approssimazioni successive in un intorno destro del punto
0 = (0, 0, ..., 0) per il problema iniziale relativo ad un’equazione differenziale
d’ordine n, vale a dire per il problema:

(A) am = f{t, » o, .., ") B = %IZ%
2 (0) =& (0) =... =gV (0) =0.

Si deducono dapprima (n. 2), da noti risultati relativi ai sistemi, due teoremi
supponendo, oltre altre ipotesi, che 1a f (¢, x;, ..., @,) sia definita nel paral-
lelepipedo chiuso 0 <¢<a, |®;| <b ivi continua e quindi limitata.

In seguito (n. 3) viene dato un teorema di unicitd e convergenza delle appros-
simazioni successive supponendo che la f (f, @, ..., #,) risulti definita e con-
tinua soltanto nell’insieme 0<<t<a, |®;|<<b(*) con Vaggiunta del punto
(0, 0, ..., 0) e sia ivi limitata e soddisfi ad altre opportune ipotesi. ’

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Firenze (Italia).
(**) Ricevuto il 20 settembre 1961. I Autore della presente nota fa parte del
6o Gruppo di Ricerche per la matematica del C.N.R..
(1) Per teoremi di sola unicitd negli insiemi non chiusi efr. [7], [8], [13].
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2. Per un’equazione differenziale del primo ordine ¢ elassico il seguente teo-
rema [9], [10], [11], oppure [12]: ‘

Teorema A. Se g(t, y) ¢ continua per 0<t<a, ly| <b, a>0,
b >0 e soddisfa la condizione

End

(1) 9 =g DI<-ly—y| por 1>0 e 0<k<1

allora esiste una sola soluzione del problema
dy

(B) ¥y =g y) Y=g

y(0) =0

¢ detta soluzione si pud otlenere mediante il ]nocedzmmzto delle app7 08simazions
—-successive - di-PICARD-PEAN0 per 0 <0 "con :

b
(2) d = min (a,, —)), ove I =max |g(t, y)|.
iy 0=t=<a
lv)=p

Recentemente ¢ stato dimostrato da vari Autori ([2], [3], [5], [6]) il seguente

Teorema B. Siconsiderino le costanti a, f, k, p, tali che

(a) 0<a<1,
(b) f<a,

(e) 0<k, 0<p,
(@ 2

Se g (t, ¥) é continua per 0 <t < a, |y | <b e soddisfa le condizioni:

_ k _

3) lg @ y)—gt, y)]<—tly—y[ per 10,
- y—yl

39 lg (¢, 3/)—{/(15,’1)i<p]———w—-—l— per t >0,

allora il problema (B) ammetie una sola soluzione che si puo ottenere mediante il
procedimento delle approssimazioni successive per 0 <t < o con & dato dalle (2).
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In questa prima parte del lavoro esaminiamo alcune estensioni possibili
dei due teoremi al caso delle equazioni differenziali d’ordine n.

Il teorema A & stato esteso ai sistemi di equazioni differenziali del primo
ordine [1], [4], [10] con il seguente

Teorema A’. Se g(t, y) é un n-vettore definito in R*1: 0 <t < a,
ol <b, a>0,b>0 ivi continuo e soddisfacente la relazione

- Lk _
1 Hg(t, ?/)“g(t7 y) ”<1—|“/"‘.7/”v >0, 0<hk<1,
allora esiste una sola soluzio’)ic del problema
y=90 v
(B')
¥ (0) =

e detta soluzione si pud otlenere mediante il procedimento delle approssimazioni

. b
successive per 0 <t << d con 6 = min (a, ~> essendo M =
M (t, ‘y?cR

(4) e =216&10
d=1
D’altra parte & noto che il problema (A) si puo ricondurre al problema

w =&y 4+ k(£ )

(©)
% {0) =0
con
@ @ 010..0 0
@ ) . 001 ...
% = , == , d = , bty u) =
-l ™ 000..0 ft, @, @, ..., @n=2)

(2) Si noti che il teorema sussiste ancora allorché si prenda come norma

(4") &l = Max| & (efr. [1]);
1<i<n
oppure come norma

(4") &l = (Z L& 9%

t=1
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Sia
(5) y =8avy, Y (0) =1,

sia cioe

1 ¢t 2y L Yy (n—1)!
, 0 1 t e (2!
0 0 0 1

ed operiamo la trasformazione
(6) o u = Yz

ed allora il problema (C) diviene equivalente al problema

z =Y 1h(, 2)
(B")
2(0) =0.

In base al teorema A’ si ha che il problema (B”) ammette una sola soluzione
e le approssimazioni successive convergono se

(M) YT 2)—h(t2) || <@EM) | Y(e—2) | cont>0 ¢ con 0 <k<1.

Essendo
1 —¢ 320 o (1)t gy —1)!
I —t . (—1)z g2 (n — 2)!

TL(l) = Y(—1) =
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segue che la (7), tenuto conto di (6) e di (4), diviene

n—1
: z [ i) o gD |

(8) | f @, @ vy V) — (2, Doy @'y ony E/.«.n—U)l < n EQET”’“ , @O = (%),
21‘"/]'!
i=0

Possiamo percid affermare il seguente corollario al teorema A:

Corvollario A'. Sia 8 Uinsieme dei punti (1, %o, @y ooy Bnp)s
0<t<a,|a|<b; (j=0,1, .., n—1). Se f(ty, @oy By, eeey Baq) € une funzione
continua in S e soddisfacente per ¢ >0 la relazione (8) con 0<<k<1 allora il
problema (A) ammetie una sola soluzione che si puo oltenere mediante le approssi-
maziont successive in 0 <t<<4.

Partendo dal Teorema B si ha la seguente estensione, che di esso ¢ stata data
ai sistemi [2].

Teorema B. Se g, y) é un n-vettore definito in E™': 0 <i<a,
|y <b a>0,b6>0 ivi continuo ¢ tale da soddisfare le relazioni:

— k —_
(3" lg, m—gt, l<sly—wl  por 1>0

p ly—vl*

" per >0,

(3") gty —gt, ol <

con a, By, k, p costanti soddisfacenti le ipotesi del Teorema B, | &| data da (4),
allora il problema (B') ammette una sola soluzione che si pud ottencre mediante il
procedimento delle approssimazioni successive.

* Se le norme sono quelle considerate in nota (*) si ha rispettivamente

- — k -
(89 [ ]t @gs ooy @™ D) —F (F, Dy -nes a1 | < - max | @l — 70
i

n—1 Y
. ( S (@9 — ;,(5))2)
< " \i=0

(8”) l f (t5 gy ooy ‘/U(n_l)) - f (t! :T“l)’ rer Eln——l)) [
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Dal teorema (B’) si ha un’estensione analoga a quella del teorema (A
con il seguente

Corollario B'. Sia f({, @, @1y «.oy Baey) continua in 8 e soddisfacente
le relazioni

=1
I z]w}— L5 ]

i=

(9) ]f(t, Toy @1y -evy Bney) — f (, o, 2y, ey &,1_1) i S ’—”L_“ , 10
it

>
{ZII"“"

(10) ]f(t; Loy By eeey Bng) — [ (1, 507 51, ceey Tuy) ! < P L‘On‘“‘rﬁ—-—-

o J!

con a, fy p, k soddisfacenti le ipotesi del teorema B allora esiste una sola soluzione

del problema (A) che si puod ottenere mediante il procedimento delle approssimazioni

successive per 0 <t << 6.

3. Indichiamo con Z Vinsieme dei punti (¢, @y, @y, ..., #,-,) tale che 0 < ¢t <
<a<l, |a;|<b, (j =0, 1, .., n—1) e indichiamo con F, l'insieme dei
punti & con I'aggiunta del punto (0, 0, ..., 0). Siano poi «;, L;, Biy Ly o, v, 6, E,
(j =1, 2, ... ) numeri reali tali che

(SL') 0(j>0, Lj>0, ‘8,'<O€j<17 (j:l, 2, ceey ’)’l,);L>O,
(b") o = Mmax o;, y = Inin a;,
1si=n 1<i;<n
(c) 0= min{j (;— f3) } ’
1=i<n
L
(d,) z 7‘ =F.

8i ha il seguente

Teorema. Se f(t, my, @1,y ..y @py) & una funzione continua in B, ed
wi tale che | f (1, @, ...y @uy) | < M e soddisfacente in B alle condizioni

(A1) |7, @0y @y ooy @aa) = F (b By Ty wrey Bp) | <

I | 7o — 1y [*n a e | @py — @y | 1
R T T Tl e |



(7] CONVERGENZA DELLE APPROSSIMAZIONI SUCCESSIVE ... 307

(12) lf(tr Toy D1y wery Teg) — f (& @, @, ey ) ] <
Ly|azg—my|  Lpey g — 7y | Ly | @y — By
< n ] 0 ¢ n—1 1 1 ..
= i tu—l + + t
. . . )
con le costanti oy f;, Ly, L tali da soddisfare (a') allora, quando %k << 1 -+ '
-7
, . . b
il problema (4) ammetle una sola soluzione per 0 <t <e¢, con ¢ = min (a, 4—11)’

che si pud ottenere mediante approssimazioni successive.

Teniamo conto che &

t

£
I . 1
(13) {U(t) zm f(t—' 8)"_1(3(")(8) ds, @€ (t) _ m f(t—s)"—2zv"”(8) ds, .re
o L}

(n—1) (n)
, @ fay

Sia poi @} (t) una funzione continua definita per 0 <t <a ed ivi tale che
[ () | < M
e sia
(14) @) =1 @y ...y 207Y)

Papprossimazione (4 4 1)-esima della derivatas n-esima.
Dalla (14) tenuto conto delle (138) si ha

By () = f(t ()Nmtf (s, w;(8)y, ..., 277V (s)) ds

o (1) = f fGs,2005), oy @77Ys)) ds

e le funzioni »; (), ; (t), ..., @V (1), (¢ =0, 1, ...) sono equicontinue ed equi-
limitate per la limitatezza di f (¢, #, ..., ") in B, [t < ¢] e per la limitatezza
di (f——s) (3 =1, ..., n—1) e per 0 <t <¢
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Dimostriamo che & anche

i 2 (1) my |
lim|af, — o] =0

| & () —a™ @) | <|f @t 20y ooy @™ —a)” (1) | <2M

1

dalla (16) segue

t
| f (t — syt oM ds [

(1) (ny ¢ i
X, — < L . fa
2 " [(n — 1)1} 170 -

[

i
| f (t — )2 23 ds
1]

i

[(n — 2) 1% {n=1)p,—y

"L .

L

t
]f 23 ds |
0

Te> 0
uniformemente rispetto a t.
Si ha dalla (14)
(15) | — ™| < F @, 2y oy @770 —f () @iy ey ") |
e per la (11)
X, o p - 1 - N
I 2T l <7 I | @; — g [¥n N | o —Jt;_l Ay N J.«g-" )—a,,ﬁl.ll) [
Figpr T Y TS 1 "By ! 1n—133, 1 ! 1P
e per le (13)
i
(16) | f {t — syt (2 (s) —a™, (s)) ds |
an,—an| <) 2 +
[(n — 1)1 i
¢ t
! [ (t — s)y*2 (] (s) — £F_, (5)) ds |“n—s [ J (" (s) — ™ (s)) ds |»
i ° | 4.0
‘ (1 — 2) ([ £1-DFps e 1
Essendo

tﬁx

[8]
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posto

{17) N =max (1, 2 M)

si ha

(16,) |2 — 2™ | < LN n.

Da (16,) e da (16) si ricava

t
| [ (@ — syt LN* 0 s [
0

m
) —al | < L

[( — 1)1]% {"6n

- ”l (l~ s)"‘g‘ jA‘" t }l ds ["“n—x - | JJ ‘L,’;\"" );s n ds £
i 8 e £ 8
‘ [ — 2) 1] noatln=1) 3 o 72
e posto
(18) L* = max (1, L)
si ha
(162) m;"’——m;"’ i < L:a:u-r—,«) nu+a) Anﬁ t3:~'+6
ed in generale
l oM (17;"’ I < (L;;:)1+.x+...+,\i—’ nx{\-.\»+...+a"—1 l\mf tc&(1+y+...+y"—l)

i1
e fissato i, per tutti gli ¢ >4, risulta
(19) ‘ ™ m([n) l < (L*)ll(1+a) plfat+2 g on

il

ove si & posto =1 +y ... F 7L

11. — Rivista di matematica.
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Dalla (12) e tenuto conto di (15) si ha

Ln ] Lipm — Tipm—1 ! o

¢ U peeD]
(20) [a’i+m+1'—‘vi+m I < m i
ro 1
Ln—ll 11+m 'z+m—~1 l + i Lll J:I—rl - Ylml)l <
o= oo T ; B S
£
T | [ (0 s, ) =72, y(6) Qs | L [ 20—, s
< 2 + o2
(n— 1)1 ¢7 t

Percid per m =1 si ha, tenuto conto di (19):

L t
Ln I {(l_s)nvl(IJ:‘s)l/(l—-;\)A}V,nl/(l—-u)s<57] ds [ Ll lf (];*411,)1/(1—0);\7807] ds !
P B - S— R B <
b2 gy - (‘)L'—QI)!TJ,, - - . P ]
. n—1-k
< (L* n)llu—n)NI L" l)k( ' o N LRSS
" (n k L+ k+ dn l
on-+1 A
e+ 2| B ey g (),
t |14+ oy J _ 1 4+ &y

(%) Se I & un reale positivo ed n intero &

1 1 (72. 1 l (n 1 ])"‘(n, 1 _ 1
( 1+ 1 ]>2+IT 2>3+z_"'(” n)n+1+f‘(n+1)(1+1)'

Mostriamo prima che &

(2) <l+2)...(l+n+1>—(";)<l+1>(w—) n) (—1)k(";)<l+ D2 ..

LI+ R 2+ D) (=1 1)l ) =an!

Infatti la (2) & vera per n == 1. Supposta la (2) vera per qualunque intero n dimo-
striamo che & vera anche per n + 1. Infatti &

G2 ltntDl4n+2) =m0 EDIE8) @ +n+)0+n+2)+

e (=D D)4+ 1) = { I+2)...(0+n-+1)—

_<’1’> DA+ 3) e @4 1) o (1) (”) T+ 1) 0+ ">} I+ +2)—

n
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Per m =2 si ha

A1) )
l Tirg W

i+2

ke 2
< L;}: n 1/1—a} N ( ) tr)q
< ) 1+ oy

ed in generale per m qualunque

]‘,4' m
” PR 0 ES 11—a) AT 7,
(21) l 1 ¢ i+m |< (L* m)H! N (1 + (57]) ™

. 5 . :
essendo n =1+ 4> +.. .+t e k<l + 1——;—; possiamo scegliere

k
onde ——— <1
1—y 1+ (5)7< !

i, In (19) in modo tale che risulti k<1 4+ dnp <1 +
e da (21) segue la convergenza delle approssimazioni successive.

Dimostriamo infine I'unicita della soluzione del problema (A). Supponiamo
che il problema ammetta due soluzioni e siano esse # (t) ed y (1), prendiamo al-
lora una prima volta come prima approssimazione az™({) stessa ed avremo
am (t). = a® () = .. [l g, ... 2""V) e prendiamo una. seconda volta .
y™ (1) come prima approssimazione ed avremo y® (1) =y, () = YW (E) = ...
= .. =1, Yo, ¥, ... y» ). Allora con ragionamenti analoghi a quelli fatti
per ottenere la (21) si avra

m

k
) () % 4 \1/(1—3) 7 3
(22) ‘ M — gy [ _ i Tivwy — Yitw ' < (L*n) / o (l + (317) o

e cid & assurdo essendo a™ 5= y™,

n—1

_{ T+3...0l+n+-0+n+2)+ ... +(— 1)"—1< " ) I+ 2)..

el )@+ =2y (=D +2) .. (0404 1) } (I +1).
La prima {} vale #! per la (2). 81 ha allora tenendo conto ancora di (2) k

L2 (lbn 2 4o+ (— DT+ 1)
el -+ D =all+n+2)—nl{l+1)=(n+D!.

Dal principio di induzione completa segue la dimostrazione.
Tenuto poi conto di (2) si ha

1 n 1 L 1 (— 1 1 _
Luflh?7T23+z‘”+ w1 L1

7! n!

T U AD) mtll) (A +D23. @)
e quindi (1).
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