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FuLvia Sxor (%

Proprieta delle serie di potenze prolungabili

e criteri sufficienti di non prolungabilita. (**)

_Introduzione. - In questo studio viene precisato ed esteso un criterio di non-
prolungabilith delle serie di potenze fuori del cerchio di convergenza, dovuto
a L. Triev [8]. T criteri di non-prolungability del tipo qui considerato si basano
su ipotesi riguardanti « tratti ridotti» (cio¢ di ampiezza relativa infinitesima)
della successione dei coefficienti (1). Anche noi prenderemo come strumento

(*) Indirizzo: Istituto Matematico Universitd Milano (Italia).
(**) Ricevuto il 14 settembre 1961.
Studio eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 14 (1960-61) del C.N.R.
(1) Criteri che considerano il « tratto ridotto» si trovano, per esempio, in TF.
LoscH [5], H. Craus [1], G. Riccr [7), [8], M. Cuciant [2], M. E. NopLe [6].
I1 criterio di non-prolungabilitd di Irrev, sopra ricordato, ¢ il seguente:

«Teorema. Sia @ () definita per =0, a) 0=¢ (¢)= 2, ¢ (x) crescente,

x) ,
?i(—- ~ 0 per @ - 4 oc; b)) ¢'(w) decrescente, ¢’ (¥} = 0 4 per © — -+ oo, e per ogni
@

e>0 esista z,(e) tale che per ®= () risulli &[p(®)—azg (*)] + loge' (¥) = 0;
¢) esistano o >0, 4, >0, 0 < ¢ << 1 tali che per ogni 4 con 0 << 1 < 4, le uniche radici
positive z;, e w, rispettivamente delle due equazioni ¢ (x) — 2 =0, ¢ (@) — Agz = 0
verifichino la disuguaglianza , < xy; ) g (@)/logs — + co per v - oo,

©
Sia f(z) = Zaru 2" con
[

lim !a’n ll/n - 1’ LHm l @, Il/:p(n) == 1.
A—>+ O Ny} O

Se esistono due successioni di indiei {m,}, {n,}, m,<n, (v =1, 2, ...) tali che

lim | Xy \II'F(”,’) = 1 Dyt == Ay » E=1,2, .., [ ()]s
>4 O

CmplCn, NN tende a 1 per » — 4 oo, allora la serie f () non & prolungabile ».
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essenziale un importante lemma, dovuto a G. SzEGH [9], riguardante le serie
di potenze prolungabili. ‘

Abbiamo introdotta la mnozione di «successione maggiorante monotona
minima » di una successione assegnata, che ci consente di rendere espressive,
semplici e pilt generali le ipotesi sulla successione {an} dei coefficienti di f (2),
che assicurano la non-prolungabilitd (vedi Teoremi III, IV, V al n. 5).

Vengono anche stabilite proprieta delle serie prolungabili (vedi Teoremi I,
II al n. 4), alle quali si perviene applicando un Lemma (n. 6) riguardante tali
serie, e che riteniamo interessante anche in se stesso.

Per le funzioni f(2) di ordine finito le ipotesi dei nostri criteri assumono
forme pitt semplici che vengono segnalate (n. 7).

1. -~ La maggiorante monotona minima di una sucecessione.

Vogliamo associare a ogni successione {ocn} di numeri reali «, una succes-
sione -y (n) che-sia definitivamente maggiorante di “questa e che sia " inoltre
monotona e, almeno definitivamente, la minima possibile.

Def. B8i dice successione maggiorante monotona minimae di {oc,, } ogni sue-
cessione 1 (n) che verifica le seguenti proprietd:

a)  y(n) > o, definitivamente (cioé per = > ny);
b) y(n) & definitivamente monotona (cioé per n > n, conveniente);

¢) Per ogni successione ¥(n) che verifica a) e b) esiste #, tale che
)<V (n) per n>mn,.

La costruzione della successione maggiorante monotona minima di e, si
ottiene nel modo seguente:

19) Quando ¢, —— oo, oppure lim «,=A (finito) mentre non ¢ definiti-
vamente (ciod¢ per n > n, conveniente) o, < 4 si pone

Yy (’ll) == Sup (any Uni1y &nieos "') .

20) Quando lim «, = + oo, scelto un qualunque intéro » (indipendente
da n) si pone:

p (n) = Sup (0 Gyqs voey Oa), ‘ (per n = »).

39 Quando lim a, = 4 ed & definitivamente (cioé per n > ny) «, < A,
scelto » > ny (v indipendente da n») si pone:

p(n) =Sup (e, & 1y oony o), (per n> ).
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In bhase alla precedente costruzione di y (n) si vede che

Esistono infiniti valori m i n tali che p (m) = «,, . Infatti: 19) se o, - — oo, ad
ogni 7 si pud coordinare il minimo intero m = m (n) = n tale che sia w(n) = Sup («,,
Cpaqs o) = SUP (o, vy o), € allora & y (n) = Max (o, ..., @) = &, = v (m); basta
scegliere il successivo # maggiore di m, e si continua. Analogamente si ragiona se ¢
lim o, = A, ma non & definitivamente o, < ..

20) 8e & lim &, = -+ oo, sia m il minimo intero » << m == m (n) < » per cui vale

P (n) = SUP (&5 er 5 On) = Max (o, «ue, &) = ot = Max (o, .0, 0,) = (M) .

Basta scegliere il successivo » tale che o, > «,,, e si continua.
30) Sia Iim o, = 4, con a, < A definitivamente. Si ragiona come in 20),

Osservazioni. 1) Mediante la costruzione indicata, nel caso 1°) p{n) & univoca-
mente determinata; in ciascuno dei due casi 2°) e 3°) due diverse successioni , (n) cor-
rispondente a v, € y, (n) corrispondente a », coincidono almeno per % = ny (v, »); in-

fatti, basta assumere un mn, tale che o, > 2, , o, > . (questo ¢ possibile anche nel
caso 3°) poiché o, < 4, a, < A).

2) Se o, = B, per n = n,, allora p, (n) £ yg(n) per n=n,.

Def. Sia p(n) la maggiorante monotona minima di «,. Si dice suc-
cessione di contatto di p (n) sw o, la successione crescente n,, #a, ..., %, ... COSti-
tuita da tutti gli interi » per i quali & v (%) == o, . Osserviamo che &

on, = (M) per ny, <M< My 86 P (n) ¢ non decrescente,

n, = (M) per my,_, <m<n se P (n) & non crescente.
0

Si vede facilmente che la successione v (n) costruita nel modo indicato pre-
cedentemente, verifica le condizioni a), b), ¢) della definizione. a) e b) sono
evidenti. Dimostriamo c¢): sia ¥ (n) una successione che verifica a) e b); allora
risulta v (n) < W (n) per n > n, conveniente. Se fosse, per assurdo, ¥ (n') < u (n')
per infiniti #/, scelti n, < n' < m,4, (3¢ p (n) ¢ non decrescente), n,, << n' < n,
(se w(n) & non crescente) si avrebbe

W () T (0) < p(') =y () =a <P (0,),

assurdo.
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Le maggioranti monotone minime ¢ (n) di «, godono della seguente proprietd, che
riteniamo opportuno segnalare sebbene non se ne faceia uso nel seguito della trattazione.

m — Iy e k4 (ln) i n
Teorema. Da Iim -- =0, lim «, > — oo segue - 0. Da fim— = 0,
" w
oy (n)
o, —> — oo segque  lim = 0.
n

Osservazione. Nel caso o, - — oo non si pud dedurre y (n)/n — 0, come viene
mostrato dall’esempio seguente.
Sia o, = — (m - l)i/‘\/m 4 1 per ml<n=(m -+ 1), m=1, 2, 3, ...). Allora

{ o, } ¢ monotona non crescente, o, — — oo, P (N) = x,. Assumiamo n = m! 4+ 1:
allora

p(m! 4+ 1) (m 4 1)! m!

m!+1 “\/'m%* 1-(m! - 1) T om! 1

'\/))b+l—>~—oo.

Assumiamo » = m!

p (m!t) ! 1 0
——— e e T — e —
! A/ m-m ! i
e pertanto in questo caso &
Lopn)y oy (n)
— oo == lim < him =0 —
— n
Dimostrazione:
1. Se lim o, == 4 — oppure = 4 -+ Daffermazione & evidente, poiché p (n)—4

e yn)/n— 0.

2. Sia Hm o, = + oco. Allora p(m) = yp(,) per n, < m < n,,, e risulta definiti-
vamente  (1;,) >0 e quindi definitivamente

0¥l _pln) oy,

~ s
m m Ny N Ny,

e poich® o, > 0, dall’ipotesi [im a,/u = 0 segue “"n/"'h ~> 0 -+. Nesegue ¢ (n)/n > 0 -,
tenendo conto che ogni » & un m.

3. Bia a, - — oo. Allora p (#) = — co e y (m) = w (1,) per w,_, < M= Ny, p(R) < 0
per n=n e

w n w W

0= () (m) _ Y %

B

e dall’ipotesi Iim o,/ = 0 segue 0 =[im y (R)/n =0 e quindi T{m y (#)/n = 0.
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2. - La classe F(p(n)) di funzioni f(z).

Sia f(2) =

a, 2"

3
i

Def. 8i dice che f(2) appartiene alla classe & (p (1)) quando
lim | a, |17 <1,
Osservazioni. 1) Ogni f(2) avente raggio di convergenza > 1 appar-
tiene a & (n).
2) Se & definitivamente ¢, (n) <@, (n), allora ¢ & (p, (W) & & {(@s (M),

3) Se f(eF(pn) e ¢(n)— + oo, esistono infinite successioni ¢, (n)
con @ (n)/p () =0 tali che sia ancora f(2) e J (¢, (1)) .

Infatti, ~posto | ea,| =exp (ny,) risulta Timny,/p (1) <0; poniamo
B == Sup{ uy.fo (u) }.
uz=n

Se B,—~4<0 oppure f,~~0 — per ogni g,(n) =0 (p(n)) risulta lim #y./p(n) <0
e f(2)eT (g (). A

Se B, -0 -+, fissato «, con 0 << a<<1, si assuma @, (n) = B, % @(n), che &
o (p (n)); allora

Ny (n) = (ayafp (0))-@ (Mg (0) < BBy = f, =0 +

¢ quindi ancora f{(z) e & (¢, (7)) .

4) I evidente che per ogni > 0 indipendente da n, & (p (n)) e & (B¢ (1))
coincidono.

3. - La classe G/@(n)) di funzioni f{z).

Sia f (z) = % a, 2",

fn=Q

Consideriamo i due vettori ( sul campo complesso) (v -+ 1)-dimensionali,
di cui il secondo normalizzato con l'ultima componente 1,
a, ., = (@ _py Qu_yyys vy On)

) (z) (z}
u’ = (u:, Up gy veey Uy y 1)
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e consideriamo il loro prodotto interno (u, coniugato di w,):

(a

ey W) =, U a0 a,.

Sia @ (n) una successione di interi positivi.

Def. Diremo che f(z) appartiene alla classe S (@ (n)) quando esistono
i) due numeri 4, @ con 4 >0, 0<C O <1,

H - , (1} p
1)  un vettore u®, (v = ¢ (m))
tali che si verifichine le m — 7 4+ 1 disuguaglianze

| (@ gy w) [ < 40
(3.1)
T=g(m); n=1,7-+1.., m,
dove 4 e @ sono indipendenti da m e », mentre u™ dipende da m.
Osservazioni. 1) Sia f(2)e $(p(n)). Volendo porre in evidenza
le costanti @ possibili per f (z), potremo scrivere :

fle)e g (@ () o)

dove O% 0 << @* <1, & Pestremo inferiore dei numeri @ ai quali & possibile
associare 4 e u'” in modo che valga (3.1).

2) Be ¢ (n) <@ (n)<f:pn) con f>1, allora da f(2)e$ (p (n)) segue
f (2) €S (p; (n); pit precisamente da f (z) € S (p (n); OF) segue f () € S (g1 (0);
0;) con O < O*V?,

4. -~ Alcune proprieta delle serie prolungabili.

Denotiamo con (&) il complesso delle seguenti condizioni per la successione
@ (n), al quale qui e nel seguito faremo ricorso:

' n i
(&) 0<o(n) <m, 7 monotona non crescente, %i—-)z—, ~ -k oo,
n g

(=]
Sia f(2) = > a,2", y(n) la maggiorante monotona minima di log |a, |
0

(log| a,| = — oo per a, = 0), e consideriamo, accanto al sistema (Cl), anche
la seguente condizione che impegna ¢ (n) e f () simultaneamente

(CB) Hﬁi p (1) <0
p (n)
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Conviene porre i sistemi (Cl) e (&B) in relazione con la famiglia §(p(n)); vale il
seguente

Lemma. 1) Se g (n) e f(2) verificano (&) e (B), allora f (2) € & (¢ (n)).

2) Seq (n) verifica (&) ed & p (n) monotona non decrescente, ogni f () € § (@ (n))
verifica, insieme con @ (n), la condizione (8B).

Dimostrazione. 1) Osserviamo che & ¢ (#) >0 e, per definizione,
log| a,| <y (n) e quindi

log | a, |jp (n) <y (n)/p (n),

e dalla () segue Tim | @, /"™ <1 e f (2) € § (p (n)).

2) Se w(n) ¢ limitata superiormente, & evidente, pmchc (p (n) — - o,
che vale ($B).- i R . s e

Se y (n) non & limitata superiormente, allora & p () — -+ co, e detta { n, }
la successione di contatto di log|a,| con la maggiorante v (n) e posto n, <
< m << Mysq, col tenere conto che ¢ (n) ¢ monotona, abbiamo

p (1) Y (1) oV () log| a, |
e @) Tgim) g

" e poiché per ipotesi & lim log| @, |/p (n) <0, ne segue (B).
Sussiste il seguente

Teorema I. La successione @ (n) werifichi le condizioni (&) e sia
monotona non decrescente.
La serie f (2) abbia mqgio di convergenza 1 e sia prolungabile.
Allora da f(2) e & (¢ (n)) segue f(z) e S (p (n).

Veniamo a considerare il caso in cui ¢ (#) non & necessariamente monotona;
allora sussiste il seguente

Teorema II. La successione @ (n) verifichi le condizioni (. La
serie f (2) abbia raggio di convergenza 1 e sia prolungabile.
Se f (2) verifica (SB) allom f(z) e § (p (n).
Si pud precisave: f (2) € § (p(n); OF), dove O* dipende soltanto dalla geometria
della stella di regolarita per prolungamento radiale di f (2).
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Come conseguenza dei Teoremi I e II, quando si tengano presenti le os-
servazioni 2) e 3) contenute nel n. 2, si ottengono i seguenti teoremi:

Teorema I*  La successione ¢ (n) werifichi le condizioni (1) e sia
monotona non decrescente.
La sem’p f (2) abbia raggio di convergenza 1 e sia prolungabile. Allova, se

@) ed(pn):
19) per ogni @, (n) =@ (n) ¢ f(2) €8 (g1 (n)); .

20y esistono infinite successioni g, (n) tali che

@: (R (n) =0, fees (2 (n)).

Teorema II%  La successione @ (n) verifichi le condizioni (). La serie
f (2) abbia raggio di convergenza 1 e sia prolungabile. Allora, se f (g) verifica ($B)
valgono 19) ¢ 20) come nel Teorema I%.

Attenunazione. delle ipotesi.

Sia & (n) la successione maggiorante monotona minima di y (n)/n. Risulta
Em) = pn)/ne & (n) 0.

Sia y (n) la successione maggiorante concava minim 2),

Allora i Teoremi I1 e I1* rimangono validi se alle condiziont (&Y e (8B) si sosti-
tuiscono le condizioni meno restrittive

&@n 0<g@n)=n, ¢@)logn—> -+ co
(B)  limné@)p @) =0

oppure (E') ¢ (B") Lim () (n) = 0.

Dimostrazione. 1) Cominciamo col dimostrare l'equivalenza &y +
+ (B) <= () + (). Da nén) = p(n) risulta (B')=>($) e pertanto basta
dimostrare (&) + (B)= (&) + (H).

1.1) Se y (n) & limitata superiormente risulta tale anche n& (n) e in questo
caso (B)=> (B).

1.2) Sia p (n) — + oo, e quindi né (n) - + oo. Se {’u, } & 1a successione di
contatto di n& (n) su p (n) (u, & () = p (), per n e{u, } risulta n& (n) =
=y (n) = o (p (n)) mentre per i tratti u, <N < Upys lungo i quali &

p () < nE M) (0 4+ 1) P [,  @1) Z 0@ (M)t
(t) La successione maggiorante concava minima di log (|a,| + 2), che nei casi pit

interessanti ¢ sostanzialmente equivalente alla precedente, & stata considerata da M. E.
NosLE [6].
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risulta

n & (n) = +1 9 (Ug41) .

< > 0
P(n) n P (g 44)

e quindi (&) 4+ (B) = (&) + (K.

La dimostrazione del teorema IT (vedi n. 10) puod essere svolta, esegﬁendo
evidenti modificazioni nel caso finale B,, in guisa da assicurare che ad (& + (8B)
pud essere sostituito (&) + (&B).

2) Poiche ($")=> (&'), basta dimostrare () + (B')== (') + (B").

2.1) Se n& (n) ¢ limitata superiormente, lo stesso accade per y (n) e in questo
caso (&B)= (&").

2.2) Sia né& (n) - + oo e quindi anche y (n) — 4- co. Bastera dimostrare
che in questo caso y (n) = O (n& (n)); risulterd anzi che y (n)/(n& (1)), n& (n)/
/% (n) sono ambedue limitati.

Sia {uk} 1a successione di contatto di y (») su n& (n); nell’intervallo %, =
<w < wgyy Teonsideriamo lasuccessione  costante gy (n) ==y (w;) e 1la succes-
sione né&, (n) attinente a y, (n); poiche si ha

K'Y (’)L) _ﬁ_ L' (’)b), El ('n) = ‘S (’N;), yA ('n) =X (‘)?/),

risulta 1 < y (n)/(né (n)) £ yu (n)/(né, (n)) e basterd dimostrare che y, (#) =

= 0 (né& ().
La successione né&, (n) risulta essere la seguente

né (n) = p (Uz) per  up=n =N
nE () = Ny (Up)[Uira per M <M X Uiy

(cioé un tratto di invariabilitd e un tratto di inclinazione costante), dove
& definito nel modo seguente:

n, = parte intera di ey v ()] (Uerd) -

11 rapporto y, (n)/(n&, (n)) nel tratto u; = n < U, risulta massimo per
n = N, ciod

2 ()] (nE; () < 7 () (e & (M) == 20 () [ (%)

e si tratta di maggiorare questo ultimo rapporto. Osserviamo che (tenuto conto
che n, ¢ una parte intera) ‘

p4) () < (uy) -+ (1 +1— u) (1 (Uppr) — ()] (U4 — Us)
P (M) — ¥ () = W (Upar) " (Wi — M + 1)/ Uprq

7. — Rivista di matematica.
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e quindi con semplice calcolo si ottiene
1= () () < 3.

3) Si riconosce che per dimostrare le equivalenze di questa attenuazione
non abbiamo avuto bisogno dell’ipotesi ¢ (n /log n — -+ oo, ma sarebbe ba-
stato. ¢ (n) - + oo.

5. - Alcuni criteri sufficienti per Ia non prolungabilita.

Sulla base del Teorema IT (vedi n. 4), siamo ora in grado di stabilire un cri-
terio sufficiente per la non-prolungabilith (Teorema IV), pitt generale di un ana-
logo criterio formulato da ILiev (vedi Nota (1)). Ne presentiamo dapprima un
caso particolare (Teorema III) riguardante le serie lacunari.

Teorema III. La successione ¢ (n) verifichi il sistema di condizioni
(). La serie f(2) abbia raggio di convergenza 1 ¢ verifichi (B). "Se esiste una
suUccessione {nh} crescente di interi tale che

: ging)
@ e, [P -1
(it) Am =0 per 0y, — @ (n,) < m << ny,
allora f (2) non é prolungabile.
Piu in generale, si ha il seguente

Teorema IV. La successione o (n) verifichi il sistema di condizions
(ﬂ) La serie f (2) abbia raggio di convergenza 1 e verifichi (B). Se esistono

19) una successione crescente d@ coppie di inderi (my,, n,) (h =1, 2, 3,...)
oon @ (nh) < my, < Mop s

20) una successione { g, } di numeri non negativi con lim g™ < 1;
39) una successione di orientazioni{ 2, },
tali che
. 2 : .
(1) @nms = tp—smgy €™, con s =1, 2, ..., @ (n,);
(11) im I a"h — a’"n' on cﬂ-h,ll/')’(nh) o 1’

allora f (2) non é.prolungabile fuori dal cerchio |z|<<1.
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P

Osservazioni. 19 All’ipotesi (ii) si pud sostituire il sistema delle due
seguenti

(i)  lim | Uy, = U, 0, e et > 1) @ (my)/ (n,) limitato .
(Una famiglia di funzioni ¢ (#) che soddisfano alla seconda condizione & costi-
tuita, per esempio, dalle funzioni monotone non decrescenti).
Infatti, risulta f (2) € & (p (n)) e pertanto
Tim ] @, lx/qcm,l) <1, hm l Oy, illr;(mh) <1; Tm Q;Irr(nh) <1,
e quindi ¢ anche
im (on l W, Dllfﬂﬂn) < Tm g;/wm. Hm l t, Ill'ﬂ";ﬁ < iﬁ’r’l{ l Ao, Ill'f/("‘}.) }(p“"m/qxﬂm <1.
Ne segue
. ,(0.1); e kii'TrAi]'a;hk—yd,,,; o éf;.;l'i/‘rr;‘(n,,‘)<1‘"'
Infatti é
l I o lllrp(nh) <{ 2 Max (| an, L onl G, ) }llrmh) ,
da cui
T | @, — @, @n €% 17 < Tin 247+ T { Max (| ay, |, 1| @, |) }"'”‘;’h’ <1.

Da (iii) e (5.1) segue (ii).
20) Allipotesi (ii) si puo sostituire I'ipotesi pit restrittiva (che tuttavia ge:
neralizza quella di ILIEV)
, @ (n) monotona non decrescente
(iv) | @, [F7 =1
. pid -
a.,,,h g_,, e h/a,,h non converge a 1.
Si prova subito che da (iv) segue (ii), quando si passi eventualmente ad una

successione parziale di {nh}.
Poniamo o

(5.2) , L, 006" =, (1 + R, ¢
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Se vale (iv) risulta lim R, > 0 e quindi esiste un w > 0 e una successione par-
ziale di { n, } (che denoteremo ancora per semplicitd con {m}) per la quale
By > w; pertanto

I anh— a’mh O Cilk 1 g w I anh l 3

e di qui segue (ii), se si tengono presenti la seconda delle condizioni (iv), la rela-
zione ¥?" — 1 e losservazione 19°),

La maggior generaliti del Teorema IV in confronto di quello ricordato di
ILiev si pone in evidenza osservando che esistono successioni { Gy } per le quali
vale (ii) pur essendo

5 gt 7 V
(5.3) | an |17 —1, Wm0 e”h/a.,,h - 1.

Infatti, assunta di nuovo la posizione (5.2), risulta valida la seconda di (5.3),
quando. e soltanto quando R, — 0, e per la validith di (ii) & sufficiente che sia

R;/’I)(n/,) . 1,
ciod che la successione R, verifichi 1a condizione
(log Ry)1p (ny) = 0.

Per esempio, questa ¢ verificata quando & R, > ¢ Voo

3°) Riteniamo utile 1a seguente osservazione, la quale ei informa sul fatto
che nelle ipotesi del Teorema IV le due successioni { @, 1 {a,,,/ } non possono
3 't
troppo rapidamente e simultaneamente convergere a -zero:

(54) }LI_II ﬁI&X{ l a,nh lllq (nh)’ l amh Illrﬁ<n/,) }> 1
65 Max{Jay [ o, )1 per kot oo,

Denotiamo con w, e , rispettivamente i due Max{ ...} che figurano nei primi
membri.

1. Dimostriamo che ¢ lim 4, >1.
Per assurdo: esista un 0 >0 e una successione parziale { my, n; } con

| Un, | < (1 _ 8)¥, | O, | < (1 —§)r" .
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Allora &

[Gn —an 0 ¢M|<|a, | +o|an|<

k

<2M&X{[ank ‘, le lamkl}<

<2 (1— §)7" Max (1, gl‘),
ed elevando a poténza 1jp (fn]‘) abbiamo

im l a’nl . am] o e ‘1/:) ) olgm) (1 — 5) N[&X{ 1’ —__lim Q;/,f(nk)}
i1 {3 L

Sk
<1l—d<1,

“assurdo, contro (ii).

I1. u, —1. Infatti, in primo luogo ¢ Iim s <1, poiché lim | @ [Hrew < 1,
hm I am Illmh <1. .
In secondo lnogo, & lim im y, >1, poiché: per Iamh | > 1 risulta w,>1; per

{am | <1 risulta lam P > | o, [Yeen e quindi o, > s, e dalla (5.4) segue

lim g, >1 e quindi u, — 1.

Corollario. La successione p(n) verifichi il sistema di condizioni (&);
f(2) abbia raggio di convergenza 1 e verifichi (8B). Se esiste una successione di tratii
di coefficienti a, (pp <u<<gqu; b =1, 2, 3, ...), periodici con periodo &, (cioé
Cy_z, = Oy pér U =Dy + kn, P + ky +1, ..., qu—1), tale che si abbia

(i) gr— Dn > @ (Qh) + ks

(i) lim | @, —a,

Illvp(a,‘) =1
4=k, ’

allora f (z) non ¢ prolungabile fuori di |z|<C1.
Segue dal Teorema IV per g, = 1, 4, =0, n,, o g,,, My = qn— kn.
Sussiste anche il segaente- :

Teorema V. Sia f(2) = > a,2%; sia g (y) una funzione intera tale
. =9
che per 6 >0 qualunque ¢ |y| =r — + oo risulti

9@ =0(e");
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F(2) =3 g (n)a,z"
n=0

Allora, se F () e ¢ (n) soddisfano alle condizioni dichiarate nel Teorema IV
per | (2) e p (n), la serie f (2) non é prolungabile.
Osservazione. 1 teoremi III, IV, V rimangono validi se alle condizioni (&)

e (&) si sostituiscono le condizioni meno restrittive (') e (B’) oppure (&)
e (") (vedi n. 4).

Sulle condizioni a tratti.

1) Se le condizioni (') e (&) (oppure (') e (R”)) sono verificate anziché
~Jungo tutta la successione degli-interi m, lungo una.suecessione { I 7:} -i-tratti-
N, <=m=N, (k=1, 2, 3, ...), sussiste il seguente :

TeOrREMA II,. La successione ¢ (m) di interi verifichi per m e{Ik }
(k =1, 2,3, ...) le condizioni ' ’ '

0<gp(m)=<m, <p(m)/10g1h——>+oo per m — -+ oco.

La serie f (2) abbia raggio di convergenza 1 ¢ sia prolungabile. Se f(2) verifica
la condizione

Tim m & (m)fp (m) <0 per nze{Ik}(k =1,2, 3, .., m—> + oo
allora esistono

i) due numeri A e O,con 4 >0e0<O<1,

ii) un vettore u' = (u®, ..., ¥, 1) ‘ : (=@ m)
tali che‘ st verifickino le m —v + 1 disuguaglianze |

@y u”) < 46"
T=¢(m); mn=rt,7v+1,..,m me{l,} (k=1,2,3,..)

dove A e O sono indipendenti da m e n (mentre u' dipende da m).
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La dimostrazione procede come per il Teorema II, salvo evidenti modifiche
nel caso B,).

2) T criteri di non prolungabilitd (Teoremi II1 e IV) continuano a valere
se le condizioni (') e (&) (oppure (') e (")) sono verificate, anziché lungo
tutta 1a successione degli interi m, lungo 1a successione {n,‘} degli indici corri-
spondenti &ai coefficienti « plepondemntl »

Sussistono infatti i seguenti teoremi:
TeorEMA I1T;. La serie f (2) abbia raggio di convergenza 1. Se esiste una
successione crescente {fnk} di interi positivi alla quale sia possibile coordinare

UNA SUCCLSSTONE n,) ' di interi in modo che siano verificate le seguenti proprietd
¢

1) 0<g(m) < n, @m)/logn, = + oo,  Timna & (M)fp (1) <0

h—>4
), [0 =1
i) n =0 peor m—em)=m<n,
allora f (2) non é prolungabile.
TrEoREMA IV,. La serie f(2) abbia raggio di comvergenza 1. Se esistono

10) una successione crescente {m,,, fn,,} (h =1, 2, 3, ...) di coppie di interi
alla. quale si possa coordinare una successione {(p (fnh)} di interi positivi, con le
sequenti proprietd

) 0<p () S my <My @ @)/10gn, — + oo, Tim % é(m)/p (m) =
h—>+ o

20) wna successione { g, } di mumeri non negativi con Iim e, =1

39) una successione di orientazioni {l,,},

tali che
. il
ii) @y —s == G, —5 O e n . eon s =1, 2, ..., @(n)
ii) lim | o, — O Q1 et [Urm) =1,
i3 3

allora f (2) non & prolungabile.
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6. - Un lemma.

Per la dimostrazione del Teorema IT ci sard utile il seguente Tiemma, che
riteniamo interessante in se stesso e che verrd dimostrato nel n. 9:

Lemma. Sef(z) ha raggio di convergenza 1 ed é prolungabile all’esterno
di | z| <1, allora, comunque si scelgano gli interi positivi z,, X, 7, con @,<< X,
X = X, (f) esistono

() due numeri K =K (f) ¢ 0, con K >0 ¢ 0 < @ <1;

(1) un vettore u® = (w2, ¥, ..., u?, 1) dipendente soltanto dalla stelle
di regolarita di f (2) '

tali che risultino valide le infinite disuguaglianze

[(a, .., u”)|<K-X exp{,u +1log ® + 6 (n—7) }

(6.1)
n=1v+17+2 ..),
dove
o logla,
G:O'(X)Z-?%;l}z){z; ! |},concxexpoc:1,
u=pu(X) :Sup{log]asl——sv(X); 0}
N1 ¢

sono indipendenti da © ¢ n.

7. - Osservazioni sopra le funzioni di ordine finito.

aMg

a, 2" di ordine finito, cioé

1) Nei teoremi IT, IT#, IIL, IV, in lnogo delle condizioni (&) si pud allora
sostituire il seguente sistema parziale di condizioni

@ (n)
logn

(&) 0<g(n)<m, = | oo,

e 1a condizione (&) pud venire soppressa.
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Basta verificare che per tale tipo di funzioni le ipotesi ridotte (&ly) sono suf-
ficienti per stabilire il Teorema II, sopra il quale si fondano 1 teoremi successivi.

hva 1 n . - ] » - . . - -
E infatti, se & lim —?f)—l—;i—l < 0 (finito o infinito) f (2) rientra nel tipo di funzioni
f=]

che nel corso della dimostrazione del Teorema IT (vedi n. 10) sono considerate
log| 2,
nel caso 4; se & lim ffl___l K con 0 < K < -+ oo, si ha anche fim (1) — &,
log n logn

cio¢ y (n) = O (log n) e si rientra nel caso B, (vedi n. 10). In entrambi i casi
. . . : . ()
per la dimostrazione non si ricorre alle ipotesi —— monotona non crescente,
w

*:—‘ y (n) <0

@ (n)
Osserviamo d’altra parte che per le funzioni di ordine finito la condizione

1im Y—((l% < 0 risulta sempre verificata. Infatti si ha
n

‘_.;‘_11,,(7)*11 jzp(n) 1ogn}§0
@ (n) 110gn @ (n)

2) Se ¢ (n) ¢ una quahmque funzione che verifica le condizioni (l,), allora
ogni funzione f (z) di ordine finito appartiene alla classe & (¢ (n)).
Infatti &

—logla, — | log|a, log n
lim log ¢ | _ lim log | au |, <0.
log n log » @ (n)

Ne segue che il Teorema I (n. 4) assume 1a seguente forma pitl semplice:
Teorema. La successione @ (n) verifichi le condiziont (&,). La serie f(2)
sia di ordine finito, abbia raggio di convergenza 1 ¢ sia prolungabile.
Allora f (2) € § (p (n)).
Analogamente per il Teorema I* (n. 4).

8. Richiamo di un classico lemma di G. Szegé [9].

Sia0<r<1<R,0<a<sm, e denotiamo con I'(r, R; «) il circuito costi-
tuito dalle seguenti linee

2| = a<< arg s < 2mw—a
<|z| <R, argz = -+«

|2| =R, — << arg 2 < o
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Allora sussiste il seguente

Lemma. TFissaticeR,con0<a<<meR>1, & possibile determinare
tre numeri reali 4, @, 7, con 4 >0,0< O <1, 0 <7, < 1, e una successione
di polinomi

1 1 A2
Q" (:) = = 1[:——1 =+ u(rt)’ (T == 1} 2: 3? )
tali che sia
(8.1) -)[< 4 &, (c=1,2 3 .,

per ogni z€ I' (1, R; «) e ogni 7, <7< 1.

Osservazione. I’estremo inferiore ©* dei numeri @ ai quali ¢ pOSSI— ,
bile coordinare i numeri 4 e 7o dipende soltanto da R e a.
Poiché da R, < R,, oq < «, segue che il circuito I, = I" (» , Ko ;) & contenuto

1
nel dominio esterno limitato da I'y=1I"(r, R,; &), il massimo modulo di Q. <z—)

lungo I', non supera quello lungo [7}; pertanto, in relazione alla validitdy di
(8.1), ©@* non cresce all’aumentare di B e di o.

9. - Dimostrazione del Lemma.

1) Maggiorazione di [f(&)] su |2] = exp (— o), 0‘>0
Poniamo

log|a,| ="ny.,,
con la convenzione di porre y, = — cose @, = 0; allora &y, > — co e im Y = 0.
R e o
Sulla circonferenza |z | = exp (—o), (6 >0), si ha

1@ <3 ol |2 =S exp{ra—o)n} =

=0

—): +Z +Z =21+ 2+ s

2,41 X+1
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it
W

1, a) Maggioriamo Y, . Posto

= Sup{ (y.—o0)n; 0}, (4 = p (w0, X; o)),
TEREX ) )
si ha
(9.1) ’ S < (X —mp) exppu<< Xexpu.

1, b) Maggioriamo 3,. Per X >0 intero fissato, sia

— —9 I
ag g (X) %;f{xw'}’sjy

dove o & Punica radi‘ée (positiva) dell’equazione & exp & = 1. Risulta o (X) >0,
o (X) =0 4 per X - + oo. Con questa scelta di g, posto y, = Sup ys, si ha,
per n> X:

2 2 —
g_};ﬂ>s11p{§—,yn; 2;;se,;/n } >Sllp{ ,—Xae—yn; ,2yx~,y,,}> .

s=Xx

20 - - o
Sup {}'“Yx; yx} :l (X)>§_- >0,
e pertanto, ricordando il significato di «, risulta

2 < iexp (—n-AX)) <7€Xp (— -4 (X)) dw

X+1

da cui

(9.2) S, <(A-Xexp(AX)X<X (A = A (X))

1, ¢) Osserviamo che nel caso u (X) > 0 risulta X < X exp u, e quindi da
(9.1) e (9.2) segue

|f@)| <3 +2X-expu(X), |z|=exp(—o(X).
Nel caso p (X) =0 si ha |
S.<Xexpu(X) =X, <X,
e quindi |f(2)|< 3, +2X.
Ne segue che risulta in ogni caso

(9.3) 1f )| <3 +2Xexpu(X), |z|=exp(— o(X))-
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2) Maggiorazione di [f(2)| su I, .

Teniamo conto dell’ipotesi della prolungabilityh di 7 (2) fuori dal cerchio
| 2] < 1; possiamo supporre, senza limitare la generalitd, che un arco di rego-
laritd per f(2) sia P’arco z = exp (ip) con —« <p<Ka.

Posto 7 = (X) = exp (— o (X)) consideriamo Ia linea I (o (X), R; ) del
tipo considerato nel n. 8, con R e « indipendenti da X, ed R > 1, 0< << o,
scelti in modo che f(z) sia regolare su I', ed all’interno. Sia To, 0 <ry<<1,
la costante di cui nel lemma di SzEG6: poiché ¢ (X) — 0 per X — -+ oo,

“possiamo scegliere X, (f) abbastanza grande, in modo che per X = Xo(f) si
abbia r = exp (— ¢ (X)) =7,. Sia L la linea costituita dai seguenti archi

z = R-exp (ip) per —oa<g

A

o
2 =7r-exp (+ i) per 0 <r<<R,

¢ poniamo
M =Max|f(2)];
=¥
allora risulta M = M (f; R, &) << +- oo, e per 2« I', si ha, in base a (9.3),
[F@<M+ 3, +2Xexpu(X) < X-expp (X)- {2+ M + >i}
e quindi
(9.4) |7 @) <e X expp (X)

dove ¢, = ¢, (f; @o; Ry, ).

3) Maggiorazione di |(a,_,,, u®)].

Da (8.1) e (9.4) segue, per n =17, 7 + 1, ... ,

i (a""ﬁ"’ u(r)) l = la’n——r 72;1) + L. ’Il/(;_)_l T+ Ay 7—1/(;’ + @,
! /&) (1
I'e
4 [ f2) |
<E‘jexl’{—c(n—r + 1)} OXP (rlog O) ds
I's

< A Ry e, X exp{,uf(XH— tlog @ +o-(n—7 +1)}.
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Poiché ¢ pud essere maggiorato con un numero indipendente da X, 7, n
(infatti o <log (1/1,)), si ottiene

| (@ u?) | < K-Xexp{p(X)+71log0 + (n—1)0(X)}
=1 t+1,..)

dove K = K (f; x,) ¢ indipendente da X, 7, n.
Il Lemma risulta cosi dimostrato.

10. - Dimostrazione del Teorema II.

Consideriamo di nuovo il Lemma stabilito nel n. 9: le disuguaglianze (6.1),
valide per ¢ >0 qualunque e per ogni # > 7, valgono a maggior ragione se,
fissato m >0, si assume 7 = ¢ (m) e ci si limita a considerare i valori di n
tali che

T=pm) < nm.

La dimostrazione del Teorema IT risulterd immediata quando avremo de-
terminato X = X (m) in modo da avere, per m abbastanza grande,

{10.1) log X + p(X) +m-o(X)<<n'7

dove 5 < 0, arbitrariamente piccolo, e in ogni modo tale che sian < log (1,0), non
dipende da m.

Sia y (n) la maggiorante monotona minima di log | @, | . Possono presen-
tarsi due casi.

Caso A: y(n) ¢ limitata superiormente. (Poiche y (n) ¢ monotona
questo caso si verifica quando & lim y. = 0 —, oppure quando w (n) —0 -+
o p (n) — H >0 finito). Allora anche u (X) ¢ limitato superiormente.

Osserviamo che risulta

[+
<o =0 (X) =28up (j: R VI )

ik

2 —
:Xa’ per X > X, quando Iim y, =0—,

=

2 2
R <:§ + 3 Sup{ Xy, (X +1)y,,,, - } quando

¢ p(n)—=0 -+ oppure y(n)—=H,0<H<+ o0

1
<z{2a 42 %};\pw(n)}.
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In ogni caso ¢ ¢ (X) = 0 (1,X); inoltre 7 =@ (m) — 4 co per m — - oo,
e quindi, fissato n > 0, si pubd assumere X = X (m) crescente con m, in modo da
avere

1
log X +¢ 3z M<nT.

£

Per questo basta che X = X (m) verifichi le due condizioni

n

logX =0 (‘L'), ; =0 (X)a

e quindi basta scegliere X = X (m), con X (m) - 4+ oo in modo da avere

X (771/) = exp{ 0 ((P (;m)) }’ X (’m) P (-7:1.) = oo

Questa scelta & possibile perché g (m)/log m — + oco. Infatti, basta che
X-(m)-verifichi-una-limitazione-del-tipo ~

m

< X < exp{a, @ (m)}

8 @ (m)

con g, & positivi convenienti, & — ¢, & — 0 per m — + oo. Si pud assumere
per esempio, ¢ = & = log m/p (m) e risulta

< X<m.

log m

Caso B: o (n)— + co (quindi v (n) non decrescente). Per soddisfare
a (10.1), basta determinare X = X (m) > -+ oo in modo che risulti valida

(10.2) ‘, log X + o (X) +m-o(X)<n7T.

(Infatti & p (X) = Sup{y.—u-0; 0 }<p (X) per X abbastanza grande).
xogu§x
Digtingueremo due sottocasi.

B,) Sia y(n) =0 (logn).
X 20
Allora risulta o =¢ (X) :0(1% ) . (Infatti si ha % <o =0 )<

P

o (X)) pX+1) ‘ o log X log (X -+ 1)
QSHP{A’ X s S ...}<2 Sllp{)_Y;Hf = , Hy- Til y oo
1 A

= 2H,: Og per X abbastanza grande).
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Basta quindi che X = X (m) verifichi 1a seguente disnguaglianza

logX

X

¢ log X + ¢ cm << neT,

e per questo basta scegliere X (m) in modo che risulti

m X
log X = o (1), - =0 (Iog X)

cioé
X (m) m

X(m)=exp{ & p (m)}, log X (m) ~ & (m)

con &, & positivi convenienti, & —+ 0, & — 0 per m — -~ co. Basta scegliere,
per esempio, & = g, = log mjfp (m) e quindi X (m) =m .
B,) Sia limw (n)/logn = 4+ oo.

Diciamo & (n)-1a maggiorante monotona minima (non crescente) di-y-(n)/n-
Allora & ‘

E(n) =y n)n, () = (n)/n, per infiniti 1,3

<0, risulta Iim Iﬁ;(b—)ﬂ =0 e quindi

En) —>0 4.
(Se ¢  (n)/n monotona, si ha & (n) = p (n)/n per ogni n).
Osserviamo che risulta

o
<o =0(X) =2 Sup {X;y“" Vx+1>"'}

MR

e (X »@E+1)
SESW N F it oo

<2Sup{;%; £(X), £(X +1),...}
= 2£ (X) per X abbastanza gi‘ande.
Percheé risulti x@riﬁcata (10.2), basta che sussista la disuguaglianza
(10.3) log X + 9 (X) + 2m-£E(X) < y-1,

e questa vale se poniamo X = X (m) =m. '



260 F. SKOTF [24]

Infatti, per ipotesi, & log m = o (p (m)). In secondo luogo, consideriamo il
minimo n; > m: ricordando la definizione di £ (») e le condizioni () e (&B),
si ha » (n) = o (p (n)), e quindi risulta

W (m) < £(m)
m

E (777;) = § (/nh) — _y-)ff_:_l"lg —= 0 ((]7 (nh)) —0 (M) '

" Ny, m
Ne segue

v (m)
m

+2EmMKL3E (M) =0 (‘P (M))

m

e vale (10.3) per X = m abbastanza grande.
“Dunque, con la scelta di X =X (m) indicata sopra nei diversi-casi, la-disu--
guaglianza (10.1) risulta verificata, e pertanto, per m abbastanza grande, si ha

[ (an_r,nv u(t)) [ == l a, . %,—l,(:) A+ a"l

< EK-exp{(n +1logO)7 },
da cui, posto o + log @ = log @, < 0 si ottiene
l (an—r’n’ u(r)) ] < K,@'lp(m)

con K e O, indipendenti da m.
I1 Teorema II & cosi completamente dimostrato.

11. - Dimostrazione del Teorema IV.

La dimostrazione procede per assurdo. Supponiamo f (z) prolungabile fuori
dal cerchio |z|<1. Per il Teorema II esiste un vettore u'™ tale che per esso

risulti

| @ AP AL U, | < K-07™W

m, -T T
(11.1)
| @y o w7+ e £ | < K-07™
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dove K e O, con { >0 e 0 << @ <1, non dipendono da k. Da queste, ricor-
- dando che g, > 0, otteniamo

| on e (a,, D + o+ ) | < K0 @70

m, — i
W T

(11.1)
|, 0 [ < IO

¢ ancora, ricordando la condizione (i), otteniamo
(11.2) [ U, = G, On e l S E-(1 + g) O7,
e poiché si ha evidentemente
R0 1, (1 + )" < Max { 247, (20,)"7 ),
| h_H—l (1 -+ gh)w,,mh) < Max{ mﬁ 21/',(11,3, th (2QIL)1”’("I¢‘ }: 1’
da (11.2) segue
m I “’",, — a”",l on ez‘/‘.h I gy < @ <1 ,

assurde, contro Vipotesi (ii). I1 teorema IV & dunque dimostrato.

12. - Dimostrazione del Teorema V.

Per un teorema noto, I (¢) ha raggio di convergenza 1. Tnoltre, poiché sod-
disfa alle ipotesi del Teorema IV, essa non ¢ prolungabile fuori di |2z|<<1.

Consideriamo, in particolare il punto 2 = exp (iw) con 0 < w < 27 (singolare
per F (2)) e portiamolo nel punto 1 mediante la rotazione { = 2-exp (— iw).

Si ha :

F(2) =F,(0) =3 g (n) a, exp (inw)- L,
Ne=={)
e si verifica facilmente che, dopo la trasformazione, i coefficienti della nuova
serie J; (&) soddisfano ancora alle condizioni (i), (ii) dichiarate per f(z) nel
Teorema IV, con un’opportuna scelta di{ g, },{ % }, eventualmente in dipen-
denza di w.
Infatti, ponendo

(12.1) a, (w) = a,-exp (inw),

8. — Rivista di matematica.
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dallipotesi (i), valida per F (z), otteniamo

g (ny—8) a,',h’_s (w)-exp{—1i (m—s) } -

= g (m, — $) am} _s (@) exp{ — i (m,— ) w } ga exp (i,
da cui ‘

g m—s) e o (@) =g (M —5) ap _, (@)-0n exP{ i (A + () @) }.

Posto
l; = A, -+ (1, — my;) w (mod 2x)
risulta che i coefficienti g (n,— $) a = (w), g (M, — 8) am e (w) di ' ({), con

s =1, 2, ..., @ (1), verificano la eondlzmne

i g (Hy— ) Cb:;h_s (w) == g (my —s) a:nh_s () 05 exD (4,) .
Anzﬂogamente, Dipotesi (ii) su F () con la posizione (12.1) assume 1a’forma;

lim| g (na) (L,'lh(w) exp (— in, ») — g (my) a:nh exp (— imy, w) g exp (i4,) /7 =1

da cui, moltiplicando per exp (in, ) l'espressione entro | ... |, e tenendo conto
dell’espressione di 2; otteniamo la relazione

(i) lim| g (n,) “’:/ () — g (m2) a;’,] (@) 0n exp (i4)) [17™ =1,

che & Vipotesi (ii) per F, ({).
Ci possiamo dunque riferire alla serie F; ({) (per la quale il punto 1 & singo-
lare) ed applicare il seguente lemma (3):

o«
« Lemma. Siaf(z) = Y a,2" una serie col raggio di convergenza 1.
0
Sia g (y) una funzione intera tale che per 6 >0 qualunque e [y | =7r—> + oo

risulti ¢ () = O (exp (&r)), di modo che

©

F(2) =3 g(n)a,z
[}
converge per | z|<C 1. Allora, se per I () il punto 1 ¢ singolare, esso ¢ singolare
anche per f (z) » :
Ne segue che { = 1 & singolare anche per la serie f, ({) ottenuta da f ({) me-
diante la rotazione =z exp (— iw) e il teorema risulta dimostrato.

(®) Vedi per es. E. Laxpau [4].
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Summary.

Some properties of continuable power series Z a, =" are established, using the «least
monotonic majorant » of the sequence {log|a,|}, (n =0, 1, 2, ...). Sufficient condi-
tions for the non-continuability and concerning tracts of vanishing relative length in
the sequence {a,,} are given. The results improve and extend an ILrEv’s Theorem.
Finally, the particular case of functions of finite order is considered.






