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Drrrmva Rouxi(¥

Sull’ isolamento da sistemi di punti

e sul modulo delle funzioni intere di genere zero. (*¥)

Lo = Introduzione.

11 comportamento del minimo modulo di una funzione intera risulta, per
evidenti motivi, alquanto irregolare: vari Autori si sono interessati allo studio
di tale comportamento, specialmente per funzioni di ordine poco elevato.

In questo tipo di questioni occorre spesso dare una valutazione asintotica
di prodotti del tipo

i=n

H (#—2))

i=1

per n — - co e a questo scopo viene generalmente utilizzato il ben noto Lemma
di BouTroUux-CARTAN (1) per la valutazione dal di sotto del modulo di un po-
linomio.

In una precedente Nota (2), abbiamo gid osservato come sia possibile ot-
tenere disugunaglianze migliori di quella classica se le radici del polinomio ri-
sultano collocate in posizioni favorevoli: a questo risultato siamo pervenuti
introducendo nna certa nozione di «isolamento » dei punti di uno spazio me-
trico da un insieme Z di punti (in numero finito).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematiea dell’ Universita, via C. Saldini, 50, Milano (Italia).
(**) Ricevuto il 28 luglio 1961. Studio eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca
n. 14. (1960-61) del C.N.R.
(?) Vedi per esempio R. P. Boas jr., [1], pp. 46-47.
(*) D. Roux, [2].
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Nella presente Nota estendiamo tale nozione di «isolamento » al caso in cui
Vinsieme Z sia costituito da infiniti punti e sia privo di punti di accumulazione
al finito. Valendoci di questa nozione, stabiliamo una estensione del Lemma di
BouTROUX-CARTAN che consente di migliorare risultati noti sul minimo mo-
dulo delle funzioni intere, in ipotesi opportune sulla distribuzione degli zeri
della funzione considerata. '

In particolare, abbiamo perfezionato una valutazione dal di sotto del minimo
modulo dovuta a R. P. Boas jr. (3).

Un perfezionamento analogo della valutazione di R. P. Boas in ipotesi di
altra natura venne da noi dato in altra Nota precedente (4).

Parre T.

Isolamento rispetto a un sistema di punti ¢ Lemma di Boutroux-Cartan.

2. - Isolamente rispetto a un sistema di punti.

Consideriamo, in un qualunque spazio metrico X, un insieme Z di punti,
non necessariamente distinti: 2, &,, ..., 2,, ... disposti in ordine di modulo non
decrescente e supponiamo che Vinsieme Z sia privo di punti di aceumulazione
al finito.

Sia inoltre assegnata una successione crescente di numeri positivi {5,,}:
0< 0 <0< ... < Oh<<...

Diremo che «il punto z ¢ d-isolato dall’insieme Z » se ogni sfera |w— 2| <
<4, (=1, 2, ...) contiene meno di k punti.

Una sfera | o —2| < g, 1y < < &y, si dice «di §-addensamento » se con-
tiene almeno A punti z;.

I evidente che un punto z & d-isolato dall’insieme Z se e soltanto se non &
cenfro di alcuna sfera di ¢-addensamento.

Indichiamo con Y 1l'insieme dei punti dello spazio che non sono -isolati da Z.

Consideriamo le sfere

Si,h: [a’—‘zll g 6,, ('Z e 1, 2, ...; h = 1, 2, ...) .

(®) R. P. Boas, [1], pp. 49-50.
*y D. Roux, [3].
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T ‘evidente che U'insieme Y ¢ la riunione degli insiemi seguenti:

Y le sfere §;, i =1, 2,
Y.: le intersezioni S;.n S, @ #4, 4, § =1, 2, ...
Y,: le intersezioni S;3n 855 n Sis

i) F=k 4] E=1,2, ..

Y;: le intersezioni 8; ,n Sy, an ..o n Sin
I FE o FE Uy Gy Gay ey B =1, 2.
ciod
k=h
Y, =Un Sy (h =1, 2, 3, ...)
[A] k=1

dove con [h] si intendono tutte le combinazioni possibili di k numeri interi po-
sitivi.
Risulta dunque

3. - Altezza. Stabilita dell’altezza.

Sia 7 >0 qualunque. Diciamo Y (r) Pinsieme dei punti di ¥ appartenenti
alla sfera |« |<r, cio¢

Y =(el<nn¥.

Ogni punto di Y (r) dovrd appartenere ad almeno uno degli insiemi Y,
sopra considerati.
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Diremo «altezza H (r) dell’insieme Z in | 2| < r rispetto alla successione
base{ (S,L}» Pestremo superiore (eventualmente infinito) dei valori & pei quali
Pinsieme Y, contiene qualche punto di ¥ (r), cioé

H =H (r) =Sup{ ¥,n Y () non vuoto }.
h

B evidente che la funzione H (r) ¢ monotona non decrescente e di conseguenza
se per r =7, risulta "H (r,) = + oo, lo stesso aceadrd per ogni »>r,.

Se im §, = 4 < + oo, Valtezza H (r) risulta finita per ogni » (eventual-

t—>c0

mente non limitata). Infatti in tal caso il numero « (2, 8,) dei punti di Z appar-
tenenti a una sfera di centro 2, (| ¢ | < r), e raggio 8, non pud superare il numero
n(r + A) dei punti di Z appartenenti alla sfera con centro nell’origine e raggio
* + 4, necessariamente finito. Quindi H (1)< n (r + A) << + co per ogni
r> 0.

Se 0, —+ + oo per b — - oo, affinché 'altezza sia finita per ogni r, & neces-

sario che sia definitivamente n (d,) < h, (cioé per k= h, opportuno) ed & suffi-
ciente che sia n(20,) <<l per h=h, opportuno.

Se infatti per infiniti valori & visulta  (8,) = h, comunque grande si scelga h,,
esiste un & > A, tale che la sfera ( @ [ = 0, contiene almeno % punti di Z. Dunque
H (r) = + oo per ogni 7.

Se invece n (20,) <k per h= hy, indichiamo con &, == h, (r) il minimo in-
tero . per cui risulta §, = . Per il numero n (2, §,) dei punti di Z appartenenti
alla sfera |z-—z|< §, risulta allora, per ogni # in modulo non superiore ad 7
e per ogni h= Ry (1)

w2, B n(26,)<h

¢ dunque H (r) < max (hy, I () —1) << + oo,
Inoltre per r abbastanza grande dovrd essere di conseguenza

(Smr) <r.

Da queste osservazioni si deduce immediatamente quanto segue.
Sia n (r) = ¢ 7" per r = r, opportuno, (¢,, o costanti); se risulta

O, < 1/2 (hfeg)’™ per h=h,

allora e H (r) << + ocoper ognir= 0 ed ¢ inoltre d,,,,< » per r abbastanza grande.
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Se invece n (1) = e, r* per ¥ = 1, e per infiniti valori b risulta

0y = (h/vco)”a’

allora H(r) == 4 oo per ogni r.

Se per ogni r risulta H (r) < -+ oo e inoltre per r — -+ oo H (1) - H, <
< - oo, diremo che «Uinsieme Z ha altezza stabile rispetto alla successione
base { &, }».

4. - Teoremi riguardanti il é-isolamento da un insieme 7 infinito.

Nel caso in cui Valtezza H (1) risulti finita per ogni r, (anche se non limitata
in 0 < 7 < 4+ o0), & possibile stabilire, per 'insieme Z infinito, teoremi analoghi
‘a quelli validi quando Z sia costituito da un numero finito di punti ().

Sia H () < oo; allora & evidente che nessuna sfera |z —z|< gcon |z|<r
e 0> &y, pud essere di d-addensamento ed é anche evidente che se una sfera
lz—z|=< 0, (2 |< 1, 0= 6,,), @ di d-addensamento, i punti 2; ad essa appar-
tenenti sono in modulo non superiori a 7 4 dy,, .

Sia K = K (r) il numero dei punti di Z appartenenti alla sfera | & | < 7 + dy,
e sia Z, l'insieme di questi punti, ciod

(4.1) K(r) =n(r + ) = 2 1.

bz lsr+0u0
Poniamo

4

=max (d, -+ 0, + ... + ;)

H,K s

(4.2) :
L+hL 4. +LE K 1=L£H, 125 XK

Consideriamo ora un sistema di al pitt # sfere (anche sovrapponentisi) con-

tenente Y (r) e diciamone R la somma dei raggi.
Per ogni h, indichiamo con 6, (r) Pestremo inferiore dei numeri E. Risulta

(5) Vedi D. Roux, [1].
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e, essendo I (r) costituito da un numero finito di parti di spazio limitate da parti
di superficie sferiche in numero finito, risultera ovviamente da un certo indice &
in poi

O (r) = O ()

con O (r) costante al variare di k.
Sussistono i seguenti teoremi.

Teorema I: O, (r)< 24

== Hy K
Teorema II: Hsiste una partizione di Z. in parti disgiunte
(4.3) Zy=ZQUZ2U0. . 0ZPUZY 1< p< K =K ()

contenenti, rispettivamente, v, = H, vy, ..., v,, v, punti z;, con
ntn Attt =K H=rnznz.Zyp=1

per la quale si verificano le sequenti proprieta:
10) detto o, il raggio ¢ ¢, il centro della minima sfera con centro in un punto z

in modulo non superiore ad v contenente Z<, risulta

@iééy.' i:172

1

20) Pinsieme Y (v) dei punti 2, | 2| < r, non isolati da Z ¢ contenuto nella
riunione delle p sfere

[.’Ir' cflégf+évi7 '1:31,2, ceey P

Teorema III: Considerata la partizione (4,3), Vinsieme Y(») ¢ con-
tenuto nella riunione delle vy + v, + ...+ v, sfere definite dalle sequenti p condizioni

7 P
le—2zZ0 | < 5, i=1, 2, .., p

5. - Estensione del Lemma di Boutroux-Cartan.

Si consideri un insieme Z di punti 2z, soddisfacenti le condizioni
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e si scelga la successione { On } in guisa che 'altezza H (r) risulti finita per ogni »:
H{@r)< + oo
Poniamo

Allora vale il seguente Lemma:

« Qualunque sia n, risulta
I I)n (Z) I > 61'(32 ‘e 511

per ogni | 2| < v, qualora si escludano i punti z appartenenti « un insieme di sfere
per le quali la somma dei raggs non supera

24

By R

dove 4, . ¢ definito in (4£.2) .

Infatti, fissato comunque » >0, sia z un punto appartenente al cerchio
| 2| < r e non appartenente a Y (e quindi neanche a Y (m).

Allora risulta |z-—z2;| > 6, per ogni i; |2z—=2;|> 4, salvo al pit per uno
Ziy wey | 2—2;| > 0, salvo al pin per h—1 punti 2; e cosi via. Segue

| Po(2)] > 0,6, ... O, per | 2|7, 2 5 Y (7).

Ma Y (#) & contenuto (vedi Teor. I) in un insieme di sfere per le quali la
somma dei raggi non supera

24

Hiry, K(r)

e il Lemma risulta cosi dimostrato.

6. - Dimostrazione dei Teoremi del n. 4.

Consideriamo le sfere di §-addensamento con centro in punti # di modulo non supe-
riore ad e, fra di esse, quelle che contengono il massimo numero di punti z,, cioé quelle
che ne contengono », = H; fra queste sfere contenenti H punti consideriamo quelle di
raggio minimo g,: scegliamone una qualsiasi, chiamiamola Zl e chiamiamo Z 'insieme
dei punti 2, in essa contenuti: abbiamo gid osservato (vedi n. 4) che questi punti z
appartengono necessariamente a Z .
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Consideriamo ora Pinsieme ottenuto da Z, sopprimendo i punti appartenenti a Z{P:
se non esiste alcuna sfera di d-addensamento con centro in un punto di modulo non su-
periore ad r contenente almeno uno di questi punti, il procedimento & terminato e I'in-
sieme residuo (eventualmente vuoto) lo chiameremo Z\; in caso contrario, opereremo
sull’insieme residuo come abbiamo operato su Z,: otterremo il numero v,< v, = H, il
raggio p, e I'insieme parziale Zi’ e cosi via.

Ad un certo punto, dopo p< K operazioni di questo tipo, il procedimento sard ter-
minato. Avremo cosi ottenuto una partizione di Z,

Zpy =2P0u2z2Pu...uZPuz?, 1< p< K

inp + 1 parti disgiunte (I'ultima delle quali pud eventualmente essere vuota): alle prime
p parti sono associate le sfere contenenti

St s s S
il numero dei punti contenuti
R & B R £ T U T S Sy [ T
i valori corrispondenti della successione { 3 }
6,2 4,> .29,
e i raggi delle sfere contenenti

Ql< (51!1’ Ql< 'Sr,’ b gv< 61'1)‘
Linsieme ZY & dunque contenuto in una sfera di centro ¢, e raggio o; (°); Vinsieme
dei punti @ tali che |» —Z; [< 4, & allora contenuto nella sfera |z — ¢, |< g; + 4,
. T
e il Teorema II e dimostrato.
Ne segue il Teorema I: infatti

O (N< 0, (N< D (0:+8,)< 2D 68, < 24,4

i i
Osserviamo ora che, se § & una sfera di d-addensamento con centro z, |z|< 7, e
raggio o contenente h punti z;, dalla disuguaglianza o< &, segue che almeno uno dei
punti ¢, appartenenti ad S appartiene a una sfera Zi per la quale »;>h. Infatti, se §
¢ una delle sfere zi, allora v; = & e ogni punto z; appartenente a S gode della proprieta
segnalata; se S non & una delle sfere z,-, diciamo Z{ 'insieme parziale ausiliario di mi-
nimo indice i contenente qualche punto z; appartenente ad §; dobbiamo dimostrare

(°) Da questo punto, il procedimento dimostrativo ¢ identico a quello tenuto per
dimostrare gli analoghi teoremi per I'insieme Z finito in D. Roux, {2]. Lo riportiamo qui
per comoditid del lettore.
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che »,> h; se, per assurdo, fosse v; < h, al momento di definire Z¥, fra le sfere di d-ad-
densamento fra le quali si doveva scegliere Z,- col massimo numero di punti contenuti,
. sarebbe stata presente § e quindi sarebbe risultato »;> k.
Veniamo ora a dimostrare il Teorema III. Si tratta di far vedere che ogni punto z,
(l2]< r) pel quale siano verificate tutte le p condizioni

[z — 72| > B3y t=1,2, .., p

non appartiene ad T. Infatti, se esistesse una sfera §: | » — 2 |< g che fosse di d-adden-
samento, potremmo scegliere h<C H (), con &, < ¢< J, e la nostra sfera dovrebbe
contenere almeno h punti 2, dei quali uno almeno, diciamolo ¢*, appartenente ad una
sfera Zi contenente »,> h punti e si avrebbe di conseguenza

o< 8, < <S,i<|z—Z(}’i< |z —e*|< o

il che & assurdo. Segue il Teorema III.

Parte Il

Valutazione del minimo modulo per una classe di funzioni intere di genere zero.

7. « I risultati.

Vediamo ora come estensione del Lemoma di BouTROUX-CARTAN presentata
nel n. 5. permetta di migliorare nna nota valutazione del minimo modulo per
una classe di funzioni intere di genere zero.

Sia f (2) una funzione intera di genere- zero, con f(0) = 1. Diciamo = (R)
il numero degli zeri di f () appartenenti al cerchio | 2| < R e, seguendo notazioni
abituali, poniamo

(7.1) N (R) = jz tiadydt, QR) =R

0

EV_.__S
|
0
3
o
o~
~
=
=~

B noto che: (")
« Sia f (2) una funzione intera di genere zero, e f (0) =1;se¢>0e0>1,
esiste una funzione A (R) tendente a -+ oo, lentamente quanto si vuole, tale
che, per R abbastanza grande, risulti

(7.2) log|f(?)|= N (6R)— 4 (B) @ (o E)

(?) Vedi R. P. Boas jr., [1], pag. 49.
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per ogni # in modulo non superiore ad R, fuori da un insieme di cerchi pei quali
la somma dei raggi ¢ al piu &R »

Con I'ausilio di ipotesi favorevoli sulla distribuzione degli zeri di f (z), & pos-
sibile stabilire per log | f (2) | una disuguaglianza migliore della (7.2). Sussiste
infatti il seguente

Teorema: Sia f(z) una funzione intera di genere zero, con f(0) =1
e sia inolire

(7.3) 6, R* < n(R) < ¢y B, per B= R,

O<e =6, 0<axgl, indipendenti da R),

Diciamo H (R) Valtezza dell’insieme degli zeri di | (2), rispetio alla successione

base { 6, }
(7.4) 8y = ¢, B, 0<<e,<<1/2e %%
Allora, per ogni ¢ >1 e per ogni R = Ry, risulta
{7.5) log|f(2)| >N (¢ R)— KEn(cR) — Q(oR)/(c — 1)
(K = 1[oc— log (e, c*))

nel cerchio | z| = R, quando si escludano i punti apparienenti a un insieme di
cerchi pei quali la somma dei raggi non supera

(7.6) 2 ¢ e, H(l*b\)/“(R e, Hlla)m'

Osservazioni:

10y H (R) dipende dalla successione {6h} prescelta, ma, per la (7.4),
(vedi n. 3), risulta finito per ogni R.

20) 71 risultato & significativo soltanto se la espressione (7.6) & minore di
R e ancora pit se ¢ o ().
Affinché quest’ultimo fatto sia verificato & sufficiente che sia H (R) = o (R%),
o << 1.

30) L’espressione in (7,6) non supera

(7.7) 2R* (H (R)]eo) I
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e alla (7.5) si pud anche sostituire la seguente che vale a maggior ragione
(7.8) log | f(2) | >N (0R)— (K +1/(c—1)) Q (oR)
con le solite modalita circa 'insieme dei punti esclusi.
Dimostrazione (5).
Possiamo serivere
(1.9) &) =TT (L — 2z =TT (—2fz) TT (L—2/e) — P, (2)- P, (2)
i1 |2;] = om |z >0r
Poniamo |z| = » e osserviamo che
|1—2fe:| 2 | 1—2/r,] (re=]2]).

" Di conseguenza

log| P, (2) | = 3 log (1—r/r) — | log (1 — sft) dn (1) =

;> 0R oR
l’m n (1)

=—n(oR)log (1 —#/(cR)) —r / Lt —7)

oR

rn (o R) ok
- o =y
> - (a—«l)ft n (t) dt
o

e quindi, per la seconda delle (7.1), otteniamo in definitiva
(7.10) log| P, (2)| = — @ (oR)/(c—1)

per ogni |z| < R.
Consideriamo ora P, (). Possiamo scrivere

(711) - [P @] =TIt —ofre| =TI |r—r: |- T]r7* = PO-P®,

TS ok ;S OR TS eR

() In questa dimostrazione si applica il Lemma del n. 5 estensione del Lemma di
Bourroux-CarTaN: per il resto il procedimento dimostrativo & analogo a quello usato
in R. P. Boas jr., [1], pag. 49-50.
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Per PP si ha

oR
log PP =— Y logr, =— f logt dn ()
5ok 0

on
= — n(oR) log (oR) + [#-1n () ¢

0

¢ quindi, per la prima delle (7.1)
(7.12) log P = N (oR) — n (oR) log (6R) .
Valutiamo ora P, Per il Lemma del n. 5 e per la (7.4) abbiamo

(7.13) PP > 8,08, o By = €2 { m(oR) !}

noR)

per|z| < R, fuori di un insieme di cerchi pei quali la somma dei raggi non supera

24, .= 26, max (* + L R T

dove

oA+ < K=n(R +4,

Y1y Vay eeny VD§H:H(R), l=p=sK.

Segue
(7.14) 24, . < 2¢, HY-KJ/H < 2¢, H***.n (R + §,) <
< 26,6, H (R)*~"(R + 8,)"

per R= R,.

Da (7.12) e (7.13), sostituendo in (7.11) abbiamo allora
log | P, ()| > n (oR) log ¢, + 1og{ 7 (6R)! }/oc-—— n (oR) log (oR) -+ N (cR)
= N (R) + n (6R){log ¢, + log (n (oR))* —1/a— log (oR) }
da cui, per la (7.3)
(7.15) log | Py (2) | > N (oR) +{ log ¢, + log ¢,/ —1[a }n(cR)

per ogni |z|< R, (R = R,), fuori dai cerchi esclusi.
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In definitiva abbiamo allora, sostituendo in (7.9) le (7.10) e (7.15)
log|f(2) | > N (6R) +{log ¢, -+ log (¢}/") — 1/ec } n (6R) — @ (6R)/(6 — 1)

per ogni |2|< R, R= R,, qualora si escludano i punti appartenenti ad un
insieme di cerchi pel quali la somma dei raggi non supera 'espressione assegnata
in (7.14).

Tenendo presente che & ¢, << ¢ %"/, ne segue (vedin. 3) H(R)< + oo per

ogni R, 9,, <R e di conseguenza

24

HK

A

202 _H(l_a)/.\ -0 (QR) < 0(()\—1)/_\ ,H(1—n)lg(2R)\ < 9 (H/CO)(l—:\)!xRx
per R = R, . Inoltre risulta ovviamente
K = 1ja—log (¢, ¢*) >0

e esgendo n (R) < ¢ (R), vale la(7:8).

8. - Condizioni sull’insieme ~ che conducono all’altezza H(r) = o(rs).

Abbiamo gid osservato che, per potere apprezzare i risultati del teorema
del n. precedente, occorre procedere a una valutazione dell’altezza H (r) dell’in-
sieme degli zeri della funzione intera f (z) presa in esame rispetto ad una oppor-
tuna successione { 9, }.

A tale proposito sussiste il seguente

Lemma I. Dinsieme Z soddisfi le seguenti condizioni
a) sia n(r)<<er® O<asl);

b) esistano due numeri Ady= 0, ¢; >0 e una funzione positiva non decre-
seente R (A), tale che R (A)/A — -+ oo, per i quali sia verificata la condizione

n (g + 4)y—mn (o) < ¢, A%
per ogni A = A, e per ogni p soddisfacente la limitazione
Ad<o<R(d)..

Allora esiste ¢ >0 tale che, per ogni 0 < ¢ < ¢, Valtezza H (r) dell’insieme Z
rispetto ad una successione base { 8, %, con
4 1 Onys

(8.1) 8, < chV*

verifica la limitazione H (r) = o (r%).

6. — Rivista di matematica.
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Osservazione: Si pud assumere per esempio:
(8.2) ¢ = min (¢;7/4, ¢, 1/2).
Dimostrazione.

B ovvio che bastera provare che questo Lemma & vero per la successione
(8.3) 8, = chM*

in quanto, diminuendo &,, H () non pud aumentare.
Sia » >0 qualunque: dobbiamo valutare il numero # (2, da) dei punti =
appartenenti alle sfere | 2 — 2| < 6,, per ogni z in modulo non supenme ad 7.
Sia | 2] = 38,: ovviamente il numero dei punti z; contenuti in una sfera di
centro 2z e raggio J, non supera quello dei punti z; contenuti nella sfera con
centro nell’origine e raggio 44, e quindi, per I'ipotesi a) e le (8.3), (8.2), avremo

i

(8.4) . N(2y-0,) -1 (405) << 00 (48,)% == ¢5 (dohM)> <y

per ogni 2 =1 e per |z | < 35,,
Diciamo ora hy = h, () il minimo mtew I per cui risulta

(8.5) 7— 0, << R (28,) .
- Se 30, < |#| < r, il numero dei punti 2, appartenenti alla sfera di centro 2
e raggio d, non supera quello dei punti z; interni o sul contorno dello strato li-
- mitato dalle due sfere con centro nell’origine e raggio, rispettivamente, |z| 4 d,

e |z]|— d,, cioe

(s 0)=n (] Z! 4+ 0) —n (f zl““ O —)

="Mn ((l z I - (Sn) + 26h) - (! 2 ] - éh—) .
Osserviamo ora che, per i = h,, in forza della (8.5) risulta
20, < I zl— =< r—o6h<RI(24).

Perl'ipotesi b), ponendo ¢ =|2|— 6 —n,d =24, +5(0<n< | 2| — 385
arbitrariamente piccolo) e ricordando le (8.1) e (8.2), avremo

(8.6) (2, 6,)<<e, (20, + )% = ¢ (2eh¥*+ e <<h

per ogni h = hy (r), 36, <|z|< .
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Dalla (8.4) e (8.6) discende ovviamente che
H@) < hy ().
D’altra parte, essendo R (J,)/d, — -+ oo, cioeé
O = o (&2 ()
¢ inoltre, per la (8.3)
2841 >0,
risulta, grazie alla (8.5)
7= R (20,-4) > R (6),
~ciod
R (6,) =0 ().
Ne segue

H{@E) < hy(r) =0 (%) ec.dd.

9. - Un corollario nel caso n(r) co¢yr=.

Corollario. Se

(9.1) 0 (F) ~ o1 O<a<1)

allora Uinsieme Z soddisfa la condizione b) del Lemma precedente.

Infatti, poniamo

7 (1) = ¢ ™ (L + & (1)), e{(r) =0 per » - + oo.

Avremo, per ogni v > A

nr+A)—n@)=c@ + {1 +e@r+A)}—car{l+e@)}=

:cw‘“{(l -+ ?)x(l +e(r4+ 4)—1—¢g(r) } .

231
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Diciamo ora ¢ (4) Pestremo superiore dei valori di [e(r)] per r = 4; £ (4)
tende monotamente a 0 per 4 -> -+ co e potremo scrivere, per ogni r > A

n@r+A4)—an@r)er {( e ig)ﬁ(l 4e(d))y—1 + E(A)}

= a6

Poniamo ora R(4) = 4/{ &(4) 17%: ¢ evidente che R(4) cresce al crescere
di 4 e che R (4)/4 - + oo.
Avremo allora, per ogni 4 <<r<< R (4), 4 = A, opportuno
W AY =R () < ey ad™ L 8ey AN
<ecd® c.d.d.

Osservazione. Se

liﬁ{n (1-)/7-~}: + oo, Bﬂ{ 5,,/7L1/"}>0

r—>-4 o h—>+ o

allora Valtezea H (r) dellinsieme Z dei punti z,, rispetto alla successione base
{8,} ¢ infinita per ogni r >0, cioé:

H(r) = + o0 per ogni r>0.

Infatti, esistono una successione {7;} crescente e divergente a + oo per
la quale

n (r)fry = + oo
e una costante ¢ >0 tale che
OB > ¢ per hzhy.
Diciamo &, il minimo intero h per cui risulta

1< 0 (hy)y (O (h) = 6a).
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Avremo allora

0 (8 ()= 0 o M0 e g gy

"% Ty

n(ry).

5

ot (lyy —1)

> hy,
per k abbastanza grande, poiché » (r.)/r, — + oo.
Ne segue H (r) = -+ oo per ogni r.

10. - Distribuzione regolare per settori, sul piano complesso, che conduce
& P P plesso,
all’ altezza H'7) stabile. ’ ! k . e

Supponiamo ora che lo spazio metrico preso in considerazione sia il piano
della variabile complessa z e supponiamo che i punti di Z siano distribuiti re-
golarmente in un settore di piano. Anche in questo caso ¢ possibile dave infor-
mazioni sull’ordine di grandezza di H (r) rispetto a successioni { On } opportune.
Vale infatt® il seguente

Lemma II. Llinsieme Z soddisfi le condizioni sequenti
a) n (N < er, O<a=sl;

b) @ punit z; appartengano al setiore ¢, S argz = @, (0= @, <@, < 27)

e per ogni coppia ¥y, ¥y con @, = H< 3,5 @q, tl numero n (r; 9y, 9y) dei punti z;

appartenenti al settore 9, < arg 2<< ., | 2| <7, soddisfi la condizione

9y — 0
n (15 91y o) ~ P, (pl
2 ¥

n(r).

Allora esiste ¢> 0 tale che, per ogni 0 < ¢ < ¢, Valtezza H (r) dell’insieme Z
dei punti z, rispetto ad unae successione base { éh} soddisfacente la condizione

(3),, <L Chllx
¢ stabile, cioé

H{r)—>H*< 4+ o0 per r-— -+ co.
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Osservazione. Si pud assumere, per esempio:

TN B R T Y s I O S
(10.1) c::mm{scl/ (y—) 7§coll\}-

Dimostrazione. Basta considerare il caso
(10.2) 0y == ch'*.

Sia 7 > 0 qualunque. Andiamo a valutare « (2, 6,) per gli 2 in modulo non su-
periori ad 7.

Cominciamo col considerarve i punti 2z pei quali |z < 2 6,.

Possiamo scrivere

n (2, 6) < 1 (304) < € (304)" == ¢ (3ch™™)
e quindi, per la (10.1)
(10.3) n{z, 0,)<<h

per ogni ke per |z| < 26,.

Sia ora 26,< |2|<r e poniamo |z| = p.

Tl numero dei punti appartenenti al cerchio | #—=2| < ¢, non pud superare
quello dei punti interni e sul contorno del settore circolare del cerchio |
< o + 4, limitato dai raggi uscenti dall’origine e tangenti al cerchio |»—z| <
< §,: tale settore ha evidentemente ampiezza 2 arcsen (8,/0).

Potremo dunque scrivere, per ¢ >0 e per h = Iy (&), (indipendente da #),
abbastanza grande

!
T

2 + & O
(10.4) n (2, Op) = are sen ' -q (o -+ du).
—

2 Py @
Essendo 6,/ < 1/2, risulta
s, & . 111 [8
arc sen — = = 4 (”‘) + .
e

"5 ot
0 113 \e

i /1
< {1 _—9”3<-2-)

1>+._.t

1
2’ 2113\2
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e cioé

- ) O G
(10.5) arc sen — <{ - —
0 30

Essendo §,/p < 1/2, risulta anche

(10.6) (1 + —:~>< (23 )

Da (10.4), ricordando l’ipotesi a), le (10.5) e (10.6), otteniamo

e (2;_:_ g s . ,( \
n( 0) S —— ‘1'00 {0 + O1)
3(p— @) @

<(5) T
{py —@). 077

Ma 6,/ <<1/2 e. quindi

(14 e)mey, o (1 +e)ag

n (2, 0p) << — .
= o) 31 (py —py) 3170 (@ — )

(ehH*)*

<h

in forza della (10.1) per e << (¢/c)* —1, h = ho(s) abbastanza grande e per ogni
2] >20,.
Ne segue, per qualungue 7, tenendo presente anche la (10.3)

H (r) £ hy (costante) c.d.d.
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Sunto.

Viene estesa al caso di un insieme Z costituito da infiniti punti une nozione di
sisolamento» gia da not introdotta nel caso di un insieme Z finito. Sulla base di tale
nozione viene stabilita una estensione del Lemma di BoUTROUX-CARTAN sulla valuiazione
dal di soito del modulo di un polinomio, che permetie di migliorare risultati noti sul
comportdmento del myinimo modulo delle funzioni intere, qualora si facciano. tpotesi. ..
opportune sulla distribuzione degli zeri.



