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D. QuiLeuINt (%)

Alcune osservazioni

sulle soluzioni dell’ equazione della diffusione. (**)

1. - Introduzione e posizione del problema.

In alcuni problemi di diffusione ha interesse conoscere la dipendenza della
concentrazione U, della sostanza che si diffonde in un mezzo S, dal coefficiente
di diffusivitd K supposto indipendente dal posto e dal tempo sia esplicitamente
sia implicitamente tramite la concentrazione. Un problema di questo tipo si
presenta, ad esempio, in aleune tecniche per la determinazione del coefficiente
di diffusivitdh relativo alla diffusione di isotopi radioattivi nei metalli.

In questi procedimenti, dopo aver depositato una prefissata quantithd del-
Pisotopo radicattivo su una delle facce terminali di una sbarretta cilindrica del
metallo in studio, si fa avvenire il processo di diffusione tenendo il metallo ad una
prefissata temperatura T, costante e, dopo un certo tempo, con opportune mi-
sure effettuate su sezioni diverse della sbarretta metallica, si determina, punto
per punto, la concentrazione della sostanza radioattiva. Si ripete poi lesperienza
a temperature diverse, ferme restando tutte le altre condizioni, e si cerca di
risalire, dalle variazioni che si riscontrano nella concentrazione, alla legge di
dipendenza, dalla temperatura, del coefficiente di diffusivitd K. B quindi ne-
cessario in questi procedimenti conoscere la dipendenza della concentrazione U
dal coefficiente di diffusivitd. Nella presente nota, studiando questo problema,
serivo, sotto opportune ipotesi, I’equazione alle derivate parziali, con le relative
ol

Infine, dopo aver fatto alcune osservazioni sui risultati trovati, studio,
in un eago particolare, che perd ¢ di un certo interesse ai fini delle ricerche

condizioni ai limiti, alla quale soddisfa la funzione ¥V =
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tecniche alle quali ho accennato sopra, come dipende la concentrazione dal
coefficiente di diffusivitd superficiale pensato, anche esso, come parametro
indipendente.

Nelle ipoltvesi fatte sulla indipendenza del coefficiente di diffusivith K dal
posto, dal tempo e dalla concentrazione, in assenza di moti convettivi e di sor-
genti interne, il problema di determinare la concentrazione U (P, t) della so-
stanza diffusa nei punti P di un sistema & occupante il eampo ¢ limitato dalla
superficie ¢ retto dal sistema [1] (1):

1 U (P, 1) .
4, U (P, t)z}zT, Ped, >0,
(1) m U (P, t) = f (P), Ped,
t—0 .
lim I U(P, t) =@ (P*, 1) Pre >, 1>0,
P— , o o

dove f(P) ¢ la concentrazione, nota, nei punti P € ¢ allistante iniziale, ¢(P*, 1)
¢ una funzione, anch’essa nota, definita nei punti P* e 3 pert >0 ed infine LV
¢ un operatore differenziale nelle sole variabili spaziali, lineare, al piti del primo
ordine ed a coefficienti costanti. In particolare, indicato con n il versore normale
interna a 3, pud aversi:

. P,
IO U (P, 1) =U (P, 1), L®U(P,1) :?U—a(n“ﬁ’
P, '
L U (P, 1) “:AaL‘;n*Q +BUE 9,

a seconda che su Y ¢ assegnata la concentrazione, il flusso o una combinazione
lineare flusso-concentrazione.

Manifestamente il problema di vedere come dipende la concentrazione
U dal coefficiente di diffusivith K si riconduce al confronto tra le soluzioni
U=U(P,t) ed U, = U, (P, t) ottenute dal sistema (I) in corrispondenza ai
valori K e K, = K + AK del coefficiente di diffusivitd. A questo proposito
si ha immediatamente:

(1) Ipumeri in neretto ed in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia posta
al termine della nota.
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Se U, (P, t) ¢ la soluzione del sistema (I) in corrispondenza al valore
K, = K + AK del coefficiente di diffusivita si ha:
— K + AK
) 7P, 1) =7 (P, EEAE t)
i K
dove T(P, t) ¢ la soluzione del sistema (I) in corrispondenza al valore K del coeffi-
ciende di diffusivita quando al posto di @ (P*, 1) si ponga ¢ (P*, t zf) .

K 4+ AK
Infatti, indicata con t la variabile temporale nel sistema (I), si ha:

[ -~ 1 U, (P, 1) .
4, Uy (Py ) TK 4+ AK ot , Ped >0,
(I;) 4 lim U, (P, 1) == (P), Ped,
7—0
im L® U, (P, 1) == ¢ (P*, 1), P*e E, 7>0.
Wil 0 . . . . . . .

Da qui, posto

K ‘ f K

(2) T:mt, 3 U, (P, T)“—“Ul(P,mt) == U (P, 1)

e percio anche:
K + AR t}

(4) U (P, t) = ?<P, il

sostituendo nel sistema (I,) 7 tramite la (2) ed U, (P, ¢) tramite la (3), tenuto
conto della (4), segue l'asserto.

oU

2. - La funzione V = —— .
oK

Cid premesso supponiamo che il campo €, con la sua frontiera Y, e le condi-
zioni ai limiti siano tali da garantire Pesistenza e unicitd della soluzione U ==
= U (P,t, K), P e C,t>0, K >0, del sistema (I} in un prefissato sottoinsieme
del campo delle funzioni continue e derivabili, almeno due volte rispetto alle
variabili spaziali ed una volta rispetto a ¢ e rispetto a K, con derivate continue

o> U U

—, —— i =1, 2,3 ¢
ok’ aKo’ T

e tali che risultino, inoltre, continue le funzioni
*U K
oI dt’ oL oK

A questo proposito osserviamo che, almeno nel caso di condizioni al contorno
stazionarie, la supposta regolarith rispetto a K delle soluzioni del sistema (1)



174 D. QUILGHINI (4]

si riduce, posto Kt = , alle analoghe ipotesi di regolarity rispetto a & delle so-
luzioni del sistema:

1 oU
4, U Sy Pec, >0,
9
{ limU  =j(P), Pec,
&0
m L0 U=¢ (P, P*e¥, >0,
Wi =

Diversi Autori si sono occupati del problema di stabilire sotto quali ipotesi sui
dati al contorno e sul campo C & possibile garantire la regolarita delle soluzioni
di quest’ultimo sistema. Senza entrare nei dettagli rimandiamo in particolare
alla memoria di M. GEVREY [2], limitandoci qui a supporre le suddette condi-
zioni, delle quali preciseremo la portata al termine della nota.

_In queste ipotesi si ha:

Se U = U (P, t, K) ¢ la soluzione del sistema (I) la funzione:

oU (P, t)
I'T(Py t)‘:—’—s,'['(—, PEG, t>0
& soluzione del sistema:
( 1 1 3V (P, 1)
4 o —_ Ak
A, V (P, t) - e A4, U (P, 1) W 5 , Pedq, t>0,
(Ify < lIm V (P, t) =0, Ped,
{—0
lim L™ V (P, t) = 0, : Pxec z, t>0,
P>prE X

.U , , . . .
Cioé FTre pud interpretarsi come la concentrazione in C dovuta esclusivamente

. . R 1
ad una distribuzione di sorgenti S (P, t) = e 4, U (P, t), essendo omogence le
condizioni al coniorno.

Infatti, per le ipotesi fatte sulla derivabilitd rispetto a I della soluzione del
sistema (I), derivando, rispetto a K, ambo i membri della equazione

U ,
K& U =—-, Ped, t>0,
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applicando il criterio di H. A. Scawarz [8], si ha, dopo aver diviso per K:

1 1 oV
{(5) 4,V ”‘:“I‘E-AQU:K_“&“, Ped, t>0.

Per determinare le condizioni ai limiti alle quali deve soddistare V (P, 1)
osserviamo che, indicato al solito con U (P, t) ed U, (P, t) le soluzioni del si-
stema (I) in corrispondenza ai valori K e K, == K -+ A K del coefficiente di
diffusivitd, si ha:

(6) U, (P, )~ UL, ) =AKV (P, 1), PeC, 1>0,

essendo V (P, t) la derivata di U (P, ¢, K) rispetto a K valutata nel generico
punto P € €, t >0, per un valore K, in generale variabile con P e con ¢, ma in
ogni caso intermedio tra X e K -+ A4 K.

-1 /)
Si~ha pot, per la supposta-continuiti di 5; A
1

(7) lim 7 (P, t) = V (P, 1)

AE—0

qualunque siano PeC e i > 0.
Inoltre, tenuto conto che LY & un operatore differenziale lineare, al pii
del primo ordine, nelle sole variabili spaziali, si ha pure:

(8) lim L F(P, 1) = LOV(P, 1).

Ax—0

- qualunque siano P e C e { > 0.
Cid premesso, per essere:

lim [T, (P, t) — U (P, )] =0, PeC,

>0

lim [L U, (P, t) — LV U (P, )] =0, P*ey, (>0

rpreX

dalla (6) segue, per ogni fissato AK =£ 0,

(9) ImV (P, t) =0, PeC,
)
C(10) lim L0 ¥ (P, 1) =0, Pre 3y, t>0.

roprc
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Queste ultime due insieme alla (7) ed alla (8) implicano che risulti:

(11) Hm V (P, t) =0, Ped,
>0
(12) im L V (P, 1) = 0, Pre, t>0.
P

Infatti a causa della (9), fissato P = P’ € C, scelto un ¢ positivo arbitrario
si pué determinare un e positivo tale che per ogni ¢ positivo e minore di £,
0 <<t << e, risulti:

<V (P t)<g.

¢
13) 7 3

Adesso, fissato P = P’ € (' e ¢ positivo minore di ¢ in 'guisa che valga la (13),
scegliamo, tenuto conto della (7) 4K =20, in guisa che risulti, qualunque sia K
compreso tra K e K -- A K:

(14) —I< V(P ) = TP, <

ol g

Dalla (13) e dalla (14) si ha percid:
(15) —e<< V (P, 1)< 0.

Infatti la (14), a meno di diminuire eventualmente AK puod stabilirsi,
fissato P = P’ e ¢, per ogni t >0, e percid la (15) vale per ogni ¢ positivo e
minore di ¢ e per P = P’ € (/; segue percid da qui la (11). Analogo ragionamento
si segue per dimostrare la (12). Infatti, a causa della (10), fissato t = ¢ > 0,
indicato con P* un punto della superficie >, scelto un ¢ positivo arbitrario si
pud determinare un & positivo tale che per ogni punto P e ¢ appartenente alla
sfera di centro P* e raggio & risulti:

(16) — <oV (P, <3

Adesso, fissato t =t' >0 e P in guisakehe valga la (16), scegliamo, tenuto
conto della (8), 4K 4 0 in guisa che risulti, qualunque sia K compreso tra K
e K - AK:

17 _-;3 < L0 V(P, ¢') — LV T(P, 1) < 5’2- .
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Dalla (16) e dalla (17) si ha perciod:
(18) —o< LWV (P, th<o.

Infatti a meno di diminuire eventualmente AK la (17) pud stabilirsi
per ogni punto P che soddisfa la (16) e percid dalla (18) segue la (12).

Cosi dalle (8), (11) e (12) segue il teorema.

Supponiamo adesso che le condizioni al contorno del sistema (I) siano sta-

zionarie, sia cioé lim LW U(P, t) = ¢ (P*¥). In questa ipotesi la (1) diventa:
Peprc X

. K K
@9) 0.7, 0 = U(p, TEEE )

K

essendo U (P, t) la soluzione del sistema (I) in corrispondenza al valore K del
coefficiente di diffusivita.
Da_quest’ultima segue immediatamente:

in condizioni al contorno stazionarie si ha:

oU ou
(20) Y e :t'a—z, .

Infatti, tenuto conto della (19), abbiamo:

U(Pt—(—AI{‘) U0
bl » —1 - b
U (P, 1) — TP, 1) K ‘

nm

- = lim - =
Ax—0 4K AK->0 AK
U(P 4 AE t) U (P, t)
¢ l‘m L) + K ’
= — 1t
K fgr—o AK
K

e quindi la (20). L’ultima relazione scritta mostra inoltre come, in condizioni

al contorno stazionarie per il sistema (I), 1a regolaritd rispetto a K della soluzione

U (P, t, K) si riduce alle analoghe condizioni di regolaritd rispetto a .
Dalla (20) si ha poi:

TP, t, K) = U (P, Kt),

vale a dire U (P, t, K) & esclusivamente funzione di P e del prodotto Ki.
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Tornando al caso generale, in cui cio¢ le condizioni al contorno per il sistema.
(I) non sono stazionarie, dalla (1) si ha

AK
U(P, t A4 — t)mU(P, t)

. U P —-U®P, . K
lim = — lm +
A0 AK K fges0 AK

K

— K + 4K L+ AK
. U|\P, ———— 1| —U|P, ———— ¢
4 lim K I .
AE—0 T

AK

. ., U . . . . . X
Percio, se esiste % Pesistenza della derivata di U rispetto a X ¢ condi-

zionata dall’esistenza di

- <P, K+ AK t) - (P, K+ AK \t>

. I 1K
D (P, t) = lim * _ o
dE—0 - 4K

e viceversa.
.

. . U . s oo
Supponiamo ancora che esista i © che soddisfi alle condizioni di rego-

larith poste all’inizio.

Avremo
t oU (P, 1)
7 — LI
(21) VP, 1) = e TDW@& 0,
e quindi
[3 oU (P, t)
AZV(Py t) :_Tf 42 T +A2-D(P, t)
ed anche
1 9V (P, ¥) R 1 80(P, 1) t U (P, 1) \ _l oD (P, 1)
K a K A r ar K a

Sottraendo membro a membro, tenuto conto dei sistemi (I) e (II), segue .

1 0D (P, t)
22 _ 19D ,
(22) 4, D (P 1) =2 ===, Pel, 1>0
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Inoltre passando nella (21) al limite per ¢ — 0, ricordando che

im V (P, t) =0, Pec,

t—=>0
segue
(23) im D (P, t) =0, Ped,
=0 )
ed infine, per essere
— K+ AK I+ AK
o 7P, t|]—Lop(p, =70y
. I ye
lim = =
Pr*ey ' 4K

o (P*, 1) —¢ P*,t+A—Et

AK K’

—_ 1

K

passando al limite per 4K — 0, se ¢ (P*, t) & derivabile rispetto a ¢ per ogni
P*e 3 e per ogni ¢ >0, segue

. t op (P*, i
(24) lim ZOD(P, 1) = —% A Prey, > 0.

pptc X 1 ot !

Percio dalle (22), (23) e (24) segue che D(P, t) & soluzione del sistema:

,

1 2D (P, 1)

A4, D (P, t) = % T Ped, t >0,
(I11) Iim D (P, t) = 0, Ped,
t—0
: t Op (P*, 1) ,
1 ($V0)) ) = I 2 * ; .
p—>11)11c}..\:L (P, 1) T 5 , Prey, t>0

Siamo adesso in grado di precisare la portata delle ipotesi fatte sulla rego-
laritd, rispetto a XK, delle soluzioni U(P, t, K) del sistema (I).

Infatti, tenuto conto della osservazione fatta per scrivere la (21), possiamo
dire che:

se il campo €, con la sua frontiera >, e le condizioni ai limiti sono tali che,

op (P*, 1)

oltre ad esistere —  ber Prey et > 0, garantiscono Uesistenza e Punicita,
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nel campo delle funzioni continue e derivabili, per ogni Pe € e { > 0, delle
soluzioni dei sistemi (I) e (IIT) ed inoltre &

0 ol
AT =4, %
atA“l LFT

allora le soluzioni U (P, t, K) del sistema (I) soddisfano a tubte le condizioni di
regolarith imposte rispetto a K e viceversa.

3. - Un caso particolare.

Terminando, come applicazione dei risultati trovati, determiniamo, in un
caso particolare, come dipende la concentrazione U (P, t) dal coefficiente di dif-
fusivitd superficiale pensato come parametro indipendente.

Supponiamo cioé che al contorno sia assegnata una condizione del tipo:

Im LW U(P, 1)y ="Hm |U (P, 1) =2 A0 Y =T, (P¥1), P*el, 1>0."
PP pprel H on
essendo U, (P*, 1) la:concentrazione, nota, nei punti di > proveniendo dal
Pestierno del campo (' occupato dal sistema S ed H il coefficiente di diffusivith
superficiale.

Ci limiteremo a studiare il caso molto particolare in cui il campo ¢ ¢ un semi-
spazio limitato da un piano, che assumiamo come piano 2 = 0, ed il sistema S
& in condizioni iniziali uniformi ed al contorno dipendenti esclusivamente dal
tempo. Questo easo, pur essendo molto particolare, & di effettivo interesse nelle
tecniche di cui si & detto in principio. '

In questo caso la concentrazione U (z, ?) ¢ soluzione del sistema:

02U 10U '
e 2> 0 0
ar K o v>0, £>9,
lim U (x, t) = ¢ = cost, >0,
t~>0
. . 10U (x, 1) )

| 11.1::;1 Uz 1) "“’[‘f T == Uy (1), t> 0,

da qui, ponendo Hx =1n e i = H* K, segue

* U 10U
kot n>0 1=0
im U =, ‘ 7n >0,
t—+0
. oU
lim[U—Flz U, ), 1>0.
L #—o0 n )
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Avremo percio:

oU (n, 1, k) B ol oy . oU ok

oH T an 9H ' 8k ?H’
e per essere:
oU 19U on oU t oU t oU ok
— I e e —_— == e ~;~D::: ——-——%—-D ——~:2 {
m  Haex’ oH U Tk a H2K dt " oH HE
otteniamo
ol x ol 2t 0U .
ez + = — - 2HKD
9H  Hox  H ot
dove D (x, t) & la soluzione del sistema:
02D 1 oD
= 7 f >0
o2 K a’ @>0 t>
m D =0 x>0,
t—>0
. 14D t o aU, (1)
Iim|.D — = = — t>0.
{ x_,o[ H ax} mr o =
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