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Teoremi di curvatura in una V., quasi hermitiana. (*%) (1)

1. — Nel problema generale di introdurre, per le sottovarietd di una varietd
V.. quasi hermitiana, opportune nozioni di curvatura legate alla struttura
“quasi complessa della varietd ambiente, un primo risultato ¢ stato ottenuto
da B. MARTINELLI nel 1956 con riferimento alle superficie caratteristiche di una
V.n kithleriana (2).

I risultati del presente lavoro costituiscono un ulteriore contributo al pro-
blema accennato.

La prima parte (§ IT) ¢ dedicata alle linee di una verietd quast hermitiana.

Precisamente, per una linea € di V,,, accanto alla curvatura ordinaria ¢
(curvatura geodetica), che deriva dalla considerazione di un campo tangen-
ziale $ di C, viene definita al n. 6 una curvatura associata ¢,, dipendente dal
campo $, ottenuto da G mediante la trasformazione J della struttura quasi
complessa di Vs, .

Se, nelle considerazioni che portano alle curvature ¢, ¢, agli angoli ordi-
nari tra vettori si sostituiscono gli angoli hermitiani (cioé gli angoli tra le relative
faccette caratberistiche) (?), si perviene alle definizioni delle cwrvature hermi-
tiane K, K, ordinaria e associate (1. 7).

Infine, se, procedendo in modo analogo a quello ben noto che conduce alla
nozione di curvatura geodetica, in luogo delle direzioni tangenti si considerano

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Roma (Italia).
(*¥*) Ricevuto il 27 giugno 1961.

(1) Lavoro eseguito nell'ambito del Gruppo di Ricerca n. 37 del C.N.R. per I’anno
1960-61. .

(%) Ved. lavoro [8] della bibliografia.

(®) La nozione di angolo hermitiano tra due vettori (da cui deriva quella gid nota di
ortogonalitd hermitiana) & introdotta formalmente al n. 4 in relazione all’operazione di
prodotto hermitiano; il teor. T, ne segnala poi il significato geometrico.
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le faceette caratieristiche tangenti, si ottiene la definizione di ecwrvatura carat-
teristica K* di C (n. 8).

Tra le curvature considerate sussistono semplici relazioni (n. 9).

La curvatura caratteristica K* ¢ la media quadratica delle curvature her-
mitiane K, I, (teor. T,). I teor. T, del n. 4, che pone in relazione Pangolo her-
mitiano e 'angolo ordinario di due vettori, permette poi di ricondurre le curva-
ture hermitiane K, K, alle curvature ¢, ¢, (teor. T%). Queste, a lor volta, sono le-
gate da una relazione assai semplice, suscettibile anche di interpretazione geo-
metrica mediante la considerazione dei vettori di curvatura ordinaria e associata
¢ delle faccette osculatrice ¢ associata (teor. T,).

Nel teoremi accennati interviene in modo essenziale la nozione di deriazione
caratteristica, da me introdotta nel lavoro [11], della quale viene qui segnalata
una nuova proprietd in relazione alla trasformazione J (teor. T,).

Nel caso particolare che Ia varieth V,, sia kdhleriana, le carvature ¢, ¢,
coincidono e lo stesso avviene per le curvature K, K,, K* (n. 9).

La seconda parte del lavoro (§ III) ¢ invece dedicata alle superficie_carat-
teristiche di una varieta hermitiana.

Se la varietd ambiente V,, ¢ addirittura nna varieti kéhleriana, la curva-
tura caratteristica per una superficie caratteristica Y,, introdotta da MartI-
NELLI nel lavoro [8] gid ricordato, appare come valore comune delle curvature
caratteristiche K* di tutte le linee €' di X, uscenti dal punto in considerazione.

Cid suggerisce di esaminare, pitt in generale per una V,, hermitiana (non
necessariamente kihleriana), 1a distribuzione delle eurvature dei tipi considerati,
delle linee ¢ di X,, uscenti da un punto O.

-Si riconosce allora che, delle curvature introdotte al § II, soltanto quella
hermitiana associata I, risulta indipendente dalle linee € per O e pertanto
puo riguardarsi come curvatura della superficie X, (curvatwra hermitiana as-
sociata) (teor. T). ‘

Le curvature K, K* delle linee (' di ¥, uscenti da O danno Juogo invece a
distribuzioni meno semplici. Sussiste perd in entrambi i casi una relazione ana-
loga alla classica formula di EuLERo. Clid permette di considerare per le super-
ficie caratteristiche opportune cwrvature medie ¢ totali (n. 13).

In particolare, se la varietd ambiente ¢ kikleriana, tutte le curvature intro-
dotte si riducono alla curvatura caratteristica di MARTINELIL
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§ I. Premesse.

2. — VARIETA QUASI COMPLESSE. — Sia V,, (n > 2) una verictd a strutiurg
quasi complessa di classe € (1), O un punto di V,,, ( un intorno di O su V.,
descritto dalle coordinate locali reali z" (» ef) {8). In relazione allo spazio vei-
toriale 7', (O) tangente a V,, in O, insieme al co-riferimento reale dx’ (vel)
si consideri un co-riferimento isotropo, costituito dalle forme pfaffiane 97(r € I*) (5).

In particolare, se V,, & addirittura una wvarieté complessa, denotate con
{P = & 4 & (p e I) coordinate locali complesse in @ n intorno 7 di O, alle
a", 97 del caso generale possono sostituirsi risp. le &, A7 (veT; re I%).

In corrispondenza ai co-riferimenti da’, ¢ i tensori di V,,, di origine O,
sono dotati di componenti reali e di componenti isotrope (7). Per le prime sono
usate lettere minuscole e indici greci, per le seconde lettere maiuscole e indici
latini.

Nel seguito intervengono particolarmente vettori (elementi di 7%, (O)),
indieati con «, b, ¢,... e bivettori semplici (definiti da coppie ordinate di vet-
tori (®), indicati con «, £, y,.... Essi individuano rispettivamente gli elemienti
differenziali lineari reali di dimensione 1 e 2, cioé¢ le direzioni e le faccette piane
di origine O.

Come ¢ noto il tensore h, soddisfacente alla:

1) A (O 1y vel)
il quale determina la struttura quasi complessa di V,,, definisce in 7,, (O)
Vautomoriismo:

(2) J:id —a =ha"

che pud estendersi in modo canonico all’anelloide dei tensori di V,, in O (¥).
Sugli spazi dei tensori di rango pari, dispari, J ha risp. carattere involutorio,
anti-involutorio. Ad es. per i vettori: @ == — a.

i*) Per le nozioni generali dei n. 2, 8 ved. p. es. .B Termaxy, [4], I, T, 111, VI; A
TLICHNEROWICZ, [5], V. B. MarTiNeLLI, [7]; B. SEerE, [16], 1T, 8; K. Yaxo, [18], ed anche
G. B. Rizza, [14], n. 2, 8. B

(%) L’insieme di indici 1, ..., 2n si denota con 2\; mentre I, I indicano risp. gli insiemi
A, oo, n 1, ..., med I* Punione di I, T.

(°) Ved. p. es. B. EcBmMaNX, [4], p. 10; E. Martiyerir, [10], p. 7; A Wer, [17], p. 32.

(") 1 tensori che si considerano sono reali. Cido implica note condizioni per le compo-
nenti isotrope (Ved. p. es. E. MarriNeLty, [10], p. 5).

(®) Ved. p. es. E. Carrax, [3], p. 5-8. )

(°) Basta supporre che, sugli scalari, J si riduca all’identita.
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L’automorfismo J induce una trasformazione, denotata anch’essa con J, per
le direzioni e per le faccette. Le faccette unite nella trasformazione J si dicono
caratteristiche. Una direzione (vettore «) individua una faccetta caratteristica
(bivettore a, a) (20) (11).

3. — VARIETA QUASI HERMITIANE. — Sia ora V,, dotata di metrica in accordo
con la struttura quasi complessa. V,, ¢ dunque una varietd quasi hermitiana (*2).
Nell'intorno ‘U di O la metrica W & espressa da:

{3) ds® =g, dz* da" = G, J? 9

ove u, vel; p, geI* e G, ==0 per p, g I; p,qel.
Conviene qui ricordare che, se «, 8, A sono i bivettori individuati dalle coppie
{a, ), (b, b), (I, 1), le uguaglianze:
1 2 SR | 2 L2 .

aXb axb
1 1 1 2 I 3
4) aXpf = 3 mis?A = AXA; cosaf =20
mis o mis ff
axb axb
2 1 2 2

definiscono risp. il prodotlo scalare di o« e [, la misusa di A (area
del parallelogramma di lati 7, 1) e Pangolo di « e # (angolo tra le faccette piane
determinate da o e f§) (%3). b

Utili nel seguito sono anche le relazioni (1):

{5) axb = axb, axb 4 axb =0
€, in particolare, le:

{6) WKW =w X W, WX Ww=0.

(1) 11 termine italiano « faccetta caratteristica » equivale al termine inglese « ho-
Jomorphic section ». _

(11) Ved. p. es. G. B. Rizza, [13], n. 8 e I'osservazione nella nota (3).

(**) E. MarTINELLI, [10], 1. 6.

(*%) E. Carrax, [3], p. 5-9.

(*4)} G. B. Rizza, [11], p. 663 e nota (3).
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Dalla (5), discende la permutabilitdh di J con le determinazioni mefriche; pud
«quindi scriversi « simbolicamente »:

(1) [T, M| = TN — T —

Dalla (6), appare che J equivale ad un rotazione di z/2 di ogni vettore w nella
faccetta caratteristica da esso definita (n. 2).

La struttura quasi hermitiana di V,, permette, come & noto, di definire
il prodotio hermitiano a.b di due vettori «, b. Precisamente, introdotte conmpo-
nenti isotrope, ¢:

(8) a.b =2 G_ A7 Be (p, qgel) ()
Sussiste inoltre la relazione (%):

(9) a.b=axXb+iagxb

dalla quale, tenute pres‘enti le (5), seguono subito le nguaglianze:

{10) a.b =0ba

(11) a.b =a.b, a.b =—u.b =1a.b

che riassumone le proprietd formali del prodotto hermitiano.

In particolare, se e b hanno prodotto hermitiano reale, cioé se ¢.b =a X b
ovvero @ X b =0, lo stesso accade per ogni coppia di vettori della faccetta
@, b; questa dicesi pertanto a prodotto hermitiano reale (brevemente p.h.r.) (17)(8).
Ogni faccetta p.h.r. & ortogonale alla faccetta che le corrisponde nella trasfor-
mazione J (n. 2); e viceversa. ‘

I opportuno segnalare infine due osservazioni, che discendono facilmente
dalle (11).

(18) Aleuni Autori ed io stesso nei lavori [11], [12], [13] hanno invece assunto come de-
finizione: a.b = 2093; ? Be, tralasciando talora il fattore 2. Cid tuttavia non influisce
sulle r.ozioni geometriche di faccetta a prodotto hermitiano reale e di angolo hermitiano,
di cui nel seguito.

(1%) Cfr. E. MarTINELLL [9], n. 10; G. B. Rizza, [13], p- 7 e nota (%), tenendo conto
perd della precedente nota (13).

(") Per la geometria delle faccette p.h.r. m-dimensionali (m< n) ved. G. B. RIAZA
{121, [18]; M. Bruxi, [2].

(1%) Se ¢ addirittura «.b = 0, i véttori a, b risultano anche ortogonali (ortegonalitd
Jermitiana). Ved. J. A. SCHOUTEN, [15], p. 54; E. MartiNeLLy, [9], p. 137.

7. — Rivista di Matematica,



96 G. B. RIZZA [6F

O,-8ea =b-u'b--u'b, a=0+2b+2"F con u,u", v, »eC
1 mo, R

ol 2 2 17 4 4 3 3 ! ’ 7
PUSULLA 2

0. - Se ,b —_—-ﬁ;C - ﬂ:? con B:? ﬁZER (r=1,2,3,4), posto B, = ﬂ: ~+ 'Lﬁ:-’,
risulia:

3.0 b.b 1 ¢.¢c C.C
13 1 4 1 3 1 4
== ﬂa /33 /94
b.b b.h ¢.c c.c
2 3 2 4 2 3 2 4
4. — DEVIAZIONE CARATTERISTICA - ANGOLO HERMITIANO. — Il prodotto @ x b,

che interviene nella (9), ¢ legato all’angolo §, di deviazione caratteristica della.
faccetta o individuata da a, b. Precisamente:

12 €08 8. = 1 7[,:,, o L ‘@%b
(12) L 772 mise  mis (a, b)

dove h;, =g, h e o & un qualunque bivettore della faccetta omonima. II
prodotto @ X b, denotato anche con a=xb, dicesi percio prodotto caratteristico.
Per una faccetta caratteristica (positivamente orientata) o a prodotto hermi-
tiano reale si ha risp. §; = 0, 7/2; e viceversa (*?).

La natura quasi hermitiana della nozione di deviazione caratteristica, che.
appare nella (12) e pitt ancora nella definizione originaria del lavoro [11], &
messa in evidenza dal teorema:

T, — Tra Vangolo di due faccelte o, o corrispondenti nella trasformazione J
del 0. 2 e gli angoli J,, 05 di deviazione caratteristica di o e G, sussiste la relazione:

(3) COS ¢ O == COS? 5a == 082 5; (20).

(**) Per le nozioni e le proprieta accennate, ved. G. B. Rizza, [11], n. 3, 8; [14], n. 4;
E. MarTiNeLLi, [9], n. 10.

(*%) Ne discendono immediatamente le propritd geometriche delle faccette caratte-
ristiche e p.h.r., in relazione a J, accennate ai n. 2, 3.
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Indicati con @, b due vettori di g, la relazione (13) si stabilisce facilmente a
partire dalla (4);, tenendo conto delle (5) e della (12).

jonviene ora osservare che, come avviene per iprodotti ordinario e carat-
teristico, cosi anche al prodotto hermitiano si pud associare un angolo. Sussiste
infatti il teorema:

T, — Il prodotio hermitiano di due vettori a, b ¢ legato allangolo ¢ delle faccette
caratteristiche individuate da « ¢ da b; precisamente risulia:

la.b?
(14) COS @ ==~

mis? ¢ mis b

L’angolo ¢ si dird angolo hermitiano di a e b.

La dimostrazione si ottiene in modo diretto a partire dalla (4);, riferita,
alle coppie «, @; b, b, tenendo conto successivamente delle (5) e della (9).

10 ormai possibile stabilire il teorema:

T, — Assegnati i vettori a, b, tra Vangolo ordinario B, Vangolo kermitiano ¢
di a ¢ b e la deviazione caratteristica o, della faccetta o, determinate da a ¢ da b,
sussiste la relazione:

p
(15) . sm%Z = V~_—~ sin 9 sin 4, .

La (15) si ottiene facilmente dalla:
(16) | @.b]? = (a X b)® 4 (@ x b)*

ovvia conseguenza della (9), tenendo presenti le definizioni di cos @, co8 &,
cos §,, e l'nguaglianza mis 5 = mis (¢, b) = mis ¢ mis b sin & (21).
Dal teor. T, discende immediatamente il corollario:

C, — Due vettori appartenenti ad una faccelia caraiteristica hanno angolo
hermitiano nullo; e viceversa. Due vettori ortogonali ed appartenenti ad una fac-
oetta, p.h.r. hanno angolo hermitiano wuguale a 7/2; e viceversa (22).

(**) Gli angoli &, J, sono considerati in 0 ™ 7; @in 07 /2.
(*#) 1I risultato & in accordo con la nozione di ortogonalita hermitiana, di cui in (38).
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§ II. - Curvature di una linea.

5. — Sia ora ¢/ una curva, uscente da O, sulla varietdh quasi hermitiana V,,,
rappresentata in  dalle equazioni parametriche:

an & = I (1) wel)

di classe €2

17

Denotato con @ il eampo vettoriale »' (7) == Tir’ tangente a ¢ in U, e
con w il vettore di G nel punto O, il vettore udr definisce su ¢ uno spostamento
infinitesimo OO*.

Si consideri ora la connessione indotta dalla metrica (connessione di LEVI-
Crivita) e siano L e 9, rispettivamente, gli operatori tensoriali di trasporto pa-
rallelo e i differenziazione assoluta, corrispondenti allo spostamento O O* (*)

In particolare, per un vettore v di origine O, le componenti reali di Lw in o*
s0no:

(18) L™ == 0y vFw" dT

Se 917¢ un campo di vettori di classe C* su € e w ¢ il vettore di 947 nel punto
0, le componenti reali di dw in O sono:

do™

)]
~

h

Y W u") dr = 9§, w" dv (or, 1, ¥

ove le y,. sono gli ordinari simboli di CHRISTOFFEL.
Indicato poi con w#* il vettore del campo W in O*, dalle (18) (19) discende
(2 meno di infinitesimi del secondo ordine rispetto a d7) la relazione:

(20) wW* == Lw - dw.

F pure ben noto che il prodotto sealare e quindi le determinazioni metriche
sono conservate nel trasporto parallelo; pud scriversi « simbolicamente »:

@1) [L, ] =0.

(23) Per le nozioni fondamentali sulle connessioni ved. p. es., E. Boarraxy, [1], n. 1, 2;
J. A. Scroutex, [15], 111, 1, 2, 3; K. Yaxo-S. BocuxEr, [19], 1, 6.
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A questo punto conviene osservare che la struttura quasi complessa di V,,
permette di considerare, per ogni campo vettoriale )7 sulla curva C, il campo
trasformato mediante la J (n. 2), che verrd denotato con j e si dird campo
associato a M.

Dalle (6) discendono subito le relazioni:

(22) WX 0w =w X Ow, W X 0w --w X dw =0

utili nel seguito. In particolare, con riferimento al campo tangenziale § ed
a §, se il parametro nella (17) & Parco s (v = &), mis u (s) = 1; quindi

(23) w X Ou =1 X ou=0.

It poi naturale introdurre, accanto al differenziale assoluto §, 1’operatore
tensoriale:

(24) 87 =dJ 0 J

che si dird dijferenziale associato.

Come ¢ noto, su di una V,, hermitiana, gli operatori tensoriali Z, § non sonc
in generale permutabili con ’operatore J della struttura quasi complessa. Pre-
cisamente, si ha:

(25) [7, L) =[5, J] =0

se e solo se V,, & una varietd kihleriana ().

6. — CURVATURA ORDINARIA E ASSOCIATA., — Indicato ora con w* il vettore
del campo tangenziale G nel punto O* della curva € (n. 5) e con ds la lunghezza
dell’arco OO%, sia ¢ Pangolo tra u* ed Lu. ‘

Cid posto, la curvatura ordinaria (cwrvature geodetica) ¢ di € nel punto O &
definita dalla uguaglianza:

(26) ¢ = lim -

as—>0 48

(24) Per le nozioni generali sulle T, kihleriane si vedano i lavori citati nella nota ().
Per la proprietd enunciata clir. p. es., B. EcKMANY, [4], p. 17, 20, 21, tenendo presente
anche il teorema di NEWLANDER e NIRENBERG.
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La struttura quasi complessa di V,, permette pero di definire un altro tipo
di curvatura in relazione al campo associato G del campo tangenziale B (n. 5).

Si consideri infatti, in analogia col caso precedente, I’angolo 9, tra il vettore
#* del campo $ in O* ed il vettore L7, ottenuto da % per trasporto parallelo
lungo € da O ad O*,

Si perviene cosi, in modo naturale, alla definizione di cwrvatura associata
¢, della curva C nel punto O, espressa dall’uguaglianza:

'S . '19“
27) ¢, == lim —=
ds —» 0 S
del tutto simile alla (26).
In particolare, se V,, & una varicte kihleriana le curvature ordinaria e asso-

ciata coincidono. Cid ¢ ovvia conseguenza delle (7), (25).
Per le curvature ordinaria e associata valgono risp. le relazioni:

{ i

. Lou X u W X 0, U |
¢ = S -
(w0 X w)? ;’

[0, % X% 6, u X 0, %

(28)

) X U u X O, u |

“ (u % u) ’

0% X 1 d,u X 6,%

il significato di 8, u, 8, % risultando dalla 19).
Per stabilive le (28) si noti che, dal significato geometrico della misura di

un bivettore (n. 3) segue immediatamente:

mis? (u*, Ja) mis? (w*

. . i)
$in? == e ¢ Sin? oy = e
mis? «® mis? L mis® 2* mis* L

In virth delle proprietd espresse simbolicamente dalle (7), (21) i denomina-
tori sono uguali tra loro e, passando al limite per ds — 0, si riducono semplice-
mente ad (w X %)% = (% X w)>

I numeratori, tenuto conto della (20), divengono:

wF X uF uF X Lu\:i [ du x du  Ou x Lu
= ;
Lu x u* Lo X L | ; Lu x ou; Luw x Lu*
wF X wt wF ) L | dux du  ou x Lu
D
~ o~ ~ S ~
Lu x w* Lux Lu, |Luxdéu Lu X Lu

e, divisi per dr?, danno luogo, al limite, ai determinanti della (28).
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Poiché ds® = (u X u) dv* = u X u) dv?, & ormai facile pervenire al risultato.
Una nuova espressione della curvatura associata ¢, si ottiene considerando
il differenziale associato ¢’, definito al n. 5. Presisamente, risulta:

. [ X U w X O u
@ et
28) % ( x wp|
Opu Xu 0w xX8u

La (29) discende subito dalla (28),, tenuto conto del carattere anti-involu-
torio di J sui vettori (n. 2).

I1 confronto delle (28),, (29) mostra che si passa dalla curvatura ordinaria
alla. curvatura associata semplicemente sostituendo al differenziale ordinario &
il differenziale associato ¢7.

Tenuta presente la definizione (4), delle misura di un bivettore, le (28),,
{29) possono anche scriversi cosi:

mis (¢, O, w mis (u, 67 u
30) ¢ = (u, &, ), 0, = (w, &7 )

mis3 w mis? «
In particolare, se il parametro sulla curva C & Lareo s, cioé 7 = s, in virta
della (23) le (30) si riducono a:

. O Cduw
(31) ¢ == Mi§ 7 ¢, = Ii§ i ().

Intervengono nel seguito le faccette w, w, individuate risp. dalle coppie di
vettori u, 6, w; u, 6] u. Esse non dipendono dalla parametrizzazione di €. La
prima & la faceetta osculatrice in O alla curva € (2¢); la seconda si dird invece
faccelta associata.

7. — CURVATURA HEMITIANA ORDINARIA E ASSOCIATA. — Come si & segnalato
aln. 4, per due vettori di V,, & definito non soltanto ’angolo ordinario ma anche
I’angolo hermitiano (angolo delle faccette caratteristiche per i vettori), il quale
dipende in modo essenziale dalla struttura quasi hermitiana di Vou.

I3 quindi naturale considerare, accanto agli angoli ordinari 4, 9,, che hanno
condotto alle curvature ordinaria e associata (n. 6), anche gli angoli hermitiani
@, pq dei vettori w*, Lu; u*, Lu.

(®5) Per la (31); cfr. p. es. J. A. ScrourHEN, [15], p. 228.
(*%) Posizione limite della faccetta u*, Lu per ds — 0. Ved. anche J. A. SCHOUTEN,
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Si perviene cosi a nuovi tipi di curvature per le linee di 1,,, legati alla strut-
tura quasi hermitiana.

Precisamente, si dicono curvatwre hermitiane rvisp. ordinaria e associaia
della curva € di V,,, nel punto O, le espressioni:

(32) k= lm 2, k== lim 2

ds —»g 48 ds —» g U8

corrispondenti alle (26), (27).

In particolare, se V,, & una varietd kihleriona le carvature hermitiane or-
dinaria e associata coincidono.

Infatti, in virta della (7), su una V,, quasi hermitiana le coppie u*, Lu;
“u*, Lu hanno il medesimo angolo hermitiano (n. 4). Se poi V,, ¢ kihleriana
dalla (25) segue Lu = Lu. In definitiva risulta @ =@, ¢ quindi ’asserto.

Per le curvature hermitiane i, K, definite dalla (32) si hanno espressioni
analoghe alle (28). Precisamente sussistono le relaziond:

0 . %0, U

K2 =

2 )
( O .1 O, u.0,u

(33)

5 % 2.6, %

Kz ety oy —
“ (w-u)? ~ ~ ~ ~
Sy u.u O, u.0,u

A parte il fattore numerico, la struttura delle (33) ¢ del tutto simile a quella.
delle (28), ma in luogo dei prodotti scalari intervengono ora i prodotti hermi-
tiani.

Tenuto conto poi della (24), dalla (33), discende immediatamente, per la
curvatura hermitiana associata, la relazione:

'

L owa w.dlu |

J J J |
O, w.u Oyu.dyu |

analoga alla (33),.
Per stabilire le (33) si precede cosi. Dalla definizione (14), si ha anzitutto:

w¥. Lu |2 [, L 2
34 COS @ — ——I—-°"— CoSs == “‘”"”’2’—~“‘7: .
(34) ? = nistwr mist Lu Pe = it w* mist Lo
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Si noti ora che, dalla (21) segue mis L == mis %, mis Lu == mis « e che, a
causa della (10), puo scriversi:

|w* L |* = (w*.Lu) (Lua*), | w* Lo |* = (w*.L) (Lwaw®) .

Tenuto conto poi della (20) e, successivamente, delle (6), (21) dalle (34)
si ottengono le:

. ) (dw.ow) — (La.duw) (du. L)
2 sin2? ==1— cos @ = ( e >
2 mis? «w mis? u¥
(35)
L 0. W) (V0.5 — (L. 0%) (du. [70)
2 sm'z(p~ =1 —- CO8 @y == ( ( - 0~( —— ’
2 mis? e mis? u*

Conviene notare che nella (35) i denominatori, ugunali tra loro a causa della
(7), passando al limite per ds — 0 si riducono semplicemente a (u X u)? =(% X %)
e ciot a (w.w)® = (%.u)%. D’altra parte i numeratori, divisi per dz® danno luogo
al limite ai determinanti, che intervengono nelle (33).

In conclusione, poiché ds? = (w.u)dr® = (w.w)dr? dalle definizioni (32)
derivano, ormai senza difficoltd, le (33).

8. — CURVATURA CARATTERISTICA. -—— La nozione di curvatura geodetica
di una linea C di una varietd riemanniana e, in particolare, la nozione elementare-
di curvatura in uno spazio euclideo, derivano sostanzialmente dalla considera-
zione delle direzioni tangenti in due punti O, O* di C.

Appare quindi del tutto naturale, quando la varietd sia dotata di struttura
quasi hermitiana, sostituire alle direzioni tangenti le facecette caratteristiche
tangenti (%7).

Si é condotiti cosi a valutarc angolo ¢ tra la faccetta caratteristica tangente-
in O% e la faccetta, in generale non pid caratieristica, ottenuta dalla faccetta
caratteristica tangente in O mediante trasporto parallelo nella connessione di
LEevi-CrviTa.

Con le notazioni dei n. precedenti I’angolo y & precisamente Pangolo dei
bivettori u*, u*; Lu, Lu.

() B questa I'idea geometrica seguita da Ii. MARTINELLI in [8] per definire la cur-
vatura caratteristica di una superficie caratteristica in una V,, kihleriana. Ved. in pro-
posito i n. 11, 13 del presente lavoro, ove sono anche segnalate alcune generalizzazioni
al caso di varietad ambiente T, soltanto hermitiana.
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I’espressione:

(36) K*=1lm -

ds—»p A4S

81 divd ewrvatura caratteristica di ¢ nel punto O.
In particolare, se V., ¢ una wvarietd kihleriana, la curvatura caratteristica
non differisce dalle curvature hermitiane definite al n. 7.
In questa ipotesi dalla (25) segue Lu == Lu. 1 allora immediato riconoscere
che gli angoli @ e 9, definiti risp. ai n. 7, 8, sono uguali; e di qui segue ’asserto.
Alla stessa conclusione si pud anche pervenire tenendo conto che su di
una V,, kihleriana il parallelismo di LEVI-CiviTa porta faccette caratteristiche
in faccette caratteristiche (28).
Per la curvatura caratteristica K*, definita dalla (36), si ha la relazione:
. * w X w X O, % %X U % X 6, u

!
(v < u)®

{
{
P
i
i
{

S,u X u S, u X 6, u O, u X w8, U X B, 17]

L ouxXu w X O, u

O, X u 8,u X d,u

Per stabilire la (37) si procede cosi. In virth della (4),, per Pangolo 1, che
che interviene nella definizione (36) della curvatura caratteristica K* si ha
subito:

) u¥ X Lu  w* x Lu %
E
|

CO8 9 == — e =~
ke mis (w*, w*) mis (Lu, Lu)

~

wEtx Iu w* X Ly

Tenuto conto ora della relazione (20) e, naturalmente, delle proprietd degli
operatori J, L ricordate ai n. 3, 5, si perviene a:

38) il [ X u) @+ (Su X ) + D]

2 mis? u* mis? u

(**) Ved. . MarriNeLLy, [6], p. 7: G. B. Rizza, [14], . 8.
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ove:

D, = 0u X Lu— 6% X Lu; D, = (du X Lu) (0u X Lu)— (duxLu) (6% X L) .

Si noti ora che, dalla uguaglianza u* X u* == u* X 7% a causa delle (20),
segue:
1 ~ ~
Dy == (du X du— du X du) .

Z

In conclusione, tenuta presente la definizione (36) di K+, dalla (38), divisa
per ds?* = (u X u) dr?, 8i ottiene, al limite, la relazione:

1 ~ ~ +
- R [(w 3 u) (0,u X 0,u + 0,4 X d,u) +

(39) :
+ 20,4 X u) (0,0 X u)—2 (8, v X u) (5, # X u)].

B poi facile riconoscere che, in virti delle (5), (22), dalla (39) segue subito
la (37).

9. ~ TEOREMI SULLE CURVATURE. — Tra le curvature introdotte ai n. 6,7, 8
per le curve di una varietd quasi hermitiana V,, e denotate cone, ¢,, K, K,
K*, si hanno diverse relazioni.

Precisamente, con riferimento ad un punto O di una eurva € di V,, sussi-
stono i teoremi:

T, — Le¢ proiezioni ortogonali dei vettori di curvatura ordinaria ¢ associale
sulla faccette caratieristica tangente sono uguali. In alira forma, vale la relazione:

(40) € €08 0, == ¢q €08 J,,

dove ¢, ¢, Sono le curvature in considerazione ¢ 0, 0, le deviazioni caratieristiche
a
delle faccette osculatrice ¢ associaia.

T; ~ Le curvature hermitiane K, K, ordinaria ¢ associata $i esprimono me-
diante le curvature ¢, ¢, ordinaria e associala ¢ le deviazioni caratteristiche delle

faccette osculatrice e associata. Precisamente:

(41) E =c4/25ind,,  K,=0.4/28n9, .
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T, - La cwrvatura caratteristica I ¢ la media quadratica delle curvature her-
mitiane ordinaria e associata. Si ha cioé:

;e gme
K2 4 K2

2

(42) K2

Dai teoremi ora enunciati, tenuto conto di osservazioni precedenti (n. 6,
7, 8), deriva in particolare che, se V,, é una varietd killeviana le curvature con-
siderate si riducono @ due: quella ordinarvia (geodetica) ¢ ¢ quelle caratieristica K*,
8i ha infatti:

Cq == Gy k== k, = K*
Lunica relazione significative e:
EE D o3
K* =c¢4/258ing,.

Ai teoremi Ty, T;, T, si perviene cosl.

La relazione (40) discende senza difficoltd dalla definizione (12) di devia-
zione caratteristica e dalle espressioni (30) delle curvature ¢, ¢, tenendo presenti
le (22).

Nell’ipotesi che il parametro 7 sia Parco s su C, si considerino poi i vettori di
curvature ordinaria e assoeiata J, u, ¢ w nel punto O (2%), i quali appartengono
risp. alle faccette osculatrice e associata, sono ortogonali al vettore w tangente
a 0 in O, ed hanno misure ¢, ¢, (*).

Cido premesso, denotata con o la faccetta caratteristica tangente u, wu, gli
angoli tra i vettori d, u, u; &) u, 4 equivalgono risp. agli angoli we:; w, « (n. 6),
i quali, per definizione (*'), sono precisamente §_, (3%

Dalla (40), gia ottenuta, discende quindi anche la prima parte dell’enunciato:
da T,.

I1 teor. T; & conseguenza del teor. T, del n. 4, il quale fornisce una relazione
tra I’angolo hermitiano e ’angolo ordinario di due vettori.

(3*) Cir. p. es., J. A. Scuvorex, [15], p. 228.
(*°) L ultima affermazione segue subito dalle (31), tenuto conto della (7).
(®1) Si consideri la definizione originaria di deviazione caratteristica (&. B. Rizza..

[11], p. 664-665).
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Nel caso attuale si considerino successivamente le coppie di vettori uw*,
Lu; w*, Lu. La (15) diviene allora:

A sin @ sin 6 < Pa \/:5: in 9. si 5
SIN U 81N Ox 10 8 sin m= —— S Uy S Omx p o

9
&

]

} -

P
(43) Sin o == p
A0Ve O s s, ,m SomO le deviazioni ca -atteristiche delle faccette w*®, Lu;
w*, I di origine O*.

Queste, passando al limite per ds — 0, danno lnogo alle faccette o, o (0. B8)
e, si noti, d; =94, in virgh della (7).

Tenuto conto poi delle definizioni (26), (27), (32) di ¢, €., K, K,, e dell’osser-
vazione precedente, la (43) divisa per ds, diviene al limite la (41).

Per ottenere il teor. T, conviene utilizzare I’espressione (39) di K£*. A causa
delle (22) i due ultimi addendi entro parentesi quadre possono scriversi cosi:

~

ce (X O, w)E— (% B w)— (U X 6, up— (u X 5, )

o0 anche:

| wnby w2 [ %6, P == (w0, ) (B, ) - (%.6, 1) (0, W)

in virth della (16) e della (10). Tenuto conto allora della (33), si perviene subito
alla (42).

§ IIL. - Curvature di una superficie caratteristica.

10. — Qui e nel seguito la varietd ambiente V,, viene supposta hermitiana (**).
Sia O un punto di V,, e X, una superficie caratteristica per O in Vi, ().

Introdotte coordinate locali isotrope &7, {7 (p e I) (*) inun intorno U di 0
(n. 2), la superficie X, rappresentata in QA dalle equazioni:

(44) =17 (1) (c.c.) **)
con fr (t) funzioni olomorfe del parametro complesso ¢ =1, + i1Tx (71 Te e R).

(32) Per le nozioni generali sulle varietd hermitiana si vedano i lavori citati nella
nota ().

(3 Per le generalitd sulle superficie caratteristiche ved. p. es. B. Seere; [16], n. 80;
E. MarTINELLI, [10], p. 13-14.

(31) Nel seguito ¢ sottinteso che gli indici appartengono all’insieme I.

#5) I simbolo (c.c.) indica 'equazione complessa coniugata. Cir. p. es. A LICHNE-
rROWICZ, [B], P. 236-237.
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Siano ,, &, i campi vettoriali:

a/‘p a/’n
P (c.c.)3 Vi (ty 1) = 5. (c.c.)
1 2

(45) Vilr, 7) =
tangenti risp. alle linee coordinate 7,, 7, della superficie %, .
In virtt delle condizioni di monogeneita:

o o
LA (c.c.)

(46) é—rl dr,
si riconosce subito che, in ogni punto P di 5, in , Lvettorl o, (71, Ta), ¥, (11, 7o)y
di componenti isotrope (45), sono ortogonali ¢ di uguale lunghezza.

Draltra parte, il piano tangente a X, in P ¢, per ipotesi, caratteristico. Te-
nuta presente una-osservazione del n. 3 relativa alla trasformazione J si pus
quindi porre:

(47) (71 To) = 0(T1; T2); 03Ty, Ta) = '!7(‘51, Ty) .
Risulta cioe:
(48) T = G-
I campi &,;, §, sono dunque campi associati su X, (56).
Nel punto O i vettori di ,, &, si indicano semplicemente con v, .

Sia ora ¢ una curva della superficie caratteristica X,, uscente da O, rappre-
sentata in ¢, in coordinate curvilinee z,, T,, dalle equazioni:

(49) ‘ T, = Ty (1), Ty == Ty (T)

con 7, (1), 7, (z) funzioni della classe (2 del parametro reale 7.
Indicato con & il campo vettoriale tangente alla curva ¢ in Q¢ , costituito dai
vettori u (v) di componenti isotrope:

ap

p (c.c.}

(50) U (1) =

sia u il vettore di & relativo al punto O (n. 5).

(®*¢) Ved. al n. 5 la corrispondente nozione con riferimento ad una curva C.
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Per ogni campo vettoriale 91/ su C, le componenti isotrope in O del differen-
ziale assoluto dw del vettore w di )/ in O, per uno spostamento lungo ¢, sono:

SW? = 8, Wr dr =
(51)

dwe - -
:( L wep s Iz Wi e+ I W U’) dr;  (c.c.)

dr

dove le I" sono i simboli di CHRISTOFFEL relativi alle coordinate locali isotrope
&y L7 ().
Introdotto poi il campo associato O (n. 5), dalla (51) segue immediatamente:

. ~ - iwr A o
(25) 5, Wr L8, r =" il L2l Wil (e

" dr dr

Si considerino ora sulla superficie X, le linee coordinate C, ¢ uscenti da O.
. 12

Tenuto conto delle condizioni di monogeneitd (46), dalle (51) deriva subito:
(3) 8,5 = 85

Posto:

K, W?=21% w7y, (ce.)

a causa delle (46) risulta:
(54) K,v =Ky .

Dalla (52), sempre in virti delle (46), seguono poi le relazioni:
(65) 8,0 =—08,% + K,v, 07 =060+ K5
e da queste, tenute presenti le (53), (54), I'uguaglianza:
(56) 8, v— 09 =—23,%

utili nel seguito.

(") Ved. p. es. K. YaN0-8. BoCHNER, [19], p. 122.
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11. — CURVATURA HERMITIANA ASSOCIATA. — Le premesse del n. 10 permet-
tono ora di stabilire il teorema:

T. — in ung varietd hermitiana V,, le linee di wna superficie caratieristica,
uscentt da wn punto, hanno tutte la medesime curvature hermitiana associata.

T naturale chiamare curvatura hermitiane associate di una superficie ca-
ratteristica 2, in un punto O, il valore comune delle curvature K, delle sue linee
per O (n. 7). .

Prima di passare alla dimostrazione del teor. T, sono opportune alecune
-osservazioni.

Sia, in particolare, V,, una varietd Lilkleriane. Tenuto conto allora delle ri-
spettive definizioni (%), ¢ facile riconoscere che la curvatura caratieristica intro-
dotta da . MARTINELLL per una superficie caratteristica X, in un punto O, ap-
pare come valore comune delle curvature caraiteristiche delle linee di 2, per O.

Cio premesso, ¢ immediato rilevare che il teor. T, rappresenta una esten-
sione, al caso di una V,, hermitiana, della propriets delle curve di X,, che
interviene nel risultato precedente, e che la nozione sopra introdotta, di curva-
tura hermitiana associata di una superficie caratteristica X, di una V,, her-
mitiana generalizza la nozione di curvatura caratteristica di MARTINELLIL

Infatti, come si & segnalato al n. 9, nel ecago kihleriano, la curvatura hermi-
tiana associata K, di una linea C si riduce alla curvatura caratteristica K*.

Conviene infine notare esplicitamente che, per una varietd V,, hermitiana,
non sussiste analogo del teor. T, con riferimento alle curvature caratteristiche
delle linee di X,, presentando queste una distribuzione pitt complicata, e lo
stesso avviene per le curvature hermitiane ordinarie (n. 13).

12. — Per la dimostrazione del teor. T, si procede cosi.

Come al n. 10 si consideri, in una V,, hermitiana, una curva ¢, apparte-
nente ad una superficie caratteristica X, ed uscente da un punto O.

Tenuto conto delle (50), (45), delle equazioni (49) e dell’osservazione (47),
in ogni punto di € delVintorno “( di O risulta:

{87) u(7) = A(0) v (22 (7), 7 (7)) + p (1) % (4 (7), 72 (7))

dr,

l"
ove A(t) = ot () = s

ik

(%) Ved. E. MARTINELLI, [8], p. 269 e il n. 8 del presente lavoro.
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Cid premesso, per la curvatura hermitiana associata K, della curva € in O,

in virtl della (537), tenute presenti le (11) e la osservaaone() del n. 3, dalla (33);
‘Segue:

R .0, 0 ’;

(58) ' o
| ST 0,0, |

Indicate poi risp. con Ay e e con A, u' le funzioni 1 (T)ype (1) e le loro deuvate
prime caleolate in O, e tenuto conto della (87) e della (51), si ottiene, nel punto
O la relazione:

O =—p 0,0 +A0,p—u v+ Ay,
Posto allora:
Bo=—pbd,v -+ 28,7

in virtd delVosservazione O, del n. 3 la (58) diviene:

(59) Ko a7
o 3 (
- |0 Ea.]’a

Si noti ora che, tenute presenti le (57), (51) e, successivamente, le (53), (56),
risulta: . i R '

(60) " Bo=— 20 6,0 2 b A1 5, Db A6y = (22— ) 8,5 - 244 3. T
In virtlit deil’osservazione O, ‘del n. 3, la (59) si riduce quindi a:
| V.0 2.8, 9

(61) R =
. | 8,50 8,7.6,2

Poiché nell’espressione a secondo membro della (61) non intervengono i
parametri 4, u, la curvatura K, rvisulta indipendente dalla linea ' considerata.
- B cosi dimostrato il teor.. T, (*).

(**) Alla stessa concluslone si pel viene anche notindo che a causa delle (11), l’espres-
sione a secondo membro & precisamente la curvatura her mltlana associata della linea coor-
inata (J nel punto 0. - -

8. — Rivista di Matematica.



112 G. B. RIZZA [223

18. - CURVATURE MEDIE E TOTALL — Si ¢ accennato nella prefazione e al
n. 11 che, nel caso di una V,, hermitiana, per la curvature caratteristiche ed
hermitiane ordinarie delle curve ¢ di una superficie caratteristica X, uscenti
da un punto O, non si hanno teoremi analoghi a T .

In questo numero & esaminata la distribuzione delle curvature hermitiane
ordinarie K (n. 7). Dal risultato, tenuto conto del teor. T, e della relazione (42),
si otterrd anche la distribuzione delle curvature caratteristiche K* (n. 8).

Dalla definizione (33), della curvatura K, procedendo come al n. 12, si per-
viene senza difficoltd alla relazione:

(62) K =2

analoga alla (59). ’ ;
L’espressione E, in virtu delle (53), (54), (55), pud seriversi:

(63) E =21 0,7 -+ (u*— 4% 8,7 + (u* + 1) K, 0.
Posto:
[ ow 9.0, V.0 v.K, v
4y = | ’ 4, =
6,v.v 0,v.6,v | K,o.v K,v.K v

ed indicati risp. con D’, D" la parte reale e il coefficiente dell’immaginario dix
v.0 0.8, v
K,v.v K, v.0,v

tenuba presente la (63) e 1’oss. O, del n. 3, della (62) segue:

72 2}—~1
we =2 B (00 i) (4, + 4 + 2 Q0D+ (e =) D]

Introdotto poi angolo « tra la tangente alla linea C in considerazione e la
tangente alla linea coordinata g" nel punto O di 2,, poiché:

A=pcosa g o=psina
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i ottiene, in definitiva, la relazione:

2
(64) K2 e —— [ Ay 4 2 (D' 8in 20 -+ D' cos 201) + 4]

(v.o)p?

con 4, 4,, D', D", indipendenti dalla linea C.

Alla (64) si puo dare forma piu semplice. Si riconosce infatti senza dificolta
che, al variare su 2, della linea C, uscente da O, la curvatura hermitiana ordinaria
K presenta un massimo K e un minimo K, in corrispondenza a direzioni or-
togonali.

Previo eventuale cambiamento del parametro complesso ¢ nelle equazioni
(44) della superficie caratteristica X,, & lecito supporre che le linee coordinate
?, O, uscenti da O, siano ivi tangenti alle direzioni estremanti.

La (64) si riduce allora semplicemente alla relazione:
5 2 ... Jr2 2 Y A
(65) ; K? = I cos® oo 4 I} sin «

analoga alla classica formula di Evrero.

I’analogia accennata suggerisce la considerazione, per le superficie carat-
teristiche, di una curvatura hermitiana media e di una curvatura hermitians
totale entrambe dipendenti dalla struttura complessa di V,,.

Come si ¢ accennato all’inizio di questo numero, si ottengono conclusioni
dello stesso tipo anche per le curvature caratteristiche delle curve ¢ di 2,
uscenti al punto O. In particolare, le direzioni estremanti coincidono con quelle
del caso precedente.

Per una superficie caratteristica potranno quindi essere introdotte anche
una curvatura caralteristica media e una curvature caratteristica totale.

B immediato riconoscere che, se V,, & una varietd kihleriana, le curvature
medie e totali di cui sopra si riducono alla curvatura caratteristica di Ma®r-
TINELLI (n. 11).
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