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Lutet MerL1 (%

Intersezioni di una funzione continua con le somme
parziali della sua serie trigonometrica di Fourier e della

sua serie di polinomi ortogonali. (*%)

1. — B noto che se {P,,(o;)} & una sucecessione di polinomi ortogonali e nor-
mali, relativa al peso p(z), con p(x) continua e positiva in (e, b), finito od in-
finito, salvo al pit un numero finito di punti nei quali pud anche annullarsi,
ed f(x) ¢ una funzione continua la cui serie di polinomi P, (z) ¢ data da

) ga P, @),

con

) @ = fb p(a) f(w) Py(x) dw,
se si pone

@) 8,() =§oak Pua),

la curva y = S.(»), qualora non coincida identicamente con la f(z), ha al-
meno # -+ 1 intersezioni con ¥ = f(#), cioé in almeno » + 1 punti dell’inter-

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universita, Firenze, Italia.
(**) Ricevuto il 9-VI-1961.
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vallo (a, b), il diagramma della f(z) ¢ attraversato da quello delle somme par-
ziali S,(2), ().

Si osserva cosl che la 8,(x) ¢ una interpolante della f(») nell’intervallo (a, b),
costruita partendo da n + 1 di tali intersezioni, scelte come punti fondamentali,
e, dato che il loro numero aumenta indefinitamente, per # — oo, indipendente-
mente dalla convergenza di S,(z) verso la f(x), c¢i si rende conto come la S,(z),
per # sufficientemente grande, si presti in pratica a rappresentare approssima-
tivamente la f(z) in (a, b).

Una proprietd analoga relativa alle serie trigonometriche di FOURIER era
stata gid rilevata da M. Prcons () il quale ha dimostrato che se la funzione
f(z), continua nell’intervallo aperto 0 <<w < 2w, non ¢ un polinomio trigono-
metrico di ordine #, il polinomio di FOURIER

(4) 8, (@) == a" - 3 (a coskz + by, senkz) ,
[ 2=
con
27 27
1 1
(5) e =~ ff(t) cos ki dt, by = - [f(t) sen kt dt, (b =0,1, ..),
. ; ; :

ad essa 1'elzl-tivb, interseca la funzione stessa in almeno 2n -+ 1 punti interni a
(0, 27) ed in almeno 2n + 2 se, essendo ¢ una certa quantitd positiva, f(a) —
— Su(#) conserva ugual segno nei due intervalli aperti 0 <z < o, 27 — o<
< @< Zm, (®).

I ragionamenti usati per la dimostrazione di tali proprietd delle somme par-
ziali non permettono perd di dedurre come si distribuisecono tali intersezioni
al crescere di a.

In questa Nota studieremo qualche proprietd relativa a tale distribuzione,
provando in primo luogo che, nel caso generale dei polimi { P() } prima con-
siderati, ogni punio di intersezione delle somme parziali S,(x), date dalla (3),
con la f(z) ¢ anche punto di accumulazione di punti di imicrsezione, senza perd

() L. Merri, Une propricta delle somme parziali della serie di polinomi orlogonali
di una funzione continua, Boll. U.M.I., (3), 4 (1951), 285-287.

(*) M. Prcoxg, dppunti di Analisi Superiorve, vol. I, Napoli 1946, pp. 235 e segg..

(®) G. 8zrGo nella sua recensione, [Math. Rew., 17 (1956), p. 30], al volume di F. G.
Trrcoxi, Vorlesungen wber orthogonalreihen, Springer-Verlag, Berlin (1955), p. 124, ha
fatto notare che, sempre relativamente alle somme parziali delle serie di FouRriERr, L.
FEJER ne aveva dato una dimostrazione sui Math. Annalen. [I. FDJLR Uber die Fou-
ricersche Reiche, Math. Ann., 64, 273-288, (1907)].
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che se ne possa concludere che la distribuzione avvenga in modo uniforme, nel
senso che non si pud escludere che esista un sottointervallo (¢, d) di (a, b) in cui
non cadono punti di intersezione.

Prendendo poi in esame il comportamento delle intersezioni nel caso delle
serie trigonometriche di FOURIER proveremo che se f(z), definita in (0, 27) perio-
dica con periodo 2m, con f(2s) — f(0) 54 0, & derivabile con derivata prima e se-
conde, continue, le somme parziali, date dalle (3), hanno, per n sufficientemente
grande, almeno una intersezione con la f(z) in ogni sottointervallo (e, d), appar-
tenente all’intervallo (0, 2m7) .

Passando poi al caso dei polinomi di LEGENDRE proveremo che, fissato un in-
tervallo (a, b) di (— 1, 1), nell’ipotesi che la f(z), supposta generalmente continue
¢ derivabile, soddisfi alle condizione che posto

) — f)

(6) Ploy @) === a#a,
p(z, ) = f'(), —1<a<1, —l<ae<<eLb<],
e
(1) plo, @) =¢'(a, @) (1 — a?),
risultt
(8) Hm (e, @) =0, con x fissato e tale che —1 < a<a<b<1,
s>l
{9) plo, @) non decrescente per — 1 << a<C1, e @ fissato in (a, b),
10) lim (o, @) = @ (x) >0, con z fissato in (a, b),
a1 ,

esiste in qualungue intervallo (c, d) appartenente ad (a, b), per n sufficientemente
grande, almeno una intersczione di 8,(x) con f(a). Daremo poi un esempio di una
funzione soddisfacente alle condizioni (8), (9) e (10). ,
Potremo quindi dire, in tal senso, che sia nel caso delle serie trigonometriche
di FOURIER, che in quello dei polinomi di LueENDRE, la distribuzione delle
intersezioni, per le classi di funzioni considerate, avviene in modo uniforme.

2. — La prima proprieta, cioé che i punti di taglio sono punti di accumula-
gione di punti di taglio, nel caso generale dei polinomi ortogonali P,(z) in con-
siderazione, ¢ quasi immediata. Infatti se # ¢ un punto dellintervallo (a, b),
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per una nota proprietd dei polnimi ortogonali (*), scelto un numero ¢ positivo
arbitrario nell’intervallo # — o, # + o esisteranno per » sufficientemente grande
almeno due zeri di P, (z) e quindi, essendo S,i(2) — S,(2) = @pyy Poiali),
nei punti corrispondenti a tali ascisse, S,4,(x) ed S,(x) si attraverseranno e se &
¢ uno degli n -+ 1 punti di attraversamento di f(z) e di 8,(x), nellintervallo
compreso tra # —o e @ + o, f(x) dovra attraversare nuovamenie S,(z) o al-
trimenti taglierd anche S,..(x).

3. Passiamo ora allo studio della distribuzione delle intersezioni nel caso
delle serie trigonometriche di FOURIER.

Facendo uso della formula di DiricHLET (5), si ha che 1a (4) pud essere scritta.
nella forma

n (n 4+ 1/2) «

‘ 27
1
S.(x) :;f]‘(m -+ o) = de ,
0

2 sen o/2

e, tenuto conto che &

1 unsen (n 4 1/2) o
1= |
7 f 2 sen «/2 da,
0
posto
si ha

2;

L[ ) — fa)

1
D, (x) = p 5 son (o) 2 sen (n + 5) (o0 — @) de,
0
. 1 2k
e se x, & uno zero di sen <n +§) x, {mk =5 i:l, (k=0,1,2 ..., n),
si ha
2
(— 1) flo) — flep) ( 1
2 ) = A+ .
(12) D) - Py —y sen {n 2) o det

() G. Szeco, Orthogonal Polynomials, « Amer. Math. Colloguium pubbl. », XXIII,
1939.

(®) G. SaxsoNE, Sviluppi in serie di funszioni ortogonali, Zanichelli, Bologna 1946,
p. 70.
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Posto

)(U @ ) . f(OC) - f(:nk)
(13) A 2 sen (a—ay)/2

(p(mky *7/'7;) = fl("ka) ’

(Z;{"‘Tk?

con una integrazione per parti si ottiene

2 . a — cos (» + 1/2) o
D,‘(mk) = ';_; (—- ],)7"'1 f (p(OC, :lf];) d —.'2:‘);‘—%—1*—“ ==
0
2 (— 1yrHt o 1
=Tt \ [— @@z, @) — @0, )] —-f p'(o, @) cos (n —2~> o &
0
ossia
/ e e I 1) 1
(14)  Dla,) = ~@n 1) l p— — J(p {06, 1) COS (n F3 a\,lxl.

Ma ¢'(x, ), per le nostre ipotesi & funzione continua in {0, 2x2) ¢ pertanto,
per il teorema di LEBESGUE (%), sara

2t

Im | ¢'(e, @) cos (n -+ %) cde = 0.
n-—>om
(1]

T possibile allora scegliere n cosi grande che, assnumendo per ipotesi l1a- fla)
agli estremi dell’intervallo di periodicith valori disuguali, la differenza

2

@2 =10 ~f{p/(rx, 1) COS (" + é) o dz,

sen x;/2 2

risulti sempre dello stesso segno qualunque sia » nell’intervallo (0, 2z} .

() Cfr. loe. cit. in (5), p. 64.
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D’altra parte fissato un qualsiasi intervallo (¢ (¢, d) interno a (0, 2), per % suf-
fiicientemente grande, cadranno in esso almeno due zeri consecutivi By & Wppq di

1
sen( -+ ;) . Ma allora, per la (14), D, (x,) e D, (#1+1) hanno segno contrario

in (¢, d) e pertanto, in base alla (11), S.(z) ed f(») si attraverseranno ivi al-
meno una volta, come volevasi dimostrare.

. 4.—Studieremo ora lo stesso problemarelativamente ai polinomi di LEGENDRE.
Dalla formula sommatoria di CHISTOFFEL ("), si ha

1

1 Pn B) L — P n n
(]5) Sn(m) = (’)‘b 4 1) / (=) P 1(“1{—7: (@) Pyler) f(tX) dOC,
. o /| o
ed essendo
1 = i ( V4 ]) [ Pn( ) Zn-r—l(o') 7:.4-1(%) P,,(O() de ,
2 j o —
-1

posto
(16) n(’v) h— Sn - f
risulta

1 f(a)
(17) Dn(J)) "':’2' (‘I‘L f' 1) _a—‘—“ [Pn( ) —Pﬂ+1(“) n(‘x) Pn+1(m) d“

-1
Fissato ora un intervallo (¢, d) appartenente ad (a, b), che si suppone interno
8 (—1, 1), scegliamo % cosi grande che in esso cadano due zeri consecutivi di

. . 1 L3
P,(x) che indicheremo brevemente con z, e @, .
. . . ! U .
Essendo in tali punti P.(z,) = P,(#,) =0, si ha

(18)) D(a) = —% (n 4+ 1) Poyy(m) [f ﬂT P(e) do,

(*) Cfr. loc. cit. in (3), p. 199.
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U

(18,) Do) = —

SR

f —f(w") )
(0 1) Pr() | S0 P ot
Si osservi ora che, tenuto conto della (6), qualunque sia z in (¢, b), con una
integrazione per parti si ottiene

1

f{p(cx, 2) Py(o) do == [p(e, @) fqP,,(E) d&lt, —

[ @ @) ([ P8 48 dn = ~ [ ¢/, ) [ P(8) a2
-1 -1 —1 ~1

¢, per una nota relazione tra i polinomi di LEGENDRE (8),

1 1

f o @) P (0) Aot = ———— J #'(0 @) (1 — o) P, (¢) Ao =

—1 -1

1

Tam L1 f ple, @) P, () dee

-1

Tenuto conto delle (8), (9) e (10), applicando il secondo teorema della media,
ne viene

! 1
S 1 ! -
[(P(“s @) Py, (a) doe = PRI D(x) fPu(OC) do ==
-1 ! 7]
© oy |
= = O@) [1 = Pu()] >0, per —1<e<a<d<L
n(n 4 1)

Ricordando che z, e %, sono due zeri eonsecumm di Pylx), In essi P, {(x)
ha wvalore di segno opposto dalle (18) e (18,) segue allora che D,(z.) e D,(a,)
hanno segno contrario e pertanto D,(#) dovrd annullarsi almeno una volta
tra ¢ e d. Quindi, per la (16), S,(z) ed f(2) avranne almeno uns intersezione,
per n sufficientemente grande, in (¢, d), come volevasi dimostrare.

() Cfr. loe. eit. in (%), p. 176.
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5. — Daremo ora un esempio di una funzione f(x) soddisfacente alle condizioni
(8), (9) e (10).
Fissato un punto b interno all’intervallo (— 1, 1), sia

flo) =0, per 0 <oa<b,

flor) = —log (1 — «), per b<a<<1.

In Dbase alla (6) sard allora

oy, @) =0, per 0<a<h O<a<a<<b<l

log (1 — &)

@lo, @) = — . per

<a<<], O<a<e<<hb<1.

Risulterd inoltre, tenuto conto che per la (7) ¢,

7/)(“7 @) :‘P'(Of; 2) (1 — o®)y

(¢ —m) (1 + &) + (I —a?) log (1 —a)
1/’(“7 x) = (¢ — )2 :

Ma si ha

i) lim y(a, @) =0,

a—>»—1

>0,

i) lim y(o, ) =
=1 l—=

ili) p (o, x) non decrescente per — 1 << z<C1, con z fissato in

—l<a<e<oe<d <<b 1,

essendo

, _le—x) @ —a—n)—2(1 — az)log (1 —a)
ye, @) = P—r

e, per o > 2, come & nelle nostre ipotesi, y'(x, ) > 0.
Pertanto le (8), (9) e (10) risultano verificate.
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St

6. — Osserviamo infine che nna funzione ottenuta aggiungendo alla f(x)
un polinomio P(») arbitrario si comporta, riguardo alla distribuzione delle
intersezioni, come la f(x) stessa.

Summary.

Some properties of the inlersections of a colinuous functions with the partial sums of
its trigonometrical series and of its series of orthogonal polynomials are studied.






