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Luiert MerL1 (%)

Un teorema di unicita locale per le equazioni differenziali

ordinarie del primo ordine z' = f{t, @). ()

1. - B noto (1) che se R & Vinsieme dei punti (4, ) definiti da 0 <t < a,
—b<x<b,b>0 ed R, indica I'insieme dei punti di R con 1’aggiunta del punto
(0, 0), nella ipotesi che f(t, #) risulti continua e limitata in R, & possibile deter-
minare un #, > 0, sufficientemente piccolo, tale che in 0 <t < ¢, esiste almeno
una soluzione # = v () dell’equazione differenziale

) x = f(t, z),
soddisfacente la condizione iniziale
(2) | @(0) =0.

B sufficiente che la f(f, ) soddisfi la condizione

[ oy — %, [

3) . |f(t, 1) — {4, wz)‘< r —
quando (¢, #;,) e (t, #,) appartengono ad R, perché tale soluzione risulti unica
in un intervallo 0 <t <10 <{,.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Tirenze.
(**) Ricevuto il 9-VI-1961.
(*) Cfr. G.. SaNsoNE, Hquazioni differenziali nel campo reale, vol. II, Zanichelli,
Bologna, (1948), p. 102.
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E questo il classico teorema di unicita di NAcuMo ed ¢ pure noto che la (3),
non pud migliorarsi nel senso che se ad essa si sostituisce 1'altra

xy — o
cpln—ml

4

(4) If(ty ;) _f(t, %)

con L >>1, si hanno esempi di equazioni (1) per le quali non vale pit Punicita
della soluzione, con la condizione iniziale (2).
Aggiungendo perd alla (4) la condizione

< M|a—ua,

(5) ) ] f(t’ a}l) “’f(t7 w‘z) 17
con 0 << o<1, M costante positiva assegnata, L (I — o) <<1, KRASNOSELSKIT
e KrEIN (2) hanno potuto dimostrare recentemente che sussiste ancora unicitd
della soluzione (senza che debba necessariamente risultare L <1).

Tali. condizioni sono. state ulteriormente gen. raliz ate da O. Kool (3). che,
oltre alla (4), ha posto per f(f, x) continua e limitate in R, la condizione

g — oy |2

<HETRL

(6) i f(t? .”1}1) —f (ta (132)

M costante positiva assegnata, 0 <a<<1, f<<a, L (1 —o) <1 —f. Tali con-
dizioni, che si riconducono alle precedenti per f = ¢, hanno permesso al Kool
di dimostrare ancora l'unicitd della soluzione, insieme all’esistenza ottenuta
col metodo delle approssimazioni successive di PicArD. E essenziale perd, nella
dimostrazione dell’unicith di Koo1, che la f(¢, «) risulti limitata nell’insieme
o<t <a, —b <z <D

Scopo di questa Nota ¢ di far vedere come sia possibile togliere tale restri-
zione senza che venga meno 1'unicitd locale della soluzione della (1), in condi-
zioni per il resto simili a quelle date da O. Koor.

A tale scopo noi dimostreremo il seguente teorema di unicitda:

Sia R Vinsieme dei punti (I, x) definiti da 0 <t<a, —b<ax<db, b>0,¢
indichiamo con R, Vinsieme dei punit di R con Uaggiunta del punto (¢, ) = (0, 0).
Se f (¢, @) ¢ una funzione continue in Ry e soddisfacente alle condizioni

(?) M. A. KrASNOSELKIL e 5. G. KrEIN, On a class of wniqueness theovems for the
equation y' = f(z, y), « Uspehi Mat. Nauk (N.8.)», 11, n. I, 67 (1956), 209.213.

(3) 0. Koo1, The method of successive approzimations and a uniqueness theorem of
Krasnoselskii and Krein in the theory of differential equations, Nederl. Aked. Wetensch.
Indag. Math., 20, (1958), 322-327.



13] UN TEOREMA DI UNICITA LOCALE PER LE EQUAZIONT DIFFERENZIALL ... 63

. f—
m |1 ) = fit, m) | < 1 075 <,
Ly —— &y |*
(8) Hmm—mwa<mﬁ7#ﬁ
A costante positiva, con 0 < f<a<l, ed
9) L<1 4+ a—p,

esisterd un t, > 0 avente la proprieta che Vequazione (1), con la condizione iniziale
(2), non pud avere piny di una soluzione in 0 <t <L,

2. - In primo luogo ricorderemo un noto (*) lemma fondamentale del quale
dovremo fare uso per la dimostrazione del feorema enunciato. Sia (¢) una fun-
zione continua e positiva definita per 0 <1< oo e soddisfacente la condizione,
per >0

(10) YO < [, 5) y(s) as, y(0) =0, -

essendo k(t, s)>0 per >0, 0 < s<t, k0, 0)> 0, e tale che risulti identi-
camente per ¢ >0,

¢

(11) [ %, s) ds <1.

0

E allora possibile determinare un to> 0 tale che, per 0 <t <{,, si ha identi-
camente y(t) =0 .

8. — Procederemo ora alla dimostrazione del teorema osservando che I’equa-
zione (1) pud essere scritta, tenuto conto della condizione iniziale (2), nella forma

(12) x(t) =ff(s, ®(s)) ds,

0

(%) Cir. L. MERL1, Sul teorema di wnicila per il problema di Cauchy relativo all’equa-
zione differenziale ™ = f (t, o, 2, ..., %=1, Atti Accad. Naz. Lincei Rend, Cl. Sci.
Fis. Mat. (8), 22, (1957), 580-586.

H

b. ~ Rivista di Matematica.
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e se wy(t) e @,(t) sono due eventuali soluzioni dall’equazione data, ad essa soddi-
sfacenti in 0 <t <1, si ha

(13) | @t —@u(t) | < [ 05, 2:(5)) — 75, als)) | s .

In base alle condizioni del teorema, posto
] @y(t) — @,(t) l =¢&(t)t, £0) =0,

riéulterém () continua, con lim e (t) =0, e pertanto, sostituendo nella (13),
t—>0

tenuto conto della (8), si avri

ossia

| 21(t) — @et) | < Ie™ (1)

dove t indica un'conveniente valore compreso tra 0 e t.
Potremo porre in conseguenza

(14) | 24(t) — @alt) | = (t) 8+, £ 0,

con lim w(t) = 0 e se definiamo w(0) =0, la w(t) risulterd continua anche nel
>0 B . Lo B - . v . .
punto £ =0.
Tenuto conto ora della (7), in base alla (14), si ha

¢

[0 (1) — @u(t) | < L J' w(s) s“~# ds,

0

ossia

t
o(t) < Lt 1~«=h f‘w(s) §*7F ds.

0
~ Se ponjamo

k(t, s) = Lt t=e=pfgef
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sard
H
(i) <J E(t, s) w(s) ds .
0
Ma
! ‘ L
| &ty 8) ds = Lgr—-p [s*Pas = 2
J J 1+ a—4p?

per cui, tenuto conto della (9), risulterd

t
J‘ k(t, s)ds <1.

0

Applicando allora il lemma ricordato, esisterd un %, tale che, per 0 <t
sara identicamente w(f) =0 e quindi, in base alla (14),

<t

@1(8) = my(t)

come volevasi dimostrare.

Summary.

An unicity theorem for a differential equation of the first order, y' == f(z, ), is
proved.






