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Campi fisici e principi variazionali che li reggono. (%)

1. - Campi fisici.

EixsteiN-diceva che il concetto di campo costituisce il maggior successo
dell’uomo nella scienza.
I concetti di corpuscolo, d’energia, di campo sono tre cardini della fisica.
I1 corpuscolo (ci¢ che non ha parte, per dirla con EUcLIDE) é una semplice, im-
mediata astrazione dei corpi concreti, della quale la fisica si vale dai tempi pin
remoti. L’energia & un’astrazione meno immediata, che domina la fisica dal
secolo scorso. I1 campo & qualcosa di ancor pilt astratto, che costituisce 1’essenza
stessa della fisica moderna.
I concetto di campo si presenta naturalmente nello studio dei fenomeni
gravitazionali.
Se, in presenza di un corpo C, poniamo, in un generico punto P dello spazio,
un corpuscolo di massa m, il corpuscolo risulta soggetto ad una forza F che di-
pende da U, dalla posizione P in cui ¢ posto il corpuscolo e dalla sua massa m.
Se spogliamo la forza F da ogni dipendenza dal corpuscolo, e a tal fine hasta
dividerla per m, otteniamo un vettore
c-F
m
che dipende soltanto dal corpo C e dalla posizione P. La funzione che da G
in funzione di P,

G =G (P)

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica del Politeecnico di Milano (Italia).
(**) Conferenza tenuta il 16 dicembre 1960 presso 1'Istituto di Matematica dell Uni-

versita di Parma in occasione dell’inaugurazione del Seminario di Matematica dell’Uni-
versitad di Parma.
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rappresenta U'influenza gravitazionale del corpo € in ogni punto P dello spazio:
individua il campo gravitazionale.

II concetto di campo diviene piu intuitivo se riferito ad un corpo, invece
che allo spazio. Ben intuitivo é ad esempio il campo cinetico di un fluido, che
ne di Patto di moto dal punto di vista di Eulero. Ifissato un istante, in ogni po-
sizione P si puo rilevare una velocitd

v = (P)

funzione di P. Essa non dipende dalla particolare particella fluida che si trova
a transitarée per P nell’istante considerato: la funzione v = v (P) individua
il campo cinctico. Pure molto intuitivo ¢ il campo vettoriale che da 'insieme degli
spostamenti subiti da un corpo genericamente deformabile, il campo tensoriale
che ne individua le deformazioni, quello, pure tensoriale, che ne individua gli
sforzi.

Poco intuitiva & invece la nozione di campo elettrostatico, analoga a quella
di campo gravitazionale.” ' ' ‘ e A

In condizioni statiche e in presenza di un corpo elettrizzato C, poniamo in
una posizione P dello spazio un corpuscolo, tanto debolmente elettrizzato da
non alterare sensibilmente i fenomeni elettrici che avvengono in C. Sul corpu-
gcolo si esercita una forza F prodotto di uno scalare e che dipende dal corpu-
scolo e di un vettore E che dipende da C e da P:

F::eE.

Lo scalare e rappresenta la carvica elettrica del corpuseolo, che pud essere po-
sitiva o negativa; il vettore E, che rimane quando si spogli la forza F da ogni
dipendenza dal corpuscolo, & una funzione di P,

E =E(P)

la quale individua il campo eletirico, nelle condizioni statiche considerate.
Analogamente si definisce il campo magnetico.

2. - Equazioni di campo.

La leggi che reggono un campo possono obtenersi con procedimento corpu-
scolare: si considera entro il campo un generico elemento spaziale, avente tutte
le dimensioni infinitesime, e si scrivono le leggi fisiche a cui deve ubbidire. Queste
leggi, valide in ogni posizione entro il campo, sono, per costruzione, differenziali
e costituiscono le equazioni di campo. Scrivendo anche le leggi fisiche a cui deve
soddisfare un elemento spaziale che si affaccia al contorno, si ottengono le con-
dizioni al contorno.
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Per descrivere completamente il campo, il processo piti spontaneo ¢ quello
di risalive dalle sue equazioni differenziali ad equazioni finite, tenendo conto delle
condizioni al contorno e, nei casi non stazionari, delle condizioni iniziali. Arduo
problema questo, perche le equazioni di campo risultano di solito alle derivate
parziali. La loro integrazione costituisce il problema fondamentale della fisica
matematica; problema importantissimo certamente, ma che forse ei ha troppo
ossessionato.

3. - Principi variazionali deila meccanica classica.

Passiamo ora ad un altro ordine di idee.

La statica dei consueti sistemi meccanici, soggetti a vincoli lisci, & retta dal
principio dei lavori virtuali. Questo principio, quando la sollecitazione attiva &
conservativa, quando cio¢ esiste un’energia potenziale attiva W, pud enun-
ciarsi-in -modo -espressivo. cosi: in. condizioni-d’equilibrio Uenergia potenziale at-
tiva ¢ stazionarie,

OW =0,

minima anzi se 'equilibrio ¢ stabile.

La stazionarietdh dell’emergia potenziale attiva non caratterizza soltanto
Pequilibrio meceanico, ma anche 'equilibrio elettrico, Pequilibrio termochimico,
e, pur d’interpretare opportunamente I'energia W, caratterizza altresl Pequilibrio
economico (PArRETo), equilibrio biologico (VoLrERRA), e cosl via.

Non soltanto alle leggi della statica pud darsi forma variazionale, ma tale
forma puod essere data anche alle leggi della dinamica.

I1 primo principio variazionale dinamico fu quello di MAUPERTUIS, messo &
posto da EULERO, riguardante la dinamica di un corpuscolo: fra tutti i moti
isoenergetici di un punto materiale, che rispettano le posizioni estreme P, Py,
il moto effettivo rende minima I'azionc

A = f,nw di,

PoPy

dove m & la massa del corpuscolo, v 1a sua velocitd e d I’elemento d’arco di tra-
iettoria. ’

11 principio precedente fu esteso ad un generico sisterna meccanico da
HLDER: fra tubtti i moti variati isoenergetici di un sistema, che avvengono
in un assegnato intervallo di tempo (f,, ¢,), rispettando le configurazioni estreme,
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il moto effettivo rende stazionario il valor medio dell’energia cinetica 7 in
tale intervallo di tempo, e con esso ’azione

A = J’hT dr .

1y

Forse pitt noto & il principio di HAMILTON : fra tubti i moti variati sincroni di
un sistema, che avvengono in un assegnato intervallo di tempo, rispettando le
configurazioni estreme, il moto effettivo rende stazionaria (e anzi minima nei
casi pitt comuni) 'azione

B = Jt} £ dt,

t

dove £ & la funzione di LaGranee, differenza fra energia cinetica 7' e Penergia
potenziale W ‘ ' T o ‘

e I W.

In sostanza il principio di HanMiLroX afferma che nel moto naturale 1’energia to-
tale si vipartisce, in medi«, pitt che pud fra le due forme di cui dispone in mecca-
nica: la cinetica e la potenziale.

Da MAUPERTUIS in poi le discussioni sui principi variazionali non conobbero
limiti. Aleuni vollero riconoscervi un aspetto finalistico delle leggi naturali.
Altri un semplice aspetto formale delle equazioni che reggono l'equilibrio o il
movimento. Non ad ogni sistema di equazioni si puo perd dare forma variazio-
nale, facendo intervenire una sola funzione, come avviene nei casi ricordati.
Non solo, ma cio che risulta stazionario (minimo) ¢ una grandezza fisica molto
espressiva: Uenergia potenziale in statica, il valor medio dell’energia cinetica
nel principio della minima azione, il divario fra il valor medio dell’energia cine-
tica e quello dell’energia potenziale nel principio di HaMILTON.

I principi variazionali non si presentano poi in forma differenziale, bensi in
forma integrale, e si prestano percio alla ricerca di soluzioni globalmente (e
non localmente) approssimate di problemi fisici e tecnici. Basta una modesta
intuizione geometrica o fisica per valersi nel modo pit acconcio del metodo
di R1Tz (0 analoghi): al posto delle funzioni incognite si pongono delle combina-
zioni lineari di poche funzioni prefissate a buon senso, che soddisfino le condi-
zioni al contorno o iniziali; il funzionale che deve essere stazionario risulta
allora (eseguendo Iintegrazione) funzione nota di pochi coefficienti soltanto, e
per determinarli basta scrivere che sono nulle le derivate parziali rispetto ad essi.
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Anche nello studio dei campi fisici la formulazione variazionale offre indiscu-
tibili vantaggi concettuali e pratici, ed & questa la ragione che mi induce a par-
larvi dei principi variazionali che reggono aleuni importanti campi.

Intanto, nella meccanica dei corpi continui, quale aspetto assumono i prin-
cipi variazionali poc’anzi considerati, che reggono la statica e la dinamica?

4. - Principio della minima energia potenziale nei campi della statica.

I campi della statica dei corpi continui, genericamente deformabili, sono in-
dividuati dal principio dell’energia potenziale attiva stazionaria (minima).

Se w ¢ la densitd d’energia nello spazio S, le equazioni di campo si ottengono
serivendo che, per ogni variazione nulla al contorno, ¢ stazionario integrale
triplo di w dS:

6]“%0 A8 =0.

8

Aggiungendo all’energia distribuita nello spazio § quella distribuita sulla su-
perficie ¢ di contorno, e lasciando libera la variazione su questa, dal principio
dell’energia potenziale stazionaria si traggono anche le condizioni al contorno.

Mostriamo, ad esempio, come dal principio dell’energia potenziale stazio-
naria si traggono le equazioni indefinite dei corpi elastici omogenei, soggetti
a piccole deformazioni.

In questo caso la densitd d’energia potenziale interna é funzione quadratica
omogenea del tensore di deformazione &, attraverso coefficienti che sono le
componenti del tensore elastico C#m, e, se u & I'energia potenziale esterna per
unitd di volume, é:

1
w =z Cirs & &y + 0,

dove gli indici assumono i valore 1, 2, 3, e viene sottointesa la sommatoria ri-
spetto agli indiei che si saturano. Il tensore di deformazione &, & poi la parte
simmetrica del tensore derivato dello spostamento s;, spostamento che funge
quindi da potenziale:

fik =

(Si/k -+ Sk/i) .

LS e

In quanto a u, se F* & la forza esterna per unitd di volume, &:

(S’L ——“Fiési.
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Lasciate ora che illustri il processo di caleolo, analogo all’integrazione per
parti, di cui ei varremo anche in altri casi:

é fw ds = J Sw dS = J (Crrs £, 0, -+ Su) A8 =
8 8 B
= j (Crs &,y 883 +F7 ds;) A8 = J (Cikrs & 08 ) AS — f (OFrs & o—T) O3, L8 =0 .
8 S 8§
Trasformando il primo integrale triplo all’ultimo membro in uno doppio esteso
al contorno, questo risulta nullo, perché ivi ds, == 0. Serivendo allora che
é f w dS =0, qualunque sia ds; entro S, si trova Uequazione di campo:

Oikrs é:rs[k == Fl,
0, se si vuole, in termini di spostamento:

Qs =

5. - Principio di Hamilton nei campi della dinamica.

I campi della dinamica dei continui genericamente deformabili sono indivi-
duati dal principio di HaamILTON.

Sia { Vinvariante spaziale che rappresenta la densiti lagrangiana, differenza
fra la densith d’energia cinetica e la densitd d’energia potenziale w, cio¢ se k
¢ la densitdh materiale e v la velocitd, sia

{ —

kv, vi—w .

DO e

Il principio di HAMILTON si esprime cosi:

ofar][[tas =0,
o 8

Da questo principio, ponendo per w l’espressione trovata nella statica dei
corpi elastici, si traggono le equazioni indefinite della dinamica elastica; ponendo

invece

W =ps;+u

(essendo p la pressione e s%;, ciod div s, il coefficiente di dilatazione cubica) si
ricavano le equazioni indefinite della dinamica dei liquidi perfetti; e cosi via.
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6. - Campo gravitazionale e campo elettrostatico.

Si consideri un puro campo gravitazionale nello spazio S esterno alle masse
che lo provocano. Esso ¢ induviduato dal solo vettore G, col quale si costruisce
il semplicissimo invariante quadratico 5 G, G : metd della norma.

Le equazioni di eampo si ottengono serivendo che & stazionario 'integrale
esteso ad S del precedente invariante quadratico:

" »
(3»/ 2 GG dS ==0.
s

Infatti, ricordiamo il lemma di CLEBscH, per il quale un generico campo vet-

toriale » (P) pud riguardarsi somma di un eampo irrotazionale, proveniente

~da un potenziale scalare ¢, e di un campo solenoidale, proveniente da un poten-
ziale vettore (solenoidale) y;,\ cioe -

v=grad g +roty (divy =0),
o anche, ricorrendo alle componenti:
Vy == QP ot Car 'l/)k"‘h (9 = 0),
dove g, ¢ il tensore completamente emisimmetrico di Riccr nello spazio tridi-
mensionale S. Seriviamo ora il principio variazionale, applichiamo al vettore

6G il lemma di CLEBSCH e trasformiamo gli integrali col processo gid illustrato
d’integrazione per parti. Avremo:

1
5[5 ¢, G+ as .—_fo G, A8 = --f(az,,. 8¢ + eau G Oy AS =0 .
S 8

8

Affinché questa eguaglianza sia verificata, qualungue sia la variazione dei po-
tenziali (nulla al contorno), deve essere:

Gi/i:: 0 Eink Gilh = 0,

cio¢ nulla la divergenza di G e nullo il suo rotore.
I1 campo deve dunque essere irrotazionale e solenocidale, cio¢ armonico:

G == grad ¢, Ap =0.
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Si noti come, ponendo G =: grad ¢ nel principio variazionale, esso diventi
quello di Diricurer:

(S J (p/i (p/i db’ anzm O,

8

da cui si trae appunto Pequazione di LAPLACE Ap==0, che afferma 1’armonicitd
del potenziale.
Se si vuole spingersi entro le masse gravitanti, basta aggiungere nel principio

variazionale al precedente invariante di puro campo 5 G; G Vinvariante di distri-

buzione hke, dove k¢ 1a densitd di massa e — b 1a costante gravitazionale (molti-
plicata per 4z). Le equazioni di campo che se ne traggono affermano ancora che G
¢ irrotazionale, ma che la sua divergenza non ¢ nulla, perché eguale ad Lk.
Conseguentemente il potenziale, invece che soddisfare all’equazione di LAPLACE,
soddisfa all’equazione di Poissox:

Ag = hk.

Quanto abbiamo detto relativamente al campo gravitazionale puo ripetersi
per il campo elettrostatico nel vuoto: basta sostituire al vettore G che individua
il campo gravitazionale il vettore E che individua il campo elettrico, al poten-
ziale gravitazionale il potenziale elettrico, alla densitd di massa L, la densita
elettrica g, la cui unitd puo anzi scegliersi in modo che la costante che sostituisce h
sia eguale ad 1. Anche il campo elettrostatico risulta cosi irrotazionale e la sua
divergenza eguaglia la distribuzione elettrica data dalla densitd o (). Proprio
cosi ha operato PRATELLI. ‘

7. - Campi meccanici nello spazio-tempo.

Riprendiamo la formula che esprime, per un corpo continuo, il prineipio di
Haarrrrox in dinamiea, formula che, in statica, si riduce a quella che esprime il
principio di stazionarieta dell’energia potenziale (2). Due cose in essa ci colpiseono:
in primo luogo le 4 integrazioni che essa presuppone, rispetto a tre coordinate
spaziali e rispetto al tempo; in secondo luogo il segno « meno » che compare

(*) Vi & cost stretta analogia fra le equazioni indefinite del campo gravitazionale
e quelle del campo elettrostati co nel vuoto; non perd nelle condizioni al contorno.

(*) Dalla stazionarieta dell’azione hamiltoniana B si deduce, nel caso statico, la sta-
zionarieta dell’energia potenziale W, ma dall’essere 73 minima nel moto naturale, non si
deduce affatto che W & minima quando l'equilibrio & stabile.
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nell’espressione della densitd lagrangiana {, che c¢i obbliga a fare la differenza,
e non la somma, fra due densitd d’energia.

(i suggerisce, nel modo pin spontaneo, di formulare il principio di HAMILTON
in uno spazio-tempo pseudoeuclideo a 4 dimensioni, in cui le coordinate di un
punto (evento) sono tre coordinate spaziali 2 #* ® e una temporale che indi-
chiamo con 2° (per pudore!). La densith lagrangiana dovrd allora sostituirsi
con linvariante lineare di un tensore doppio simmetrico 7% rappresentante le
varie forme di densith d’energia, ciog, se a ;¢ il tensore fondamentale che da
la metrica dello spazio-tempo, deve essere

ﬁ powioml T“\'B(I,AL”

-dove gli indici (che contrassegnamo con lettere greche) debbono assumere i
quattro valori 0, 1, 2, 3. Non solo, ma per via del segno « meno» che compare
nell’espressione di {, la metrica spazio-temporale deve avere segnatura - — — =y
{oppure — -4 -~ ) cosicehe, in coordinate pseudocartesiane ortogonali, risulti:

(ds)* == a ;o da’ = (Aa®)® —- (do')? — (do?)? — (da?)®

e quindi
a5 =—1 per a=f=1,2, 3, a,=1 per a =f =0, a,=0 per a = f.

Con pochi passi ancora su questa via si arviva dritti dritti alla teoria della rela-
tivitd : peccato che EINSTEIN ci abbia preceduto!

Mostriamo infatti come tutte le leggi della meccanica relativistica discen-
dano dal principio variazionale di HAMruToN, scritte nella forma:

xf3 dr = 07

) f 7% q
T
dove v ¢ una regione prefissata dello spazio-tempo pseudoeuclideo, al contorno
della quale la variazione s’annulla.
La pit generale variazione che lascia pseudoeuclideo lo spazio-tempo &

quella per cui, se 48, ¢ un vettore infinitesimo arbitravio (8, funge da poten-
ziale) ¢:

1
5‘%;7 :é ((583/,3 + 58'[;/'\‘).
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Se allora & (777 dr) = 0, risulta: § [ 177 a; dv= | Oy T8 dr = | 7% 688, dr,

T T

e quindi dal principio variazionale (col solito procedimento d’integrazione
per parti, e serivendo che esso & verificato per ogni 68,) si trae:

T =0.

Quest’equazione di campo, vettoriale nello spazio-tempo, soddisfa, per
costruzione, al principio di relativita, e afferma che ¢ wnulle la divergenze del
tensore encrgetico. Essa riassume 4 equazioni: le 3 dinamiche della quantita di
moto e quella deil’energia, affermante la famosa equivalenza fra massa ed energia
nelle sue varie forme.

8. - Campo elettromagnetico nello spazio-tempe.

I1 campo elettromagnetico trova nello spazio-tempo rappresentazione con-
cettualmente semplice, e semplici ed espressive risultano le leggi che lo governano.

I1 campo spaziale elettrico e quello pure spaziale magnetico si riassumono,
nel vuoto, in un unico campo spazio-temporale: quello di un tensore emisim-
metrico I ;= — F, , avente 6 componenti caratteristiche: le tre spaziali danno
il campo magnetico spaziale, mentre le tre miste (con un indice spaziale e uno
temporale) danno il campo elettrico spaziale. La distribuzione elettrica si rias-
sume in un unico vettore spazio-temporale §%, che con la sua componente tem-
porale da la densitd elettrica, con le sue tre componenti spaziali le tre compo-
nenti del vettore spaziale che da la densitd di corrente elettrica.

Tutte le leggi elettromagnetiche si ottengono da quelle elettrostatiche con
questa semplicissima regola: sostituire allo spazio geometrico tridimensionale S,
sede del campo elettrostatico, lo spazio-tempo quadrimensionale 7, sede del
campo elettromagnetico; sostituire al vettore spaziale E del campo elettrosta-
tico il tensore elettromagnetico spazio-temporale I ;; sostituive alla densitd
elettrica g il vettore spazio-temporale j* che di la distribuzione elettrica.

Il prineipio variazionale che regge il puro campo elettromagnetico ¢ percid
il seguente:

1 y
8 f 57, P dz =0,

ottenuto con la regola precedente da quello che regge il puro campo elettro-
statico.
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Per trarre da questo principio variazionale le equazioni di campo, basta
valersi di un lemma analogo a quello di CLEBSCH, non perd relativo ai vettori
dello spazio, ma ai tensori doppi emisimmetrici dello spazio-tempo. Grazie
ad esso I, a priori, pud riguardarsi somma di un tensore irrotazionale, prove-
niente da un vettore potenziale (solenoidale) ¢, e uno solenoidale, proveniente
da un secondo vettore potenziale (solenoidale) »":

((palﬁ w~(p/SIA') + S,\ﬁ,uv '1/’1"” ((p'\/x = 07 1/)1’/% = O)'

i
b =

dove s, © il tensore di Riccr nello spazio-tempo quadridimensionale. Dal
principio variazionale (col solito procedimento d’integrazione per parti e ri-
guardando d¢* e oy’ arbitrari in 7, ma nulli al contorno) si ottengono le seguenti
equazioni di campo:

axﬁju' 7 F\? =0 .

)
I

aflu =0

Tisse affermano che il tensore elettromagnetico ¢ irrotazionale e solenoidale
nello spazio-tempo. L unico potenziale ¢, da cui dipende a posteriori (per Ia con-
dizione d’irrotazionalita) il tensore elettromagnetico, il cosiddetto « potenziale
elettromagnetico » soddisfa allora non all’equazione di LAPLACE, ma all’equa-
zione di d’ALEMBERT

che, in virti della segnatura -+ ——— della metrica, esprime Parmonicitd

i
del tensore elettromagnetico nello spazio-tempo.
Per considerare ora il campo elettromagnetico si nel vuoto, ma’ con distri-

. L . . . . 1 s
buzione elettrica j', basta aggiungere all’invariante di puro campo s F , F*

Pinvariante di distribuzione @ j*. Si ottengono cosi le seguenti equazioni di
campo, equivalenti 2 quelle di MAXWELL:

£Y:11T xfl L ax
eﬁﬁw,F' =0 By =g

Esse dicono che, nello spazio-tempo, il tensore eletiromagnetico ¢ irrotugionale
e che la sua divergenza eguaglia lo distribuzione eletirica.
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9. - Campo gravitazionale Einsteiniano.

Nella teoria einsteiniana della relativitd generale il campo gravitazionale:
si identifica con quello che da la geometria dello spazio-tempo. Questo non &
pseudoeuclideo, ma riemanniano, incurvato dalle masse presenti. La sua me-
trica & data da una generica forma differenziale quadratica,

(ds)? = 9.5 A" dz’,

a cui non pud darsi ovungue forma pseudopitagorica con un semplice cambia-
mento di coordinate. Il tensore fondamentale 9.5 le cul componenti costitui-
scono i coefficienti della metrica, rappresenta i potenziali gravitazionali, e il
tensore di RIEMANN contratto R, funzione lineare omogenea delle curvature,.
da tutte le forme d’energia gravitazionale.

fon R e g 5 i costruisce Iinvariante

R :RVﬁ.(/V,')'

che di localmente la curvatura media, T1 principio variazionale, che regge il
campo gravitazionale esternamente alle masse, ¢ nella teoria einsteiniana sem-
plicemente il seguente:
0 JI? dr =0 .
:

Esso afferma, in sostanza, che, in presenza di masse, lo spazio-tempo & si curvo,
ma in medie lo ¢ meno che pud: & stazionario il valor medio spazio-temporale
della curvatura media locale.

Dando al tensore fondamentale la variazione 8¢.a» varia R varia dr, ma
Iintegrale esteso a 7 non deve variare, qualunque sia dg, 5» burché nullo al con-
torno di 7. Ne seguono le seguenti equazioni per il campo gravitazionale esterno
alle masse:

R 1
A = R — S Ry P =0

In prima approssimazione i potenziali gravitazionali sono individuati da.
un sol potenziale ¢ e le precedenti equazioni di campo si riducono all’equazione
di LAPLACE Ag == 0, tipica della teoria classica, ma non cosi & pieno rigore, al-
lorché Pequazione tensoriale di campo 4% = 0 sintetizza 10 equazioni differen-
ziali del secondo ordine nei 10 potenziali 9,80 fra le quali intercorrono pero le
4 identitd di Braxomr:

4, =0,

che lasciano libera la scelta delle 4 coordinate spazio-temporali.
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Le equazioni di campo A" = 0 non sono del tutto lineari, come invece lo &
Pequazione di LAPLACE, e grazie a questa circostanza, e al sussistere delle iden-
titdh di Biaxcwr, si verifica un fatto che non ha riscontro in tutti gli altri campi
della fisica classica: se, come di solito, si rappresentano con singolarity le masse
puntiformi che costituiscono le « sorgenti» del campo gravitazionale, il loro
moto non pud essere qualsivoglia, ma risulta determinato unicamente dalle
equazioni di campo, e non da equazioni estranee ad esso, come quella che tra-
duce la legge fondamentale della dinamica classica (forza eguale a massa per
accelerazione). B veramente singolarve e degno di meditazione che le equazioni
del camypo gravitazionale einsteiniano racchiudano in sé il moto delle proprie
sorgenti!

10. - Generalizzazioni di campi fisici.

Quanto abbiamo constatato per i campi meccanici, per il campo elettro-
magnetico, per.il campo gravitazionale  einsteiniano, -ha . carattere - generale:
il modo pilt acconcio per individuare un campo fisico & quello di affermare la
stazionarietd dell’integrale esteso ad una prefissata regione dello spazio-tempo
di un invariante costruito con quegli sealari, vettori, tensori spazio-temporali
nei quali la fisica ravvisa gli enti tipici del campo. B la stazionarietd dell’inte-
grale deve aver luogo per una generica variazione dei potenziali di tali enti,
rariazione perd nulla al contorno.

Le equazioni di campo che cosl si traggono sono certamente compatibili,
se 'integrale puo essere stazionario, e hanno carattere tensoriale nello spazio-
tempo, soddisfacendo quindi al principio di relativith generale.

Della «ricetta » che vi ho dato ci si vale modernamente per stabilire un’as-
siomatica dei campi fisici concettualmente semplice e sicura, consona all’intui-
zione, praticamente efficace. Dall’esperienza mnon si pud perd prescinde e,
perche essa deve suggerive quali sono gli enti caratteristici dei vari campi, e
deve giu icare se e a quali condizioni i fenomeni verifcano le leggi desunte
dai prinepi variazionali ra- ionevolmente costruiti econ tai enti.

Il modo migliore per generalizzarve i campi ¢. quello di generalizzare gli
invarianti che costituiscono le densitd lagrangiane poste sotto segno integrale
nei principi che reggono i campi stessi. E cid basta, perché leggi, proprieta,
caratteristiche dei campi sono tutte contenute in germe nei principi variazio-
nali da cui seaturiscono.

Questa appunto ¢ la strada che segui EINSTEIN nell’ultima sua teoria rela-
tivistica unitaria. Per fondere nell'unico campo geometrico di uno spazio-tempo
non riemanniano il campo gravitazionale e quello elettromagnetico, parti an-
cora dal principio variazionale & f R¥ g 5 dr =0, ma ritenne che, a differenza

T
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di quanto avviene in uno spazio-tempo riemanniano, sia il tensore fondamen-
tale g, , che quello di eurvatura R non fossero simmetrici.

Mostrero ora come per questa via si possa generalizzare il campo elettroma-
gnetico maxwelliano, pervenendo al campo mesonico e a sue estensioni, nonche
a un campo oggi di gran moda: quello della magnetotuidodinamica.

11. - Campo mesonico e sue estensioni.

Si perviene al campo mesonico partendo dal principio variazionale che
regge il campo elettromagnetico maxwelliano ed aggiungendo alla somma del-

Vinvariante di puro campo ; F , ¥ e dell’invariante di distribuzione o, "

. . . 1 , .
Vinvariante quadratico 575 P ¢~, dove 1 denota una costante universale (con

le dimensioni di una lunghezza).
Le equazioni di-campo che-se ne traggono (di Proca-YUKAWA) affermanoc
ancora Uirrotazionalith del tensore F ;e affermano che la sua divergenza &

. A,

eguale a j* -+ I

72

, ; I S
e F,\fl/,lt == () F"‘}/ﬂ — 7;\ . _]—é(p,\.

sfury

Lunico potenziale elettromagnetico ¢ da cui dipende a posteriori (per la
condizione d’irrotazionalitd) F*¥ ubbidisce pertanto all’equazione:

S,
i
Rl
hS|
-

Lo
D

Aggiungendo ai tre invarianti quadratici che intervengono nel principio
variazionale che regge il campo mesonico una combinazione lineare degli altri
invarianti quadratici contenenti il secondo potenziale %, si perviene in modo
spontaneo a generalizzare anche il campo mesonico.

12 - Magnetofluidodinamica.

Consideriamo infine un fluido perfetto, elettricamente conduttore. Lia sua

rJ/‘X

velocita & rappresentata nello spazio-tempo pseudoeuclideo dal vettore w* = FPE

e manifestamente w*w_ = 1; lo stato di sforzo dalla pressione p; e la densitd
d’energia, dovuta alla distribuzione di massa e di pressione, dallo scalare K,
legato a p dall’equazione complementare @ (p, K) =0 .
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I1 fluido ¢ sede di un campo elettromagnetico individuato dai campi di due
tensori doppi emisimmetrici dello spazio-tempo, Fs e f, il primo riassume il
campo spaziale elettrico e quello dell’induzione magnetiea, il secondo il campo
spaziale magnetico e quello dell’induzione elettrica. I due tensori coincidono
nel vuoto, ma non nel fluido, dove sono legati dalla relazione:

Fa[)‘ = GL\','TQU 7’90;

il tensore C;,, dipende con legge quadratica nota da w* nonché dal coefficiente

dielettrico e da quello di permeabilith magnetica. F_; ¢ poi legato alla distribu-
zione elettrica j, e a w* dall’equazione:

Juo—dgwlw, =¢ F,

dove { & la conducibilita.

Le leggi elettromagnetiche, quando non ¢’¢ distribuzione elettrica, si otten-
gono dal seguente principio variazionale che generalizza quello stabilito nel
vuoto:

"1
z N
5[5 Fpf?dr =0,

T

Per ricavarle basta esprimere F,; mediante i due potenziali vettori sole-
noidali ¢, e y’, secondo il seguente lemma che generalizza 1'analogo di quello
di CLEBSCH:

1 ’
Faﬂ - 5 ((Pc\/ﬁ _()v/}/x) -+ Oguacﬁ Sﬁ(z L4 /#'

Col solito procedimento si trova che il tensore ¥, g ¢ irrotazionale e il ten-
sore f , solenoidale.
Per tener conto della distribuzione elettrica, basta aggiungere nel principio

variazionale all’invariante di puro campo 3 F s f** quello di distribuzione g_j*.
Bi trova cosl ancora che F_; ¢ irrotazionale, e che la divergenza di f.p © eguale

A g,

Bl __ B
Eapy T =0 Pl =1

Al due precedenti invarianti aggiungiamo Uinvariante Kuw, w, a*f, dipen-
dente dalla distribuzione d’energia dovuta alla massa e alla pressione, nonché

2. - Rivista di Matematica.
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Pinvariante costituito dalla pressione p. Facciamo variare nel principio varia-
zionale non soltato 1 potenziali ¢, e 3", ma anche il vettore infinitesimo 6S* da
cui dipende la variazione del tensore fondamentale «*#, se vogliamo che lo spazio-
tempo resti psendoeuclideo. Queste variazioni siano perd nulle al contorno di 7.
Scrivendo che il principio variazionale ¢ soddisfatto qualunque siano le pre-
cedenti variazioni si ottengono, oltre alle due precedenti equazioni elettroma-
gnetiche, anche quella che afferma la solenoidalitd nello spazio-tempo di un ten-
sore doppio simmetrico 7°f. Quest’ultimo ha per componentti i coefficienti
delle variazioni da*?, e rappresenta quindi (secondo il criterio di HinBrrr) il
tensore energetico totale.

 Tutte le equazioni differenziali rigorose che reggono i campi mececanici ed
elettromagnetici presenti nel fluido si compendiano dunque nelle seguenti tre:
il primo tensore elettromagnetico ', ¢ irrotazionale; il secondo f, ; ha per divergenza
la distribuzione elettrica; il tensore energetico totale T°F ¢ solenoidale. Ad esse,
naturalmente, s’aggiungono le equazioni finite di condizione (1).

La magnetofluidodinamica che cosi si istituisce interessa 1’astronomisa, perche
nel Sole e nelle stelle vi sono intensi campi magnetici agenti s fluidi pereorsi da
correnti elettriche. ALFVEN richiamdé recentemente 1'attenzione su questa cir-
costanza. Ma piu recentemente ancora ’interesse s’accrebbe, perche 'aerodina-
miea ipersonica (convenzionalmente a numeri di Macm maggiori di 5) deve
tener conto del fatto che il forte attrito elettrizza P'aria e i corpi che si muovono
in seno ad esga, creando corrventi elettriche e campi elettromagnetici. Accanto
alla cosiddetta barriera del calore, si ha allora a che fare con le onde provocate
dalle mutue azioni, esaltantisi a vicenda, del campo cinetico fluido sul campo
elettromagnetico e di guesto su quello.

Chi si occupa del rientro nell’atmosfera di missili e satelliti artificiali deve
fare i conti con la magnetofluidodinamica; bene 1a dovri conoscere chi, in un
non lontano avvenire, utilizzerd per la propulsione di astronavi; e chi poi,
a tal fine, non potrd trascurare gli effetti relativistici, dovra proprio valersi
delle equazioni rigorose che abbiamo ottenuto, e che sono poi, concettualmente
paclando, le pitt semplici e le pint coerenti.

(*) Le equazioni finite di condizione sono le quattro che esprimono: il legame fra i
due tensori elettromagnetici, I, 3=C,z04 /2% lalegge di Ohm generalizzata, j,— jywfw, =
= & F 5 wf, la w,w™ = 1 e I'equazione complementare @ (p, K) = 0.

af
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