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Pasquare MASTROGIACOMO (¥)

Sul tensore di torsiome di una connessione tensoriale

per temsori controvarianti e covarianti m-pli. (*%)

Premessa.

“E. BoMP1ANT ha introdotto [1] (1), aleuni anni addietro, la nozione di con-
nessione tensoriale per tensori doppi covarianti e controvarianti. Successiva-
mente A. CossU [3] ha definito alcuni enti geometrici intrinsecamente deter-
minati dalle connessioni di questo tipo e, tra questi, un tensore analogo a quello
di torsione per le connessioni affini.

Recentemente ho esteso [4] la nozione di connessione tensoriale ai tensori
covarianti e controvarianti m-pli ed ho introdotto [5] alcune connessioni ed
aleuni enti geometrici intrinsecamente associati a queste connessioni.

In questa nota si estende la nozione di tensore di torsione alle c.t.c. m-ple
(connessioni tensoriali per tensori controvarianti e covarianti m-pli) e se ne
danno due diverse interpretazioni analoghe ad altre gia assegnate da . Bom-
PIANT [2] per il tensore di torsione delle connessioni affini e da A. Cossu [8] per il
tensore di torsione delle connessioni tensoriali per tensori doppi. Poi, dopo aver
introdotto due c.t.c. collegate ad una data c.t.c. m-pla L (la associata A e
la coniugata C) mediante il suddetto tensore di torsione, si effettua una costru-
zione del trasporto infinitesimo per equipollenza definito dalla L mediante il
trasporto subordinato dalla c.t.c. A associata alla L. Inoltre si caratterizza un
tipo particolare di c.t.c. m-ple analoghe alle connessioni affini semi-simmetriche di
SCHOUTEN, si studiano alcune proprietd del tensore di torsione, determinandone
il comportamento rispetto ad alcune c.t.c. m-ple da me precedentemente intro-

(*) Indirizzo: Istituto di Geomefria, Universita, Bari (Italia).
(**) Ricevuto il 5 dicembre 1960.
(*) Le [] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della presente nota.
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dotte [5] ed infine, dopo aver determinato una legge intrinseca del trasporto
per equipollenza, definito da una ¢.t.c. m-pla L, di una particolare classe di ten-
sori tra loro equivalenti, si esamina il comportamento del tensore di torsione
della I rispetto alla pitt generale trasformazione della I che conserva il suddetto
trasporto.

Avverto infine che, data Panalogia che spesso si presenta tra gli enti geo-
metrici determinati da una c.t.c. m-pla con m > 2 e quelli determinati da una
connessione affine o da una c.t.c. per tensori doppi, talvolta le proposizioni e
i risultati che seguono saranno dati senza dimostrazioni o con brevi cenni di
dimostrazioni e si porranno in rilievo solo quei risultati e quelle dimostrazioni
in cul manca la suddetta analogia o che, almeno per quanto mi consta, si pre-
sentano per la prima volta.

1. - Definizioni e generalita.

Ricordiamo [4] che in una v ravieth differenziabile X, . Sseonmte in ogni i do-
minio di coordinate locali o, n*"+1 funzioni L} 7, (@) delle coordinate a7 (i, j,
1y G1y eeey by Wmy £ =1, 2, ..., n) del generico punto w, esse definiscono una
connessione tensoriale per {ensori controvarianti e covarianti m-pli (m > 2), che
denoteremo per semplicitd con ¢.t.c. m-pla, se, per una generica trasformazione
ammissibile di coordinate #f = & (#7), si trasformano secondo la legge (%)

vy . PR, i 7 iy 94’ 0% ¢
(1.1) ,,1,.,;"_ mom= L m 97 B3, w0 Ojm 932072 e By —
— 95y 9% 0% 67e . ,. 4 — 0 R O Hi 9 —

— —19' 19’"* 6“6”..5"“10‘“

Ricordiamo inoltre che le Lji:~im, diconsi i parametri della c.t.c. m-pla
e im ;o .
e che, assegnati i campi di tenmsori m-pli &= ™m(w)en,, , (), si defini-
. - . . » - . v T m
scono loro differemziali tensoriali le espressioni

(1.2) _Dgillg i = JERG o im + I’;i;: ;'m”t @,&j’j° Tt
e . T hifgen d B
(1.3) D?]m, iy d?]j,f, I L,:,: L Mgty e iy dat,

(3) Per il significato dei simboli adoperati cfr. B. Boamriani [1].
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che si provano avere carattere tensoriale. In modo analogo si definiscono deri-
vate covarianti tensoriali le espressioni

At Eiliz.“ [ at Eiliz [T SN + L;,:, ':m éily'g...jm

gy e dgt

— I oLTT S N
AP/ 0t My, . Im Lz it Misty e iy

m

Ricordiamo infine che lannullarsi del differenziale tensoriale di un tensore
definisce il trasporto infinitesimo per equipollenza subordinato dalla c.t.c.
I assegnata e che un campo di tensori £+ ‘m(x), definito nei punti di una
porzione di curva regolare, si dice un campo di tensori equipollenti (o paralleli)
se in ogni punto della suddetta perzione di curva risulta Dg+e in(g) == 0.
Ne consegue la nozione di trasporto per equipollenza dei tensori controva-
rianti da un punto & ad un punto y lungo un arco di curva regolare avente &
ed y per estremi. Tn modo analogo si definisce ovviamente il trasporto dei ten-
sori m-pli covarianti.

2. - Sul tensore di torsione di una c.t.c. m-pla e su alcune connessioni tenso-

riali da essa determinate.
Si pud facilmente provare che, per m > 2, le espressioni

iy are ¥, e Ty ven i,
(2’1) S;: i::t - L[Jll J:nnt]
sono le componenti di un tensore, che chiameremo il tensore di torsione (°)
della c.t.c. m-pla L, analogo al tensore di torsione di una connessione affine
ed ovviamente alternante rispetto agli indici di covarianza.
Segue immediatamente che le

f3 000 i, [T

(2.2) L et oS3 imt
ove p & un’arbitraria funzione scalare, sono le componenti di una c.t.c. m-pla,
il cui tensore di torsione & nullo se, e solo se, o =-—1 ed & invece uguale a
— 8}t 2 jm, se, € solo se, o =— 2. In corrispondenza ai suddetti valori di o si
ottengono le due connessioni 4 e ¢ di parametri

D ovee By . Ty e 1 fg nen 4.
(2.3) A it = Ly i Sa’: it

(3) Per m = 2 il tensore in questione & stato introdotto da A. Cossu [3].

8. — Rivista di Matematica



289 P. MASTROGIACOMO [4]

9, Ity e A D N N LTI

(2.4) Ul =L m —2 S my

che chiameremo rispettivamente Uassociata ¢ la coniugata alle L mediante S.
T facile verificare che la relazione di contugio ¢ reciproca, che due ct.c. m-ple

tra loro cowiugate hanno la medesima c.t.c. associata, che sussiste la relazione

2 Abim o Lo
Iy e iy -

e che il differenziale tensoriale, secondo la c.t.c. (2.2), di un tensore m-plo controva-
riante simmetrico non dipende da p ed ¢ quindi lo stesso per le tre connessioni
L, A e C.
Si pud inoltre provare che affinché anche il differenziale tensoriale, secondo
la (2.2), di un generico tensore m-plo covariante simmetrico non dipenda da o
occorre ¢ basta che si abbia
(2.5) S“‘ : :mz == 0,
Per determinare il significato geometrico del tensore S;:; - ;i:":“ assegnati
nel generico punto a (x?) della X, i sistemi di differenziali indipendenti Q)
dot (o =1, 2, ..., m -~ 1) e una generica c.t.c. m-pla ry f::;:’f,it a tensore di tor-

Sy aeey
&

sione nullo (%), si considerino gli m -- 1 tensori pliickeriani (%) infinitesimi

Evfeein = dath Qo L daiml,  EVE = dal e L dam)

2 3 m+1 2 1 3 m+ 1

Ehirim = (— 1) dapl dg™ L. das-r da'e .. da'),
X 1 2 a1 a+1 m1

Ehfe et ()b dgla datn L dgtnl

m-+1 1 2 m

{*) S1 supporrd n > m, perché se fosse n < m risulterebbe ovviamente

471 . 1
RF N t = 0.

(®) Ad esempio una c.t.c. m-pla dedotta da una connessione affine simmetrica.

(*) Ricordiamo che si chiama temsore pliickeriano m-plo o m-vettore semplice
(m < n) associato agli m vettori controvarianti linearmente indipendenti & (& = 1,
2,..., m) il tensore m-plo di componenti A

f[il .fi’ Eim].

2 m
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e il tensore, anch’esso plilckeriano infinitesimo
3 b

a=m41

g i am 2 51‘, -

a==1

la cui m-direzione appartiene alla (m -+ 1) -divezione determinata dal tensore
plitckeriano  dals da™ ... da™+1,
1 2 m-1
Tndicato poi con & il tensore applicato in # -+ do ed equipollente al tensore
X

£ secondo la c.b.c. m-pla ausiliaria T, sia £* 'equipollente in z di £ secondo la
B3 x

a

c.t.e. I assegnata. Si ricava facilmente

X

LR TR MO . PR i d iy iy o0 d ¢
E¥tetm e g (I — L) £ da

da cui, sommando membro a membro per o ==1, 2, ..., m +1, posto
a=m-+1
LI - Z §*i1 RO
A=l ©

ed osservato che risulta

a=m4l
> &reimdat = (m 1) dal da'™ ... daPm da?
=1 & & 1 2 m m+1

si deduce che la parte principale del tensore A* — 2, a meno di infinitesimi di
ordine maggiore di m 4 1, ha per componenti le espressioni

(2.8) AT i im e (g - 1) SB T dar L dan dat,
i e Tt 1 m m4-1

dipendenti esclusivamente dal tensore Sji:-m e dai vettori infinitesimi dwt.
iy o
Si prova facilmente che se si sostituiscono ai sistemi di differenziali dat m 41
o
vettori controvarianti linearmente indipendenti & (o =1, 2, ..., m 1) deter-
fad

minanti la stessa (m = 1) -divezione definita dagli assegnati dw’, il temsore
[ad

(2.7) §ivin i e S R fn
2

EIE P e Y
1 m m+1

differisce dal temsore (2.6) solo per wun fattore scalare.
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Siosservi che il tensore (2.7), che chiameremo tensore di torsione relativo

agli m -1 vettori &', dipende essenzialmente dal tensore pliickeriano definito
N
dai vettori £&°.
o

Si ha inoltre ovviamente che wna c.t.c. m-pla coincide con la sua associata

(2.3) se, e soltanto se, per ogni scelta degli m -1 wvettori &, risulta nullo il relativo
@

tensore di torsione (2.7).

Se invece S & della forma (7)

3 Q i48y ... 4, . i, i
(2.8) S im, = e 07y

Fiia ... :mt [11
ove ¢, & un arbitrario vettore covariante, si deduce

w—1)(n—2)... (% —m
FNCTE S (n ) (n Yoo (0 —m) o

Pr e Pyt (m - 1)1

Jper.cui il tensore (2.7)..diventa

ﬂS’iu’a U - == flil ..,Ei“ ‘ é: " 5 mE l] (p'm+1

m w1

ed ¢ quindi plickeriano ¢ la sua m-divezione appartiene alla (m -+ 1) -direzione
del tensore plitckeriano

g g Enr,
1 2 m-1
Viceversa se si vuole che il tensore (2.7) determini una m-direzione apparte-

nente alla (m --1)-direzione del tensore & &% ... &mnl § necessario che il
o ) 1 2 m-+1
tensore di torsione S} m, sia alternante rispetto agli indiei di controva-
e im
rianza ed inoltre che si abbia identicamente

(2.9) EL LT B B S 8 8 e =0,
1 2 m  me1 m-1

ossia

O S g € 81 80 £ Bom e 0

S1%2 won Spa? 15%- Imima1
2 2 m+1 m+1

(") Le c.t.c. m-ple per le quali il tensore di torsione ha la forma (2.7), per 'analogia
che esse presentano con le connessioni affini semi-simmetriche di ScHOUTEN, le chiame-
remo c.t.c. m-ple senvi-simmetriche.
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Da questa identitd, simmetrizzando rispetto alle coppie di indici s, jy,
$2 Jas wrr s Smep Imess annullando il generico coefficiente della precedente forma
quadratica in ciascuno dei vettori & (x =1, 2, ..., m + 1), e contraendo ri-’

&

spetto alle coppie 7y 8y, 7385, vy Tanty Smays S1 deduce

(m + D!

AS”‘“ . . S21Ps . P é’x iy im
792 e TPt 1 (n —1) (n —2) o (0 — m) 2Py o Py ldty T e iml

e cioé il tensore S & del tipo (2.8) e quindi il tensore (2.7) & pliickeriano (8) .
Concludendo si ha che
Condizione necessaria e sufficiente affinché il tensore di torsione (2.7), relativo
ad una qualunque (m -+ 1)-pla di vettori &' (« =1, 2, ..., m -+ 1) lincarmeniec
&
indipendenti, sia pliickeriano ¢ lo sua m-divezione appartenya alle (m -+ 1)-dire-

i,

zione determinata dai suddetti m -+ 1 vettori 5", ¢ che il tensore S,’f: wim s del

tipo (2.8). E, pomhe in t@l caso si ha S“ ‘,m—i;m,(p, 0, 51 puo precisarve che
m=Ltim m .
la m-direzione del tensore relativo ad una prefissata (m -~ 1)-direzione, ¢
3 i H
quella comune a questa (m -+ 1)-direzione e alla (n-—1)-direzione del vettore

covariante 87 Jm (°).

3. Su di una interpretazione del tensore di torsione di una e.t.c. m-pla.

Allo scopo di dare un’altra interpretazione alla torsione di una ec.t.c. m-pla,
analoga a quella data da E. Boaprant [2] alla torsione di una connessione af-
fine, si consideri lo spazio T7 potenza tensoriale m-esima dello spazio vettoriale
tangente 7', nel punto z della X,

Le equazioni
(3.1) §llia e Ty o E?;iz oo Ty (6;: (5:3 . 6;:: . 8;:1122 e lm),
ove 8i‘ - 'm sono le componenti di un tensore in », funzioni infinitesime dello

stesso 01'd1ne dei differenziali dxt ,rappresentano, per ogni sistema di differen-
ziali dat, un autmorfismo di I in sé prossimo all’automorfismo identico.

() Osserviamo che, pur non avendo imposto esplicitamente che il tensore (2.7) sia.
plickeriano cid consegue dalla (2.9) e dall'ipotesi che S sia alternante rispetto agli indici
di controvarianza.

(®) 11 tensore S f: ,, " poiché ricorda il vettore di EiNsTEIN S5 di una connessione
affine, lo chmmmemo 11 vetlore di FainsteiN della c.t.c. da cui ¢ determinato.
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Supponendo in particolare

ghteim ow [l i dxt
Fyan gy Ji o dpt

le (3.1) diventano

(3'2) ;f-:"l R e §j1 o (();l . (S’jm J— /74
1

m

G dwt)
Ovviamente le (3.2) rappresentano, per ogni sistema di differenziali dat
e per ogni scelta del tensore [} im, un automorfismo prossimo all'identitd
rm

in cui i tensori uniti sono quelli per cui
(3.3) i ;mt 57'1 o dmdmt =0,

Ha senso imporre la condizione che, per ogni scelta del sistema di differen-
ziali dat, sia unito ogni tensore prodotto tensoriale di m vettori controvarianti

(=1, 2, ..., m) allorquando_uno_degli m_vettori ha la stessa direzione defi-. .. ..

o
nita da dz e sia inoltre unito ogni prodotto tensoriale di m vettori controva-
rianti allorquando due di essi hanno la stessa direzione. Cio equivale ad imporre
che il tensore K3 - ;::t sia alternante rispetto ad ogni coppia di indici di cova-
rianza e quindi rispetto a tutti gli indici di covarianza. Percid si ha che:

Assegnare in un punto x della X, un tensore H3- ;f::t aliernante rispetto
agli indici di covarianza equivale a fissare nello spazio 1" potenza tensoriale m-esima
dello spazio vettoriale tangente in x alla X,, e per ogni sistema di differenziali dat,
wn automorfismo prossimo all’identitd in cwi sia unito ogni prodotto tensoriale

(3.4) Eof o .. ®&,

1 2 m
per cui uno dei vettori & ha la dirvezione di da ed inolire sia unito ogni tensore

&

(3.4) se due dei vettori £ hanno la stessa direzione.

4. - Sul trasporto per equipollenza di una c.t.c. m-pla.

Allo scopo di dare una costruzione del trasporto infinitesimo per equipol-
lenza definito da una c.t.c. m-pla mediante il trasporto subordinato da una c.t.c.
& torsione nulla, si consideri I'automorfismo di equazione

(4.1) Bt Fhe I (80 0 o Ojm— S m, da)
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determinato dal tensore di torsione Sj: - j::t della c.t.c. m-pla L e da un asse-
gnato sistema di differenziali dzt. Osservato che tra la connessione L, la sua
torsione e la sua c.t.c. associata 4 sussiste la relazione (2.3), ¢ facile dimostrare,
seguendo B. BoMmprant [2], che

Il tensore applicato in » -+~ dw ed equipollente secondo la c.t.c. m-pla L al
tensore controvariante & applicato in x ¢ anche equipollente secondo la c.t.c. m-pla
associata A al tensore & applicato in @ e corrispondenie di & nell’ automorfismo
prossimo all’identita (4.1).

5. » Su alcune proprieta del tensore di torsione di una c.t.c. m-pla L.

Recentemente [5] ho introdotto alcune c.t.c. m-ple intrinsecamente defi-
nite da una assegnata c.t.c. m-pla L. Una di esse & quella di parametri

’mt . It

(3.1) Njpewjm, == Lt — Ot

in cui[5]

OQireim L(2 s i __I,’i im L[' wtml e m

i)
It e dgt T vt Gy e I IRE M | EE A 1)

-9 L(z, R PR B 7 L zm] Tiiaeeimd _ Tla iml

REY {5 ... iplt [#1... 9 Uy oo, IgX
T.e altre sono quelle di parametri
(5.2) Lioime = LG m,
e
(5.3) Mi:imy = Lo, — L]
ove si ¢ posto
. 1
LGme=1n Z L im
e
1..m

L iml, = > (=D Lp

ml o

it

r essendo il numero delle inversioni della permutazione vy, ¥y, ..., 7 rispetto
alla permutazione fondamentale 1, 2, ..., m e le sommatorie essendo estese a
tutte le permutazioni vy, ry, ..., 7, di 1, 2, ..., m.
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Poiche %i ha

() [P AS"‘) . 1“1 . S[z . 1";”1

[Jx )”,J Ty dt e din

il tensore di torsione della c.t.c. (5.1) N ha per componenti
VLTI PR of I PRV IO IR <) AR N |
N 15, ) e L[ﬁ‘i N B S PNE

Inoltre, tenendo conto della relazione ([5], p. 437)

]J([;: ]m]) . L[ ul] e ([u ::m])t

it 3y,
. l j . s§=m
Q7 e iy oo T 7, . Z e dgmglglghy v £, ]~ ES
SR =y LG ), LG e s,
W L] sk
N~ s 1 m

:;j.._.._.lmwﬁ_ [ L([;x ast ’:m])b.ﬂ ,,,,, S=z"‘ L([ll ey 17,179 LR Shid %z]) - ‘l )

m + 1 1 [ Fond LI N P A

I S=m ‘l
e . L[ PR Z L[’)‘“ f5_1islgpy - - e
m -1 Iy ’m]t = Ly v dg_ytigyy "m 1is J

I o) ¥ S zm — v[z et
"“L[j’. t] T S -

1t e dat

Si pud quindi concludere che:

I tensori di torsione delle due connessioni N (5.1) ed L' (5.2), determinate

da una et.c. m-pla L, coincidono tra loro e col tensore ottenuto alternando rispetto
agli indici di controvarianza il tensore di torsione della L.

Procedendo in modo analogo e tenendo conto della relazione ([5], p. 437)

LI s R of ¥ LA . m)

L[[jl., j ]]t "“L[ ] [Jl ST |1

e EARCE Lane

si prova che il tensore di torsione della connessione A (5.3) ha per componenti
Je espressioni
Y SR ) [F § {7, ... )
M = 83— 85

Wi It

Da quanto precede segue immediatamente che le due ect.c. N (5.1) ed L'
(5.2) hanno lo stesso tensore di torsione S della c.t.c. L (1) se, e solo se, quest'ultimo

() B facile provare che cid accade, ad esempio, nel caso delle c.t.c. m-ple semi-
simmetriche.
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tensore S ¢ alternante rispetto agli indiet di controvarianza. Analogamente si ha
che il tensore di torsione della e.t.c. M (5.3) ¢ nullo se, e solo se, il tensore di torsione
della T é simmetrico rispetto agli indici di controvarianza.

Osserviamo infine che ognuna delle connessions 3, N ed L', poich¢ soddisfa
alla (2.5), ¢ tale che i differenziali tensoriali di wn generico tensore covariante
simmetrico (oltre che di un generico tensore controvariante (1) simmetrico),
rispetto ad essa stessa, alla sua connessione associata (2.3) e alla sua c.t.c. coniu-
gata (2.4), sono tra loro coincidenti.

6. - Trasporto di classi di tensori equivalenti e trasformazioni della e.t.c. con-

servanti quel trasporto.

Diremo che due campi di tensori controvarianti m-pl, &%~ (x) e
£l Tn(x) sono equivalenti se fra di essi intercede la relazione di equivalenza (12)

(6.1) Eihu () = g () £57 ' (a),

o (z) essendo un’arbitraria funzione (scalare) del punto x (z?). L’insieme di
tuttii campi equivalenti a &'+ ‘w(x), che indicheremo col simbolo { £l () },
lo chiameremo una classe di equivalenza 1ispetto alla suddetta relazione.

Cid premesso, ricordiamo che la condizione

(6.2) DE'& T dé:ix T, _}_ L"xl ;:iflt dpt = 0
definisce il trasporto per equipollenza, rispetto alla ¢.t.c. m-pla LJ’.': vy, del
campo di tensori controvavianti m-pli &%« 'm ().

Poicheé dalla (6.1) si ha

(6.3) ]) Eix im, = fil im dg + QDSH fm,

segue che la differenziazione tensoriale now conserva la nozione di elasse di equiva-
lenza, nozione che invece, com’é facile provare, si conserva nel trasporto per equi-
pollenza (), per cui sard lecito parlarve di trasporto delle classi di equivalenza o

(M) Cir. pag. 4 della presente Nota.

(?) . facile provare che si tratta di una effettiva relazione di equivalenza, cioé che
gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva.

(*3) Nel senso che tensori tra loro equivalenti si trasportano per equipollenza in
tensori ancora equivalenti.
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trasporto per parallelismo dei tensort per distinguerlo dal trasporto per equipol-
lenza.

Osservato che, per le (6.3), le (6.2) non sono invarianti rispetto alle (6.1),
allo scopo di determinare delle 1‘01%10111 invarianti rispetto alle (6.1) si noti
che dalle (6.2), (6.1) si oftiene

e da questa seguono le relazioni
:1;-:"1 . —Déjl AT P DS’! t i E FESTIL N O’
ovviamente invarianti rispetto alle (6.1) e percid atte a rappresentare in modo

intrinseco il trasporto delle classi di equivalenza.
Inoltre, se il campo di tensori (6.1) ¢ definito nei punti di una porzione di

~curva-regolarve wi ==z (u) (1), per cui-in ogni-punto-di essa risulta determinata

una classe di tensori equivalenti, si ha che

Condizione mccessaria ¢ sufficiente affinché la classe di equivalenza {5 }
st trasporti per equipollenza lungo la suddetta porzione di curva regolare ¢ che in
ogni suo punto sta soddisfatie la relazione

(6‘4) é—'ix R Dfix cdm 55: o dm _Dgil T 0.
Se percio si indica con D il simbolo di differenziazione tensoriale rispetto ad
un’altra generica c.t.c. m-pla I, determinante, come la L, il medesimo tra-

sporto per equipollenza delle classi lungo la stessa curva xf = a? (1), deve ne-
cessariamente aversi

é—"'x e bn ﬁgjx dm §i1 eI ﬁfix - 0.
Sottraendo membro a membro le ultime due relazioni e posto
Fir oy Ty et z;..i
Ly om— L 7;:1 =R

si ottengono le identity

(§i’~ RTINS 8”"; Jm Shl ‘-'hm — Eh m R’l ; ¢ Ehl m) dmi ey 0 s

() Essendo percido p un’arbitraria [unzione del punto della curva.

4
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dalle quali si ha

; ] NI Ry f :
Fil s 6 L (3 L R 1 hi e~
wt N Py, R R

i

) i, j
(Sm o O L R

e
» hl b n

N S~ 2 SN i 3y [P SR
-}-— éht (3,1:12 R p" ”:;//lt — (3,1: (Sh_:;: I{’vll.,. Py T 07

da cui ancora, contraendo rispetto alle coppie di indici 4, Py, @ Doy vy T Py
si ricava

mm Pl i, L PP
nm R Ly RT;‘ iy

g 83 e,
Tit

i M

e quindi

5 Ty e Gy T b e §F 7,
(G.L)) Lj:.' M jn” - L)i . j)::t : (571 o (Sjn; (pt’
ove si & posto
3 1 vy »
(6.6) @ = Rp: iy

Poichd viceversa si pud provare che ogni c.t.c. m-pla del tipo (6.5), con @,
arbitrario vettore covariante, definisce una legge di trasporto per le classi { gl "m}
coincidente con quella definite dalle  connessione Lj - iy, concludiamo che le
(6.5) somo tutte e sole le ¢.t.c. m-ple che godono di quesia propricia.

Osserviamo infine che, assegnato un generico sistema di differenziali dut,
due c.t.c. m-ple L ed I legate dalla relazione (6.5) determinano il medesimo tra-
sporto, dal punto » al punto » - dz, delle classi di tensori equivalenti, ma non
lo stesso trasporto per equipollenza dei tensori; esistono pero particolari sistemsi
‘di differenziali per cui esse determinano anche lo stesso trasporio per equipollenza
di un qualsiasi tensore e precisamente sono tali tutts ¢ soli quei sistomi dx' le cus
dirvezioni appartengono alla (n— 1)-direzione associate al vettore ¢, (8.6) .

Cid che si & detto per i campi di tensori m-pli controvarianti vale ovviamente
anche per quelli m-pli covarianti.

Tn relazione alle trasformazioni (6.5) sussistono le seguenti proprieta:

a) Tra le trasformate (6.5) di una e.t.c. m-pla L, cio¢ fra le ¢.t.c. che determi-
nano lo stesso trasporto delle classi della L, ne esiste una ed una sola, di parametri

[OF SR SR, of S ) (m 4+ 1! Dy .. D, i &in i
L P Ly — Spr e 6;': O e 57’)’2]1

m 1ees T (n—1)m—2)...(n—m) P
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caratierizeata dall’ annullarsi del velativo vettore di BINSTEIN. Detta connessione ¢,
come si prova facilmente, invariante rispetio alle trasformazioni (6.5) .

b) Le c.t.c. m-ple trasformate mediante le (6.5) di una c.t.c. m-pla a torsione
nulla sono tutte semi-simmetriche, cioé del tipo (2.8).
¢) Viceversa le c.t.c. m-ple trasformate mediante le (6.5) di una c.t.c. m- pla

semi-simmetrica sono tutle semi-simmetriche mcczzon fatta per una sola di esse
che é a torsione nulla.
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