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Soluciones estacionarias del movimento de un disco
no homogeneo que rueda sin resbalar sobre un

plano horizontal. (*¥)

1.~ Planteo-del problema.

Sea, fig. 1:
X, Y, K: terna de referencia de direccién invariable, con K versor vertical
ascendente.

0: centro del disco.
a: radio del disco.

i, j, k: terna fija al disco con origen en el centro O y con k versor normal al
plano del disco.

i;: eje nodal (paralelo a la tangente del disco
en el punto de contacto H).

Ji: versor del vector H —O0.
v, @, 0: angulos de Euler.
me: masa del disco homogeneo.

p: pequefia masa perturbadora situada sobre el
eje i a una distancia § del centro O.

m ==m, + p: masa total.

(*) Indirizzo: Riego Nuiiez 747, Turdera F.C.R. (Argentina).
(**) Ricevuto il 25 aprile 1960
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(i: baricentro del disco no homogéneo.
ud . . .
e = distancia del centro O al baricentro 6.
n
A; B=A4; 0 =24: momentos principales de inercia del disco homogéneo

con respecto a los ejes i, j, k que pasan por O.

A; A 4+ pd®; € ==24 + ué*: momentos principales de inercia del disco
no homogéneo con respecto & los ejes i, j, k.

A; A + me (06— g); 24 + me (6 — &): momentos principales de inercia del
disco no homogéneo con respecto a los ejes paralelos a i, j, k que pasan por el
baricentro.

@: reaccion de vinculo del plano.

p; q; r: componentes, segin i, j, k, del invariante vectorial rotacién @
del disco. '

K = Api +[4 +me(6—e)]lqj + [24 - me (06— &)] rk: momento de la
cantidad de movimiento con respecto al baricentro.

¢: acel.racién de la gravedad.

Las ecuaciones del movimiento se obtienen a partir de las dos primeras
universales de la dindmica:

(1) —mg K + & =m @G,

de donde eliminando la reacién de vinculo @ se llega a la ecuacién vectorial
pura del movimiento:

(3) mH — GA (G + gK) = K,
a la cual hay que agregarle la condicién de vinculo anholénomo:
(3" G=QANG-H,

Veamos ahora el cdlculo de cada uno de los vectores que intervienen en (3):
La derivada absoluta con respecto al tiempo del vector K, es inmediata:

4) K,=Api-+[4d+me(d—e)]gij+[24+me@d—e)]rk+QAK,.
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Por atra parte, de la fig.:

(5)

y ademas:

6) H—GAGXi=
() H-—GAGXj=
8) H—GAGXk=
(9) H—GAKxi=

(10) H—GA Kxj=

(11) H— GA Kxk=

— (aseng -+~ g)—acosp 0

él ég

—(aseng + e)—acosp 0
& & G
P— - o

—(aseng + g)—acosp 0
G G G

0 0 1
—(aseng +g)—acosp 0
sengsen 0 sen 0 cosgcosf
1 0 0
—{(asengp +¢&)—acosp O
senpsenf senlcosgecosd
0 1 0
— (aseng -+ g)—acosgp 0

sengsen § sen 0 cospcosl

0 0 1

1§
T
puid

H_ G=aj,—ei=—a (senpitcospj)—ei=-— (asenp-+e)i—acosepj,

= —a cos @ Gs,

= (aseng + &) G,

= —(asenq -+ &) Gy-+

-+ a cos @ Gy,

= -— g cos p cos 0,

== cos 0 (¢ sen¢ + &),

—=—sen 0 cosp(aseng+

+e&)+acospsenfsenp.
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En lasg tres ultimas formulas (), (10), (11) se ha tenido en cuenta la expresién
del versor K segn la terna relativa i, j, k:

(12) K =senlOsengi-+senlcospj -+ cosOk.

Per otra parte se tiene:
(13) OQNK, = p q 7 = (qKy—rH;) i+

+ (7’1{'01 — pKG,)j -+ (pKG’_._ (II(GI) k ’

de manera que si multiplicamos escalarmente la ecuacion (3) respectivamente

por los versores i, j, k y tenemos en cuente las fémulas (4), (6), (7), (8), (9),
(10), (11), (13) se obtienen las tres ecuaciones escalares diferenciales del segundo
orden del movimiento:
(14) Ap + @ [24 + me(6— &) — A — me(S — )] = — ma cos @ (G + g cos 6),
(15) [4 +me(d—e)]g +
4+ pr[A—24—me(6—&)] =m[(aseng + &)][G; + g cos 0],

(16) [24 + me (0—e)]+ + pg[4A + me(d—e)— A} =

=mecosg (G, a + gasenpsen ) —m (aseng + &) (G, + g sen 0 cos ¢)
que simplificadas quedan:
(14") Ap + grd =— ma cos g (G5 + g vos 0),
(189 [4 + me (0~ e)] g— pr[4d +me(0—¢)] =

=m (aseng + &) (Gy -+ g cos §),

16" [24 + me (6— )] r + pg[me (60— )] =

= m cos ¢ (a6, — sg sen 0) — m (a seng + &) @, .
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Con la introduccidén de nuevas variables p, y ¢, dadas por:
p, =R X i =pcosp—gqgsenp =0,

17
=@ Xji=—(pseng + qcosp) =—ypsenl,

y sus derivadas combinadas:

P COS p— ¢ Seng :%(p cos ¢ — g seng) -+
-+ (pseng +qeosp) ¢ = Pr—@ g,
(18) ﬁsen<p+q'cos<p:%(psen<p+qcos¢)-
—(peosp—gsenglg =—G—ne

@ =r— poosf =71 +qetgl,

se pueden simplificar las (14') y (15’) como indica el Dr. AGoSTINELLI; multi-
plicando la primera por cos ¢; la seguanda por sen ¢ y restando y luego multi-
plicando la primera por sen g, la segunda por cos ¢ y sumando, con lo que se
obtiene:

(19) 4 (p. 4 gr) cosp—[4 + me (8 — &)] (¢ senp— pr seng) =

= — maG; — Gy me sen g — mga cos § — mg e sen ¢ cos 0,

(20) AP +qryseng - [A -+ me (06— &)] (g— pr) cosp =

= me c0s pGy; + mgcos f £ cos .
Hay que efectuar ahora el cleulo de: ¢y = G X i; G, = G X j; Gy = G X k:
. 1 .
(21) Gh=8xi=2(CGx)—C XA,

pero dado que G = QA G— H (férmula 3');
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la (21) queda:

| P q 7
(22) élz%ﬁs+asenq) a cos ¢ O%—Q/\G——H_X.Q/\i—_—
| i
1 0 0]
‘ P q rio i j k ; ik
é o ‘
a . ~ |
:a_ffafasen(p @ COS ¢ Of:—~§ P q 2 ixip g r =
: ' o L
: | i H i
| 1 0 0  &-+asenp acosp 0 |1 0 0
1
:—-a%—t(rcow)——')'z(s—‘ra,sen(p)+aqp1——q28.

En la férmula (22) se han tenido en cuenta las transformaciones (18).
Asimismo se calenlan (y; Go:

p ¢ 7 i j K|
. d i ! ;
(23) Go= 5 & Taseng acosp 0 — P ¢ 7 X
; L |
: L |
| 0 1 01 & taseng acosgp 0|
i j k|
* d dr
XIP 4 7 =ag (rseng) —17acosg — ppia+gpe + e,
!
0 1 0|
74 g 7] i i j k{
(24) éazgia—%asenq) acosp 0 «i P q rix
0 0 1! !s—'rasen(p @ cos @ Og
i j Ok

|
% =a(p—qr)—e(@—pr).

X
3
=

=

0 0 1
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Con los calculos (22), (23), (24), las ecuaciones del movimiento (19) (20) ¥y
(16") toman la forma siguiente:

(25) A [py— q 21 -+ g, etg 0)] -- mga cos 0 + ma* (py— u7) =
= em{ (0 — &) (g sen@— prseng)—gsen 0 senq -+ a (q— pr) —
—aseng (p— 1) + eseng (¢—pr) },
(26) — A[q+p. (20 + ¢ ctg 0)] ::ma{g cos 0 cos ¢ — (0 — &) (q— pr) cos g+
L acos g (Py— qu 1) — £ COS P (§—Pr) |,
. d d
(27) 247 4+ ma?cos @ (rseng) - ma’ sen ¢ - (r sen ) — m a* COS @ Py ¢ —
— m a* pp, sen ¢ = me{— (6 — &) ( + pg) — ag® cos p — gsen f cosp —
) d .
— asengr-—a sengpg—a (v sen ) + @ pp,— gpe— &7 }.

Estos ecuaciones son mas exactas que las del Dr. AGOSTINELLI, en el sentido
que no se desprecia en ellas el cuadrado de e.

Si el disco es homogéneo, volvemos a encontrar sustancialmente la ecuaciones
de APPELL:

(28) A [p1 — qy (27 + gq cbg 0)] - my ga cos O + my a(py— qu7) =0,
(29) G -+ P (2 + quotg ) =0,

(30) 247 + moatpy g + Mo @t = 0.

Si despreciamos el cuadrado de ¢ 7 tenemos en cuenta que C == 24 = 2B;
de las (25), (26), (27) se obtiene:

(31) (A -+ ma?) p,— (C + ma?) rq; — Ag; egt 6 + mga cos 0 =

-~ me{ Sseng (—pr)—gcos O seng + a (g —pr)—aseng (p,— @ 7) },
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(32) Agq + (Or + Agy ctg 0) py =

= —me{ g €os 0 cosp— 0 (§— pr) cosp + acosp (P, — ¢ r}

+ gsen 0 cosp - ar - arsenp - art cos g - aig, cos p ctg 0 — app, }

2. — Rotacion con el baricentro en la parte superior.

Una solucidn estacionaria del sistema no perturbado (28), (29), (30) consiste
en una rotacion a lo largo de un eie vertical tal que se tiene inmediatamente:

0o = 7/2, 9 =, = const., @, = /2, sen O, =1, cos O, = 0,
(34) B
seng, =1, cosg, = 0, b = 0, 9;0 =0, g =— "/.)o: To = 0, Py =0,

Perturbando esta solucién en base a la 1o homogeneidad y eliminando in-
finitésimos de orden superior al primero en &, se tiene:

Py =P + & =§ 6{1-‘;Q10+77::*“1/}o+7?5 r =7, + { =

0=n/2 +1, ¢g=mn/2 +0, senf =cost=1, cosb=—7,
(35) ‘
cosp >~ —og, Senpz=1l, ctgh =1,

P = p1COSQ-—qSeng o go—1, =-—PSeRP— s COS @ = — £ + o -
La introduccién de estas variables en (31), (32), (33), conducen al signiente
sistema de ecuaciones a las variaciones del primer orden del movimiento pertur-
" bado:
(36) (4 -+ ma?) & + (0 + ma?) Ly, + Avy?— mgar =
:me{é(—é -+ &7/}0) +a(—§ + C;‘Tl}o)“—a'é}y

(37) An =0,

(38) (C + ma?) {—ma? £y =—me{ 0 + 2af}.
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De la (37), suponiendo que las condiciones iniciales sean n, = 0; sale
n =0 (39).

De las (17) y (18) se obtienen las siguientes relaciones entre las perturba
ciones &; ©; & o:

(40) , E=1 0o=10_+T9.

Por otra parte, derivando con respecto al tiempo la (38), se obtiene:

. O+ ma® 4 med + 2ame

(41) §=¢ ;

Mma 1,

mientras que de la misma (38) y de la primera de las (40) sale:

O matmed 4 Sane

2 T = .
(42) Mmaz w, !

que integrada, suponiendo v, = {; = 0 permite calcular:

C - ma® - med -+ 2ame

ma?

(43) T =

Le introducecién de las (40), (41), y (43) en {36) nos permite hallar una ecua-
cién resolvente en la tdnica vaciable {:

o (C 4+ ma? 4 med + 2mea) (A + ma? 4+ med -+ 2mas)

¢

T
ma? g,

(C + ma? + med 4 2ame) (4 92— mga)

(44) + C[(G’ + ma2) gy +

Mmaz g,

B 1}}0 (med + mea) (1 . ¢ - ma® - rm:sé + 2ame>} —0.
ma=
La (44) es una ecuacién diferencial lineal del segundo orden del tipo:

(45) D, tE+D =0,
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Dado que D,, es siempre positivo, para que haya estabilidad, esdecir para
que las raices de la ecuacidon caracteristica sean imaginarias puras, es sufi
ciente con que ;>0 o sea:

(C 4+ ma® - med -+~ 2ame

) (A o — mga) >

(46) (C -+ ma?) g, +

mad

C 4 ma? -4 med - 2ame
i N

> me (8 + a) |1 +

ma?

Que con la eliminacién de los términos que contiene & conduce a la siguiente
desigualdad:

g/e (C + ma® -+ med -~ 2ame)

°2
>
(41) T e T e
C+ma? + — 4 4 4 — 4 — — —= — — — 2med — 2mea
ma® a* a a? a
moa® . mg et

8i el disco es homogéneo y se recuerda que 4 =B= , C= 5 Se obtiene:

4

' ., 4
(48) Po> gl

Es interesante sefialar que las condiciones (47)- (48) son mucho menos re-
strictivas qua las que se obtienen para un disco que se apoya sobre un plano
perfectamente liso, en este wltimo caso, se llega para el disco homogeneo, a la
siguiente desigualdad: (*)

(49) vy > dgla.

Que comparada con la {48) pone en evidencia el rol importante que tienen
los vinculos de anholonomia en los problemas de estabilidad.

(*) VeasE, «Ciencia y Técnica » vol. 119 n. 601, Julio 1952, p. 9.
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3. — Rotacion alrededor de un eje horizontal de direccion invariable.

Las ecuaciones del movimiento no perturbado (28), (29), (30) admiten la so-
lucién:

o = m/2, 7/'):0; 90307 Pro =0, @0 =0, 7o = (}'}o’ P = @ot,

que consiste en una rotacién de médulo y direccién horizontal constante, man-
teniéndose el plano del disco en posicién vertical.

Perturbando esta solucién, tal como hemos hecho en el capitulo anterior,
se tiene:

Pt g s st

COS @ o2 COS Pt — o 86N Qo B, ¥ = @ + {, 0 =z/2 + 1,

cos=—rt, senfc=l, p,=¢& q=mn D=0,

Pp=0, ¢p=0, Pqg==20, ¢qg=0.

Reemplazando en las ecuaciones (31), (32), (33) queda:
(51) (A + ma?) E—(C -+ ma?) g, — mgar = me{— dsen gy ¢ (Esen ¢yt +
+ 7 cos Pot) —a (Esen Gt + 7, cos pt)—afseng,t },

(62) An + CE@, = —me{ 8(E sengot + 7 €S @, 1) COS Po ¢ + afcosgt}
(83) (C ~ma?) & =—me{df +gecospt +al +a lseng,t + a@icospt}

La (53) es una ecuacién en la sola variable ¢, de donde se obtiene:

me cos gy t (g -+ agl)
0 - ma® + med -+ mea + measen gt

(54) t =
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y con una integracién; { = { (1); que da la variacién de la rotacién propria r;
mienfras que de (51) y (52) se Illega a estas otras dos:

(51') &[4 + ma® - me & sen® @, ¢ -+ 2mea sen @ot]—go 7 (C + ma®) —
— magr -+ 7 [med sen ¢, t cos o t -~ mea cos ¢, 1)] = 0,
(52') n[A + med cos® @y t]-+C0po £+ £ [med sen ¢, ¢ cos gy ¢ -+ mea o8 @y )] =0 .

Por otra parte, se tiene & = 7 (55) que introducida en (51") ¥ (B2’) permite
plantear un sistema diferencial en 7 y 5 con coeficientes variables.

(56) 7 [A 4 ma* + medsenqyt + 2mea sen gy t]—n ¢ (€ + ma?) — magr +
77 [med sen gyt cos ¢y ¢+ mea cos ¢ 1] =0,
(87) 7 [A+ med cos* g 1)] + T0py + 7 [med sen gy ¢ co8 gy ¢ + mea cos g, ] =0.

Derivando ambas ecuaciones con respecto al tiempo, eliminando de la (57)
la variable 5 y sus derivadas primera y segunda y volviendo a la variable £ se
obtiene una tnica ecuacién diferencial homogénea de segundo érden en & a
coeficientes variables A4 (1); B (t); O (¢) dados por:

AQ@) =fa(hfa—12) ,
(68) B (1) :fl fi +fa fs‘}.?o ma? +f§ }3—2f2f2fa;
C () = Cf, (}'50 (C 4 ma?)— magf; + 0¢o fa }}3‘“ 07.‘2 fs 030,

donde:

fi = A + ma® + me sen g, t (6 sen ¢, t + 2a),
(59) , fo=mecos @yt (dseng,t + a),

fs = A - med cos® g, 1 .
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Ahora bien, para que las curvas integrales de la ecuacién: 4 (t) & + B () £ +

.
@ an?

: sea mayor
A )

que cero (*); pero dado que A (t), por las (58) y (59), se conserva siempre po-
sitivo, basta con que sea C () > 0 o bien, de acuerdo a la dltima de las (58):

-0 () £ = 0 tengan caracter oscilante, es necesario que
) q

(60) @0 Cfs (C + ma2) — magfs + O fo fo— Cfs fa e >0,

que simplificada, teniendo en cuanta las (59) da:

mag (4 -+ med cos? @g 1)2

(61) Po >

A !

con,
(62) A = Of, (C + ma?) — Cf, 2med cos @, ¢ sen go t —
— Of, [med cos? gy t — me sen g, 10 sen g, t + )],

derivendo con respecto al tiempo el segundo miembro de la (61) e igualando
a cero, se ve facilmente que el maximo se obtiene para cos g, ¢ = 0 sen @ot=—1
luego g, debe superar el valor critico:

(4 4+ med cos®pyt)? O mag.d
4 Pot=

(63) e - T 4+ Oma® + COmed — Came

La condicidon (61) es necesaria, pero no podemos afirmar que sea suficiente
para asegurar la estabilidad del movimiento. Para un estudio profundo de las
condiciones suficientes de la estabilidad, habria que recurrir a los teoremas de
comparacién de Sturm pero su aplicacién en este caso resulta harto complicada.

Una vez calculado el movimiento perturbado, es necesario recurrir a la f6r-
mula (1) y proceder a la obtencién del valor de la reaccién de vinculo @; de-
scompuesta esta en una fuerza vertical @, y en una horizontal @, debe cumplirse
@, < )P, (con ) coeficiente de frotamiento dindmico) para que quede asegu-
rada la condicion de rodar sin resbalar. La misma limitacién rige para el caso
tratado en el eapitulo 2.

(*) F. Tricomi, Bquazioni differenzicli, G. Einaudi (1948) p. 116.
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Summary.

In edition N. 638 of « Ciencia y T'écnica » magazine we published a letter of Dr. . Ago-
stinelli which refers lo the movement equations of a non homogeneous discus; in this work we
will state a few stationary solutions together with stability conditions. We study the problem
again extensively and in more detail to illustrate some transformations wich indoubtedly
cannot be easely presented in concise letter form. As much as possible we have adopted the
same notations.
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