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GIANFRANCO PANELLA (%)

Le collineazioni nei piani di Marshall Hall. (*)

Scopo del presente lavoro & lo studio del gruppo delle collineazioni di un
piano di HArL = (K, p, ¢) relativo al quasicorpo di HALL J (I, p, g) costruito
‘o partire da un campo K e dal polinomio #?—px-— ¢ con coefficienti in K e
irriducibile su K. D. R. Hucuss (1) {1] ha, recentemente, stabilito alcuni ri-
sultati relativi a questo argomento: riprendo la discussione per mostrare che,
anche nel caso di un piano finito, il gruppo di collineazioni di = (K, p, ¢q) deter-
minato da HUGHES nou sempre esaurisce il gruppo di collineazioni spettante
al piano; inoltre, estendo Vindagine a quei piani di HaLL che sono costruiti a
partire da un campo K infinito ma non isomorfo a un suo sottocampo proprio.

Inizio Pesposizione (n. 1) richiamando alcuni risultati di D. R. HUGHES e,
successivamente (n. 2), trasportandoli ad un modello del piano = (I, p, q)
introdotto in [2]; modifico, in relazione a tale modello, rispetto a quanto detto
in [2], solamente il simbolismo, per renderlo pilt adatto a una risoluzione snella
del problema che mi sono proposto.

Entrando nel vivo dell’argomento, determino (n. 8) un gruppo & di collinea-
zioni di un piano di HALL n (K, p, q) e provo, (n. 4), che se il campo K possiede
solamente automorfismi che lasciano fissi i suoi elementi p e ¢, il gruppo G
coincide col gruppo di collineazioni di = (K, p, ¢) determinato da D. R. HUGHES.

Proseguendo (n. 5), mostro con un esempio che, se esistono automorfismi
di K che non mantengono fissi gli elementi p e g, pud accadere che, oltre alle
collineazioni di = (K,p, q) appartenenti al gruppo delle collineazioni di tale piano

(*) Indirizzo: Istitnto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.
(**) Ricevuto il 1-9-1960.
(*) I numeri in neretto e tra parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia posta
al termine del lavoro. ’
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determinato da D. R. Hucuss, esistano in ¢ delle collineazioni che non appar-
tengono a quel gruppo. Concludo la discussione, (. 6), con la completa deter-
minazione del gruppo delle collineazioni del piano di HALL 7 (IT, p, q) relativo
a un campo K che abbia almeno quattro elementi e che non sia isomorfo ad
un suo sottocampo proprio: il risultato ottenuto & enunciato a chiusura del
lavoro.

1. — Seguendo lo schema tracciato nell’introduzione, inizio col riassumere
la definizione di piano di Hall e col ricordare i sottogruppi di collineazioni ad
esso spettanti, secondo quanto ¢ stabilito in [17.

A tal fine, definisco ([1]; p. 923) quasicorpo di Havr J (K, p, ¢) relativo a
un campo (corpo commutativo) K s+ GF (2) e al polinomio #*— px—q con
coefficienti in X e irriducibile sopra K, 'insieme che ha elementi del tipo la 4D
(@ e b sono elementi di K e A & simbolo; si considera la 4 b = J¢ 4 d se, e
solamente se, « = ¢ e b = d) quando in esso si operi con le seguenti regole di

Csomma: (e +b) (Ao +d) =A(a - ¢) - (b + )

e prodotto: (A0 + &) (Ae + d) = A (be) -+ (bd)
(Aa +b)(he +d) =4 (ad + pc—be) + bd— a1 ¢ (b2 —

—pb—q), (a 50).

Discende, facilmente, dalla precedente definizione che (K, p, q) possiede un
sottocampo, isomorfo al campo K, costituito dai suoi elementi del tipo 10 -+ a:
un elemento di questo tipo lo diremo, in seguito, e la dizione & esatta a meno
di un isomorfismo, elemento del campo K. Con tale convenzione avra 8enso,
ad es., la frase « prodotto di un elemento di K per un elemento di J (I, p, q) »:
essa stara a significare il prodotto di un elemento 20 - ¢ di J (K, p, q) per un
qualunque elemento di J (K, p, q).

Cid posto, si definisce piano di Harr {{1]; p. 922) inerente al quasicorpo
J (K, p, q) Vinsieme 7 (K, p, q) che ha per « punti» i simboli (z, ¥), (%) e (co)
e per rette i simboli [m, k], [oo, (K, 0)], L, (ove x, ¥, m, k sono elementi di
J (K, p, q) comunque scelti e co & un simbolo) quando, in 5 (X, p, ¢), le condi-
zioni di incidenza si definiscono alla seguente maniera:

(@, y) € [m, k] > mx -+ Y ==k,
(at) efm, k] <— @ =m,
(c0) ¢ [m, K],

(@, y) €|oo, (k, 0)] <=2 = k,
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(@) ¢ [oo, (K, 0)],

(c0) €[00, (k, 0)] comunque sia scelto k in J (K, p, q),
(CB, :l/) ¢ Loa 1

(#)e L, comunque sia scelto » in J (K, p, g),

(c0)e L, .

Ricordo, ancora, che una collineazione del piano = (K, p, q) & una corri-
spondenza biunivoca tra i suoi punti, biunivoca tra le sue rette, che muta
punti appartenenti a una retta di = (X, p, ¢) in punti appartenenti alla retta
corrispondente di quella, e¢ viceversa. D. R. HueHes ([1]; pp. 924-925) ha sta-
bilito Vesistenza dei seguenti insiemi di collineazioni del piano = (K, p, ¢):

(1.1) Gruppo delle traslazioni.

Per ogni scelta degli elementi a, b di J (K, p, ¢), si definisce una traslazione
_di w (K, p, q) ponendo:

(%, ¥y)—> (@ +a, y +b) [m, k] [m, & -4 ma 4- D]

(@) = (2) [Oo: (%, 0)] g [oo, k + a, O)]
(c0) = (o0) L, L.

(1.2) Gruppo degli automorfismi.

Detto o un automorfismo di K per il quale & (p) = p e « {g) = g, si definisce «
su J (K, p, ¢) ponendo o« (v +y) = da (@) +a(y)[Ae +yed (K, p, q)].
L’automorfismo di = (K, p, ¢) inerente all’automorfismo « di K ¢ la collinea-
zione di & (K, p, q) definita nel seguente modo:

@ ) (@), «(@)  [my K-> [0 (m), o (k)]
(@) = (« (2)) [oo, (ky 0)] = [oo, (a (%), 0)]
(c0) = (o0) L,— L.

(1.3) Gruppo delle omotetie.

Se @ & un elemento di K diverso da zero, 'omotetia di s (K, P, q) relativa
all’elemento « di K & la collineazione di = (K, p, ¢) definita da:

(@, ¥) — (@a, ya) [771,, 7"]"‘* [mi ka’]
() = (@) [Oo, (%, O)]—-> [oo, (ka, 0:]

(c0) = (o0) L,—~ L,.
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(1.4) Gruppo degli auiotopismi.

Detti «, b, ¢, d quattro elementi di K per i guali ad — be 5= 0, si definisce la
rappresentazione 8 =8 (a, b, ¢, d) di J (K, p, ¢) sopra se stesso ponendo
S (Jx +y) = L(ax -+ by) + (cv +dy) [Ae +yed (K, p, ¢)]. Detto s Uele
mento di J (K, p, g) che si rappresenta, mediante la S, nell’unita di J (X, p, q),
Vautotopismo di 7z (I, p, ¢) definito da S & la collineazione di = (XK, p, q) che
si stahilisce mediante le corrispondenze:

(@ 9) > (S @), S@)  [m K-S ms), 8 (k)]
() = (8 (5)) [o0, (k, 0)] = [0, (S (K), 0)]
(00) = (co) I, —~1I,.

(1.5) Gruppo lineare.

Detti @ e b due elementi di K non entrambi nulli, la trasformazione del
gruppo lineare del plano s (K, p, ¢) definita daa eb & la collineazione din (K; p,¢)
che si stabilisce mediante le corrispondenze:

(@, y)— ((pa + b) & + ay, qaz -+ b@);

(#) — (@), se & non & in XK

(@) ~ (— (@b — ga) (xa — pa —b)~1), se # & in K e wa = pa -+ b;

p + ba=1) — (o0}, se a 7= 0;

(00) = (—ba™1), se a % 0;

(c0) = (00), 86 @ = 0;

[m, k]— [m, mka + bk], se m non appartiene a I;

[m, k]— [— (mb— gaf (ma — pa—b)=2, —k (b2 + pab — ga?) (ma — pa —
—b)y1], se m appartiene a Il e se ma = pa + b;

[p -+ ba~t, k]~ [oo, (ka, 0)], se a 5% 0;

[co, (B, 0)]— [— ba~1, —ka~* (b* + pab— qa®)], se a # 0;

[oo, (B, 0)]— [oo, (Kb, 0)], se a :O;k

L, — L.
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(1.8) Inwoluzione O.

It 1a collinezazione del piano 7 (K, p, ¢) definita da:
@ 1) (=, po +9)  [my K> [—m +p, &
(@) > (—z -+ ) [o0; (R, 0)] = [o0; (—F, 0)]

(00) = (o0) L, —~ L, .

Si consideri, ora, il gruppo delle collineazioni di = (K, p, ¢) generato dal
gruppo lineare e dalla collineazione §: diremo tale gruppo di collineazioni gruppo
lineare completo di collineazioni di n (K, p, ¢).

Sia, infine, H il gruppo delle collineazioni di = (X, p, ¢) che ha come elementi
quelle collineazioni di n (K, p, ¢) che si possono ottenere come successiva ap-
plicazione di tre collineazioni di = (X, p, ¢) scelte, rispettivamente, nel gruppo
degli autotopismi, nel gruppo lineare completo e nel gruppo delle traslazioni:
il gruppo di collineazioni H si dird gruppo di HueHES associato a n (K, p, q) .
Diremo, inoltre, gruppo generale di HucHES associato a 7z (K, p, ¢), e lo indiche-
remo con H', il gruppo di collineazioni di 7 (X, p, ¢) costituito dalle sue collinea-
zioni che 8i possono ottenere come prodotto di un automorfismo del piano per
una collineazione del gruppo di HuUGHES associato al piano.

2. — Riassunti, nel numero precedente, alcuni risultati e alcune definizioni
date in [1], interpreto, in questo numero, quei risultati sul modello di piano di
HALL studiato in [2] (pp. 173-174).

Pertanto, indico con K un campo, non isomorfo 2l campo fondamentale di
ordine due, tale che esista un polinomio #2— por— ¢, con coefficienti in X,
irriducibile sopra K. Detto §; (K) lo spazio lineare affine, di dimensione quattro,
sopra il campo K, siano (@, 2., ¥, ¥») le coordinate affini di un punto di 8, (K)
rigpetto ad un riferimento affine prefissato, e siano X e Y le matrici

.X — ({m)’ Y :('.’/1> .
Xy Ya

Il piano affine di Hatn =’ (K, p, ¢), di traslazione sopra il quasicorpo di
Hary J (K, p, ¢) costruito a partire dal campo K e dal polinomio #* — pz — g,
si pud pensare ([2]; pp. 173-174) come insieme che ha per « punti» i punti
(propri) dello S, (K), quando in esso si dicano «rette » i piani di S, (K) rappre-
sentabili con equazioni del tipo

(2.3) aX +bY =T, 2.2) MX +Y =T,
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ove a, b sono elementi di X non contemporaneamente nulli, I" ¢ una qualunque
matrice a due righe e a una colonna con elementi in K, M (?) ¢ una qualunque
matrice quadrata del secondo ordine, con elementi in I, avente come traccia — p
e come determinante — ¢: tr. M == - p, det. M =— ¢; le condizioni di incidenza
punto-retta in =’ (K, p, ¢) risultando definite dalle condizioni di incidenza
punto-piano in S, (K) (3).

Sia, inoltre, S, (K) lo spazio improprio di 8, (X); I’insieme dei piani (2.1)
e (2.2) di 8; (K) definisce, in S, (K), al variare di @, b e M, una congruenza di
rette rappresentabili con equazioni del tipo

(2.3) aX + Y = (0), (2.4)  MX -+ Y = (0)

ove (0) ¢ la matrice nulla a due righe e una colonna e (z,, ., ¥;, %,) & un punto
di S; () rappresentato mediante coordinate proiettive (omogenee). Le rette
(2.4) sono tutte incidenti le rette (distinte se il polinomio #?—px — ¢ & separa-

bile su-H) ,

(2.5) a; X — Y = (0), (@f—a;p—q=0; 1=1, 2),

appartenenti allo S, (K'), ove K’ indica il campo estensione algebrica di K
mediante il polinomio z*—pz— ¢; le rette (2.3) descrivono la quadrica @ di
equazione X_, U’ Y = (0)*1, ove U’ & una matrice quadrata del secondo or-
dine emisimmetrica e non nulla con elementi in K e (0)** & la matrice nulla
del primo ordine: la quadrica @, nello §; (K') contiene le rette (2.5), le quali
appartengono a quel suo regolo cui appartengono le rette (2.3). Poiché due rette
parallele del piano affine di HATL relativo al quasicorpo J(X, p, g) sono rappre-
sentate da due piani paralleli di S, (K), si pud passare dal modello affine
7’ (K, p, q) del piano di HALL al suo modello proiettivo n (K, p, ¢) introducendo
come «punti impropri» di esso le rette (2.3) e (2.4): tali rette sono le immagini
dei punti che da HucHES sono indicati con i simboli (x) e (co).

(®) 11 prodotto tra matrici, ora e nel seguito, va eseguito righe per colonne.

(*) Si noti che, percid, tra questa trattazione e quella dovuta a D. R. HugHES vi &
differenza nella definizione di appartenenza retta-punto; con questa definizione, seguendo
il simbolismo di Hucnuzs, il punto (x, y) appartiene alla retta [m, k] se, e solamente se,
y = mx - k: tale differenza & solamente formale. Nel riscrivere gli insiemi di collinea-
zioni che generano il gruppo di collineazioni di HugHES di un piano di HaLL si deve,
perd, tener conto della nuova definizione di incidenza. Si tenga anche presente che in [2]
il termine « automorfismo » di un piano & usato come sinonimo di « collineazione ».
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Gli insiemi di collineazioni del piano di HALL & (K, 9, ¢) rvichiamati al n. 1,
si riflettono, nel modello di quel piano dato precedentemente in S, (), in
insiemi di trasformazioni che sono insiemi di collineazioni affini () di S, (K).
Si verifica facilmente (°) che si ottengono i seguenti insiemi di collineazioni:

(2.6) Gruppo delle traslazioni.

Se I'e A sono due qualunque matrici a due righe e a una colonna con ele-
menti in K, la traslazione di = (K, p, ¢), associata a I" e 4, & la traslazione di
S, (K) di equazioni

X =X+ T, Y =Y +4.

(2.7) Gruppo degli automorfismi.

Detto & un autmorfismo di K per il quale o (p) =p e « (g) = q, indicate
con o (X) e & (Y) le matrici che hanno per elementi i trasformati, mediante e,
degli elementi delle matrici X e ¥ rispettivamente, ’automorfismo di = (K, p, q),
relativo a «, & la collineazione affine di 8, (K) rappresentata dalle equazioni

X! = o (X), Y =a(Y).

(2.8) Gruppo degli autotopismi.

Se A & una matrice quadrata del secondo ordine, non degenere, con ele-
menti in K, I’auntotopismo di = (X, p, ¢), relativo ad 4, & omografia affine di
S, (K) di equazioni

X' = AX, Y =AY.

(2.9) Gruppo lineare.

Se @ e b sono due elementi di K non entrambi nulli, la collineazione del
gruppo lineare di = (X, p, ¢), associata ad a e b, & omografia affine di §, (K)
di equazioni

X =(—pa)X +a¥, Y =gqaX 4 bY.
(4) Per le locuzioni e le proprietd relative alla geometria proiettiva di uno spazio

lineare si rimanda al trattato [3].
() Tenendo presente la nota (3).
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(2.10) Involuzione 9.

E I’omografia affine di 8, (K) di equazioni
X' =X, Y =—pX + T.

Si noti che, se ci si limita a considerare le trasformazioni del gruppo (2.8)
definite da matrici 4 = U (ove 7 & un elemento di K diverso dallo zero e U
é la matrice identica), si ottiene un sottogruppo, del gruppo (2.8), che non dif-
ferisce dal gruppo delle omotetie, con centro (0, 0, 0, 0), di S, (K): tale gruppo
¢ sottogruppo anche del gruppo (2.9), ottenendosi quando si considerano quelle
trasformazioni di (2.9) per le quali @ =0 .

3. — Posso, ora, iniziare lo studio del gruppo delle collineazioni spettante a
un piano di Hall = (K, p, ¢). A tal fine osservo che, adottato per = (K, p, ¢) il

modello introdotto al n. 2, ogni collineazione di S (K) che, nel suo §; (K) im-

~ proprio, muta in se stesso ciascun regolo della quadrica X_, U’ ¥ = (0) % o
muta in sé 'insieme delle rette (2.4), rappresenta una collineazione di n (K, p, q);
anzi ([2]; p. 179), se il campo K ha almeno quattro elementi e se non & isomorfo
ad un suo sottocampo proprio, ogni collineazione di = (K, p, q) si ottiene nel
modo detto.

Si verifica facilmente che una collineazione di §, (K) la quale, nello §; (K)
improprio di 8, (K), lascia fisso ciascun regolo della quadrica X_, U’ ¥ = (0)¥1,
si deve potere esprimere come successiva applicazione di quattro collineazioni
dei seguenti tipi:

(3.1) X' =g (X), Y =g (X);
(3.2) X' =aX +b7, Y =cX +4Y;
(3.3) X' = AX, Y = AY;

(3.4) X =X +T, Y =Y + 4;

essendo ¢ un automorfismo di K, a, b, ¢, d elementi di K per i quali risulta
ad—be # 0, A una matrice quadrata del secondo ordine, non degenere, con
elementi in K, I" e A matrici a due righe ¢ 2 una colonna con elementi in K.
Poiche le collineazioni (3.3) e (3.4) appartengono al gruppo di HUGHES associato
al piano # (K, p, q) (cfr. n. 2), se si desidera che la collineazione prodotto delle
quattro precedentemente scritte sia una collineazione di quel piano, bisogna
imporre che risulti tale la collineazione prodotto della (3.1) e della (3.2). Si
verifica facilmente che la (3.1) rappresenta una collineazione del piano di HALL
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7 (K, p, ¢) sul piano di HALL = (K, ¢ (p), ¢ (¢)): la (3.2), percid, dovra rappre-
sentare una eollineazione del piano = (K, ¢ (p), @ (¢)) sul piano = (I, p, ¢q).
A tale scopo, mantenendo la (3.2) fisso ciascun regolo della quadrica X, U" Y =
= (0)*1, bastera imporre ad essa di trasformare I'insieme delle rette ¢ (M) X +
4+ Y = (0) di 8, (K) nell’insieme delle rette MY -+ ¥ = (0). Osservato che,
applicando successivamente alla (3.2) una opportuna trasformazione del gruppo
lineare del piano = (K, p, ¢), si pud sempre supporre b = 0, la condizione prece-
dente si traduce nell’ugunaglianza a i’ -+ ¢U = dp (M) (ad 7 0), essendo M’ e
@ (M) due matrici quadrate del secondo ordine, con elementi in K, aventi, ri-
spettivamente, traccia — p e — g (p) e determinante — g e —g (g), e essendo U
la matrice identica del secondo ordine. Quest’ultima relazione si esplicita nelle
seguenti uguaglianze tra elementi di K

(3.5) 2e—pa =—e(p)d, ¢ +@lg)d?—pac—yga* =0 (ad 5%0)
4 P g

o Desistenza- di una collineazione del piano =z (K, p, ¢) che sia inerente ail’auto-
morfismo ¢ implica, percid, esistenza di tre elementi a, ¢, d di K (con ad # 0)
che verificano queste uguaglianze; un calcolo diretfo mostra che la risolu-
bilita in. K delle relazioni (3.5) ¢ anche sufficiente per esistenza di una. tale col-
lineazione. Percid:

Sia 7 (K, p, q) il piano di Hall relativo al quasicorpo di Hall J (K, p, q)
e sia @ un automorfismo del campo K. Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché
esasta una collineazione o (p) di S, (K), inerente all’ automorfismo ¢ di K, la quale
sia immagine di una collineazione di = (K, p, q), é che in K esistano tre elementi
a, ¢, d, con ad 0, che verificano le relazioni (3.5) .

Ricavando ¢ (pj e @ (¢) rispettivamente dalla prima e dalla seconda delle
(3.5), si giunge alla relazione

(3.6) @ (p* +4q) =12 (p* +4g)  (r =ad™Y),

e, se il campo K ha caratteristica diversa da due, la possibilith di ricavare r
dalla (3.6) equivale alla risolubilith, in I, del sistema (3.5). Infatti, se il sistema
(3 5) & risolubile in K e se a, ¢, d (ad 5= 0) & soluzione di esso, posto »= ad™?,
& verificata la (3.6); viceversa, se dalla (3.6) & possibile ricavare (e 75« 0 poiché
p* 4 4q 52 0), ponendo d =1, & =1r e ¢ = (pr— @ (p))/2, si ottiene una solu-
zione del sistema (3.5).

La precedente osservazione ci permette di verificare agevolmente che non
sempre il sistema (3.5) & risolubile in K: proverd cid con un esempio. A tal fine
assumo come campo K il campo R (»\/ 2), estensione algebrica del campo razio-
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nale mediante il polinomio #*— 2, e assumo come polinomio che mi definisce
un quasicorpo di HArn sopra il campo R (4/2) il polinomio #?— (1 = /2):
J (K, p,q) =J (R (4/2), 0, 1 +4/2). Indico con ¢ I'automorfismo di R (\/2)
che associs ad ogni suo elemento u -- 2 \/E (¢ ¢ v sono numeri razionali) Iele-
mento  @(u +v4/2) =u—v4/2:0 =p =g () e (L +4/2) =q£p(g) =
= (1-—4/2). Larelazione (3.6), la cui risolubilitd in B (1/2) equivale, nel nostro
caso, alla risolubilith del sistema (3.5), si scrive — /2 +1 =2 (1 +4/2):
essa non ¢, percid, risolubile in R (1/3) .
L’esempio svolto ci induce a stabilive la seguente proposizione:

Se il campo K ¢é finito, fissato un qualunque automorfismo di K ¢ un qua-
lungque polinomio x*— pm— q con coefficientt in K e irriducibile su K, & sempre
possibile determinare tre elementi di K, a, ¢, d, con ad = 0, che verifichino le re-
lazioni 2¢— pa + dp (p) =0, ¢® + @ (q) d*— pac —qa® =0 .

Infatti, se il campo K ha caratteristica diversa da due, il teorema ¢ di ve-
rifica. immediata. se ci si riferisce alla relazione (3.6): in tal caso. p? -+ 4q-e
@ (p* + 4¢) sono dei non quadrati in I e, quindi, ¢ (p* -+ 4¢) (p® -+ 4¢)~* & un
quadrato in K. Se, poi, il campo K ha caratteristica due, si ricordi che ogni
automorfismo non identico di K ¢ una corrispondeza di K sopra K del tipo
@ — x"? (essendo @ un qualunque elemento di K, w () =2t e ¢ =1, 2, ..,
h— 1 se 2* & Pordine di K); il sistema (3.5) diviene pa = p*® d, ¢* -+ g’ dr -

i~3
+pac-+qa*=0. Esso ammette la soluzione a=pwo-1, d=1, ¢=p"? 3 (gp~2)*?,
i=0
Se, inoltre, ¢ & "automorfismo identico di K il sistema (3.5) ammette la soluzione
¢6=0,a=d=1.

Si noti che, supposto il sistema (3.5) risolubile in K per un dato automor-
fismo ¢, oltre alla collineazione w(p) che si ottiene come prodotto della (3.1)
e della (3.2) quando si ponga nella (3.2) =0 e a, ¢, d siano soluzione delle (3.5),
spettano al piano di HALL m (K, p, ¢) le collineazioni H w (p) appartenenti alla
classe laterale della w(p) rispetto al gruppo di Hucnns H .

Si noti, infine, che se due collineazioni w (p) e ' (p) del piano di HALL
7 (K, p, q) sono inerenti a uno stesso automorfismo di K, esse differiscono per
una trasformazione del gruppo H, ossia sono elementi di una stessa classe late-
rale di H; cid discende dall’esistenza di una collineazione  di & (K, p, q) per la
quale risulta o’ (p) = ho (¢), se si tiene presente che %, poiche o’ (¢) e w {(®)
sono inerenti a uno stesso automorfismo ¢ di XK, deve essere inerente all’auto-
morfismo identico di K: percid h ¢ una collineazione del gruppo di HucHES
del piano z (K, p, ¢) . Da questa osservazione segue che due classi laterali di H,
Ho (p) ¢ Ho (¢'), relative a due collineazioni di x (X, p, ¢) inerenti agli auto-
morfismi ¢ e ¢’ di K, con ¢ diverso da ¢, sono prive di elementi comuni.
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4. — Prenderd ora in esame il caso di un piano di HALL = (K , P, q) costruito
a partire da un campo K ogni automorfismo ¢ del quale lascia fissi gli elementi
pegqg pp)=p ¢(g =q In tal caso, qualungue sia automorfismo @, il
sistema (3.5) ammette, in K, la soluzione ¢= 0, a = d =1, la collineazione (3.1)
appartiene al gruppo degli automorfismi del piano = (K, p, ¢) e la collineazione
(3.2) al gruppo lineare di quel piano: cid significa che per ogni automorfismo @ di
X, se I verifica I'ipotesi ammessa all’inizio del presente numero, esistono col-
lineazioni del piano 7 (K, p, ¢q) e che esse appartengono al gruppo di HUGHES
generale H'. In particolare, tenendo presenti i risultati stabiliti in [2] (p. 179},
posso affermare che vale il seguente

Teorema: Sia « (K, p, q) il pieno di HALL relativo al quasicorpo di HALL

J (K, p, q) costruito a partire da wn campo K, di ordine maggiore di tre ¢ non iso-

morfo a un suo sottocampo proprio, ¢ dal polinomio x* — pr — q avente coefficienti

in I ¢ irriducibile sopra K. Se ogni automorfismo @ di K lascia fissi gli elementi

P ¢ ¢, 0ssia se @ (p) =p ¢ ¢ (q) = q qualunque sia @, allora il gruppo delle colli-

“neazioni del piano 7 (I, p, q) coincide col gruppo generale di FUGHES associato
a tale piano.

5. — Per completare la discussione iniziata al n. 3 e proseguita al n. 4 & op-
portuno mostrare che, se si fa cadere I'ipotesi che per ogni automorfismo @ di
K risulti ¢ (p) = p e ¢ (¢) == ¢, il gruppo generale di HUGHES non sempre esai-
risee il gruppo delle collineazioni del piano di HALL (XK, P, q), anche nel caso
in cui il piano sia finito. Proverd c¢io con un esempio, riprendendo le notazioni
e le definizioni del n. 1.

Sia K un campo di GALoIs il cui ordine sia maggiore di un numero primo
(IC si suppone, cio¢, non isomorfo a un campo fondamentale) e la cui caratte-
ristica sia diversa da due; detto ¢ un automorfismo non identico di K, indico
con ¢ un elemento di K che sia un non quadrato in K e tale che ¢ (q) 5= ¢. Voglio
provare che il piano di HALL 7 (X, 0, q) possiede una collineazione ¢ che non
appartiene al gruppo generale di collineazioni di HueHES ad esso spettante.
Osservo, intanto, che I'automorfismo ¢ di K permette di definire un automor-
fismo ¢ sul gruppo addittivo del quasicorpo di Harw J (K, 0, ¢) che genera il
piano = (K, 0, ¢), mediante I’associazione z — g (x) [essendo # un elemento
di J (K, 0, q)] definita da ¢ () =Ap(c) +p(d)sez=21c¢ +d (¢, d sono ele-
menti di X). Cid premesso, indico con « (ed ¢ risulterd diverso da zero, da 1
e da—1) un elemento di I soluzione dell’equazione »? — g7 '@ (g) =0, equazione
che ¢ risolubile in K poiché ¢! e ¢ (¢) sono dei non quadrati in K. Si verifica
facilmente che in J (X, 0, ¢) vale la seguente regola di calcolo

(5.1) [a=tp (m)] [a @ (2)] =@ (mz)
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ove m ed 2 sono due qualunque elementi di J (XK, 0, ¢) e @ = 10 4 a & Vele-
mento di K gid definito, pensato come elemento di J (I(, 0, ¢). Dimostro che:

La corrispondenza C, tra punti e tra retie del piano z (I, 0, q), definita da

(@, y)—~ (ag (@),  ¥) S[m, k] = [atq (m), @ (k)]
5.2) (@)~ (et () (5.3) & [oo, (ky 0)]— [co, (a @ (k), 0)]
(OO) e (OO) N Leo e Lm

¢ una collineazione del piano = (I, 0, q) .

Le (5.2), infatti, stabiliscono una corrispondenza biunivoca tra i punti del
piano z(X, 0, ¢) e le (5.3) una corrispondenza biunivoca tra le sue rette. Cid
osservato, basterd dimostrare, poiché il piano (K, 0, ¢) ¢ finito, che le (5.2)
mutano i punti di una retta di = (X, 0, ¢) nei punti della retta associata a quella
mediante le (5.3). Cio si verifica a vista per i punti di L, . Considerati i punti
(k, y) [essendo k un elemento di J (I, 0, ¢) comunque fissato e ¥ un elemento
variabile in J(XK, 0, q)] e (co0), che appartengono alla retta [oo, (%, 0)], si verifica
che, mediante le (5.2), essi si trasformano nei punti (e (k), ¢ (¥)) e (co), i quali,
qualunque sia ¥, appartengono alla retta [oo, (¢ ¢ (k), 0) associata a [co, (%, 0)]
mediante le (5.3) . T punti della retta [m, k] sono i punti (z, ¥ — me) [ottenuti
al variare di # in J (K, 0, ¢)] e (m) i quali, mediante le (5.2) si trasformano nei
punti (¢ ¢ (@), ¢ (k) —@ (mx)) e (a~*¢ (m)) che devono appartenere alla retta
[a=t @ (m), ¢ (k)] associata alla [m, k] mediante le (5.3). Il punto (a~* ¢ (m))
appriiene a tale retta per definizione; appartenenza del punto (« ¢ (#), @ (k) —
— o (ma)) ad essa implica 'ugnaglianza [at ¢ (m)] [a ¢ @)] + @ (k) —p (mz) =
= ¢ (k) la quale, in virth della (5.1), risulta soddisfatta da ogni elemento di
J (K, 0, ¢).

Provo, ora, che

La collineazione € non appartienc al gruppo generale di HUGHES di col-
lineazioni del piano = (K, 0, q) .

Cid significa che la collineazione ¢ non si pud ottenere come successiva ap-
plicazione di quattro collineazioni del piano = (X, 0, q) scelte, rispettivamente,
nel gruppo degli automorfismi, nel gruppo degli autotopismi, nel gruppo lineare
completo e nel gruppo delle traslazioni di quel piano. Per dimostrare cio, si osservi
che il punto (1), il punto (— 1) e il punto (co) sono uniti per ogni automorfismo,
per ogni autotopismo e per ogni traslazione del piano s (K, 0, ¢), mentre ogni
trasformazione del gruppo lineare completo del piano = (X, 0, ¢) che lasei fisso
il punto (co) trasforma, necessariamente, in s¢ la coppia di punti (1) e (—1)
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(Ia verifica di cid ¢ immediata se si tengono presenti le relazioni che definiscono
il gruppo lineare completo, date al n. 1). Il teorema segue ossérvando che
Ia collineazione C lascia fisso (co) e trasforma (1) in (a~!), e ricordando che a
é diverso da 1 e da —1.

6. — Ci proponiamo, a chiusura del lavoro, di racchiudere in un enunciato
i risultati stabiliti nei numeri precedenti. Nel far cid, terremo presente il teo-
rema, relativo alle collineazioni di un piano di HAwrL, dimostrato in [2] (p. 179):
tale teorema assicura la possibilitd di esprimere ogni collineazione di un piano
di HALL, costruito su un campo K di ordine maggiore di tre e non isomorfo a
un suo sottocampo proprio, come collineazione di S, (K) che, mantenendo fissa
la quadrica X_, U’ Y = (0)vt dello §, (K) improprio di tale spazio, muta in
se stesso Uinsieme delle rette di S; (K) di equazioni M X -- Y = (0) . Enunce-
remo i risultati ottenuti riferendoci al modello del piano di HatL = (K, p, ¢)
ustrato al numero 2 di questo lavoro; non & faticoso, perd, riscrivere i risul-
tati, che abbiamo stabiliti, usando-il- simbolismo -del numero -1 (adottato-da
HucHES): bisogna, solamente, tener presente la nota (*) di pag. [6] e ricordare
come, al n. 2, si & infrodotta la rappresentazione di = (K, p, ¢) sopra lo
S, (). In conclusione, possiamo affermare che:

Sia 7 (K, p, q) un piano di HALL ¢ sia {(p} Vinsieme degli automorfismi
del campo I costituito da tutti e soli quegli automorfismi del campo per i quali
il sistema 2¢—pa -+ (p)d =c* + @ (q) d*— pac— qga* =0 ammelte solu-
zione a, ¢, d, con ad 5= 0, in K. L'insieme {(p} non ¢ vuocto poiché contiene al-
meno quegli automorfismi @ di K per cui @ (p) =p ¢ @ (q) =4 .

~ Detto ¢ un elemento di {@} siano a (p), ¢ (p) ¢ d(p), con a(p)d (@) # 0,
tre elementi di K che risolvono il sistema considerato: il gruppo di collincazioni di

7 (K, p, q) contiene il gruppo G = U Hw (¢), ove H é1il gruppo di HUGHES as-
¢ E{r}
sociato a 7 (I, p, q) e w (p) é la collineazione di 7 (K, p, q) di equazioni X' =

=a@)p(X), ¥ =cl(p)e(X)+d@) g(Y).

8e il campo K ha ordine maggiore di tre e non é isomorfo ad un suo sottocampo
proprio il piano di HALL (K, p, ¢) ha un gruppo di collineazioni che coincide
con G. Inolire, se il campo K é finito, Vinsieme {«p} coincide con Vinsieme degli
automorfismi di K; tale eventualité non si presenta di mecessita se il campo K
é infinito.
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Summary.

Let & be a field and 2* — pz — ¢ a quadratic polynomial irreducible over %.
A Hair-system J{k, p, ¢) (see [1]) is a VEB1EM-WEDDERBURN system constructed over the
field -k, -using a* — pa — ¢;-a-HaLL-plane-is-a-non-desarguesian-plane-constructed-using
S, p, Q).

In this paper I study the collineation groups of Harr-planes and I determine these
groups if k£ is not isomorphie with its subfield.



