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Luvici Tanzr CATTABIANCHI (%)

Una estensione

alla pluriderivazione della formula di Taylor. (*9

In un precedente lavoro (*) ho mostrato che, come la formula del valor
medio viene generalizzata dalla formula di TAYLOR, cosi la formula di CAUCHY
sulle derivate ha una generalizzazione parallela (che ho chiamato formula di
TAYLOR-CATCHY (2)).

Nel presente lavoro riprendo la formula di CAucHY per la pluriderivazione ¢)
(della quale mi sono occupato recentemente (*)) e mostro che tale formula ha
una generalizzazione, che chiamo formula diTaylor- Cauchy per la pluri-
derivazione, comprendente come caso particolare la sopra citata formula di
TAYLOR-CAUCHY per le funzioni di una variabile,

Per ragioni di brevita tratto il caso della biderivazione, ma risultery chia-
ramente che le considerazioni svolte valgono nel caso generale della pluri-
derivazione.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, Parma, Italia.
(**) Ricevuto il 10 maggic 1960,
(*) L. Taxzi Carrapiaxcul, La formula di Taylor-Cauchy, Riv. Mat. Univ.
Parma 7 (1956), 359-362.
(3) Cfr. loc. cit. in (1), formula (2).
(%) Sulla pluriderivazione vedasi:
A. MAMBRIANT, La pluriderivazione e wna classificazione delle equazioni differenziali,
Riv. Mat. Univ. Parma 6 (1955), 321-348.
(*) L. Tanzi Carraviaxcui, Una estensione alla pluriderivazione dei teoremi di
Rolle, del valor medio, di Cawchy, Riv. Mat. Univ. Parma 9 (1958).



100 L. TANZI CATTABIANCHI (2]

§ 1. - Risultati e osservazioni.

1.1. — Il biderivatore ausiliario © = %

lmyy

Riprendo la formula di Cavcny per la biderivazione (%)

1) f s ) — [ (, Yo) — [CD JRER ;’/)I

P —9@ny)) (Do Ny
dove
(2) D=9 =X (v y)—a—LY(m g/)—a—
= oy P » I By

& un dato biderivatore regolare (°) in un campo chiuso R (ad interno non vuoto)
del piano (z, y), Py = (%, %) ¢ P = (w, y) sono due punti di una stessa linea I’
caratteristica di © (%) e (£, %) ¢ un conveniente punto interno all’arco f)\oP
di I, . Osservo che il secondo membro di (1) pud seriversi

[{ Dy (2, y) }“1‘@ f (=, :'/)](_5,7,),

dove viene messo in evidenza il nuovo biderivatore

S}
Il
9|

3)

2
w

; - d . D
5{5399(50; 3/) }—I(E :A(ma ?/)’é; T 1(9’, y)@r
avendo posto

@) X@ 9 ={De@ N} X9, Y@ 1)={DeE N'Y@ 7).
Naturalmente, per la definizione di © occorre Iipotesi

(5) Do, y) #0.

(5) Cfr. loec. cit. in (%), formula (3).

(6) L. Taxzr CarraBiaxcui, Su le costanti pluriderivazionali ¢ su le variabili pluri-
derivazionali indipendenti, Riv. Mat. Univ. Parma 8 (1957), 215-221. Cfr., in partico-
lare, il n. 2.

(") Cfr. loc. eit. in (%), n. 2.
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La (1) puo essere quindi scritta nella forma

(6) f (@, y) =1 (@, Yo) + [5 f (, y)](s,q)' {9? (#, y) — @ (Tos Yo) }

Per il biderivatore ausiliario © che figura in (6) si deve tener presente che:
10) le lince caratieristiche di © coincidono con quelle di %, in quanto &,
per le (4),
Y (@, )X (2, 1) =T (2, 9)/ X (2, );

20y la funzione @ (x, y) ¢é una variabile biderivazionale indipendente ()
per D, & ciod

(7 Dy (w y) =1,

come segue subito da (3).
Dovendo nel seguito considerare

Bef, B, oy B,

conviene notare che per Vesistenza di D™ f basta che, oltre all’ipotesi (),
19) i coefficienti X e ¥ di © siano derivabili fino all’ordine m —1;

20y le funzioni f e ¢ siano derivabili fino all’ordine m.

1.2, — La formula di Taylor-Cauchy per la biderivazione.

Nel seguito chiamaremo ipotesi (J{) la seguente:
in R esistono Df, Df, ..., DS
Alla fine del n. precedente sono chiaramente indicate delle condizioni suf-
ficienti su X, ¥, f, ¢ affinché valga tale ipotesi ().

Teorema I. Dato un biderivatore © = X (z, y)-9/ca + Y (x, y)-0/0y
regolaye in un campo chiuso R (ad interno non vuoto) del piano (z, y) ¢ date
due funzioni | (m, y) ¢ @ (2, y) reali ed univoche in R, se vale Uipotesi (J) e se

(&) Cfr. loe. cit. in (8), n. 1.
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esistono continue nell’interno di R le derivate d’ordine n— 1 di X ¢ Y ¢ dordine n
di f e g,

allora, nell’interno di ogni arco di estremi Py=(w,, y,) ¢ P=(x, y) di una
linea I'y caratteristica di D, esiste sempre almeno un punto (&, 1) per il quale ¢

f @y, y) = [ (0, yo) + [5 f (2, ?/)]““m”o)' {97 (@, Y) — @ (w0, .7/0)} -+

) R—
®) + 57 (D @ Neyrg {0 @ 1) —@ @, p0) }2 + .o -
1 —
( -+ (n—1)1 [D (e, y)]‘”u,?’n)' {(p(a’a Y)—@ (@0, Yo) }"_1+ T(w, y),

dove D ¢ il biderivatore (3) e dove T, (2, ¥) ha Vespressione
9) To (@, y) =

1 — .
= a0 (D@, 9))ie,p {95 9)— @&, m) }2=o { @, ) — @la, o)

con s (reale) non nullo e tale che abbiano senso reale le potcnze{ o (x,y)—qp (&n) } n—s

e {9 @ )~ (@ y0) }.
Si dird che « ', (@, y) & il termine complementare della (8) ».

Osservazioni. I) Nei casi particolari s =n e s =1 la (9) diventa ri-

spettivamente

| R—
(10) Loty y) = = [D"F @ ). {5 9) —pla, 90) } 7,

(11) To(® y) =

1 .
= o=@ @ Dlen {@@ N — & n}-{e@ 9 —p @ w0}

(n —

Le espressioni (9), (10), (11) di 7, (@, ) corrispondono, rispettivamente,
al noti termini complementari della formula di TAYLOR, per le funzioni di una
variabile, nelle forme di ScELOMILCH, di LAGRANGE, di CAUCHY.
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II) La formula (8) nel caso particolare n = 1 e qualora si assuma il ter-
mine complementare nella forma (10) diventa la (6), ossia la formula di Caveny
per la biderivazione. Resta cosi giustificata la denominazione di formula di
Taylor-Cauchy per la biderivazione data alla (8).

IIT) La formula (8) nel caso particolare g(z,y) = (=, y)@ (®) generalizza il
teorema del valor medio per la biderivazione (**) e in tale forma ¢ l'analoga
della formula di TAYLOR per le funzioni di una variabile.

1.3 — Un’altra forma per il termine complementare.

Teorema IT. Se vale Uipotesi () (vedasi n. 1.2) e se inoltre nel punto
Py = (wy, yo) della linea Iy, caratieristica di D, esistono continue le derivate d’or-
dine n—1 di X e Y ¢ d’ordine n &i f ¢ g,

allore vale la formula di Taylor-Cauchy (8) per la biderivazione, col
termine complementare T, (x, y) nella forma

1 —
(12)  Ta(@ y) = —{[D"f @ Pls,np + €2, 9) } {o @ 1) —¢ @0, )}

dove lim  ¢(m, y) =0 ().
(@, 9) — (1g, V)
I

Osservazioni. I) L’espressione (12) di 7', (@, ¥) corrisponde al termine
complementare della formula di TAYLOR, per le funzioni di una variabile, nella
forma di PrAxo. ‘

IT) La formula (8) nel caso particolare in cui le funzioni f e ¢ siano funzioni
della sola # e % si riduca a D, = d/d = (allova ¢ :{(p’ (@) }*1 D,) diventa
la formula di TAvror-CAucHY ricordata nelle prime righe della presente Nota
[vedasi loc. cit. in (2), dove © =D_].

) Con (, ;1/)33 intendiamo una qualsiasi variabile ©-biderivazionale. Cfr. loe. cit.
in (%), n. 1.

(1) Cfr. loe. eit. in (4), n. 1.

(1) Con (z, y) »1? (%, Yo) si intende che il punto (x, y) tende, muovendosi su Iy, al
punto (z,, ¥o)- ’
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§ 2. - Dimostrazioni.

2.1. — Dimostrazione del Teorema 1.

Consideriamo la funzione ausiliaria ¢ (%, v), con (u, v) € R,
90, ) =1 e, P —F 1, 0)—Df (1, ) {p (@ y)—p @ ) }—

1
—“5‘1327’(“’7 @){‘79(777 Y)—q@ (U, v } e

1 _
— %_('n Y D1 (1, v)- {‘P (2, ¥) @ (#, v) } mt—
— (2, 9){ @ (@, y)—q (u, ) }*

(dove qui ¢ @ = §u,v), ottenuta facendo la differenza dei due membri di (8),
dando poi al termine complementare la forma

(13) Ty ) = a2y 1) {0 (@ ¥)— (@, 1)},

¢ infine sostituendo (z, #,) con (u, v).
Questa funzione g (u, v) &, per le ipotesi, continua in tutto R, differenziabile
nell'interno di R, ed inoltre si ha

g (@, o) == 0, gz y) =0;

valgono cioé per la g (u, v) le ipotesi del teorema di ROLLE per la biderivazione (12)

(con hiderivatore D=9, ,) e pertanto esisterd nell'interno dell'arco P,P di I,
almeno un punto (£, #) in cui &

(14) I:5 g (’ll«, @)](Syq): O .
Tenendo presente (7 ),' risulta facilmente

1

Dy (U, v) = — o — 1

D (uy v) L (@ y)— (u, v) } =t &

-+ 8¢, (2, ¥) {(P (@, ¥) — @ (%, v) }8—1?

() Cfr. loc. cit. in (%), n. 1.
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e quindi la (14) diventa

1 —
CEEETY (D] (uy ©) ],y {‘P () —@ (& n) }"'1 -+

8 (2, ) { @ (@ ) —@ (& p) ot =0,

da cui

! N {
I (@, ) = (m— 1)t [D"] (=, :1/)](5,;,) e @y —e & n) }u_s-

Sostituendo questa espressione di ¢, (z, y) in (13) si ha proprio Pespressione
(9) di 7, (=, ).

2.2. — Dimostrazione del Teorema II.

Consideriamo il rapporto
(1) T (v 9@ @, ¥) —@ (@, 90) 1",

dove per T, (z, y) va intesa esattamen te Pespressione che si ricava da (8). Per
(, ) — (4, ¥o) tale rapporto da luogo alla forma indeterminata 0/0. Applicando
qui una facile estensione alla bideriva zione del teorema di DE L’HOSPITAL (1),

(*3) Cfr. loc. cit. in (%), n. 3, dove accenavo a tale estensione, ovvia eonseguenza di
quanto precedeva. I1 teorema di DE L’ HosrrTAL per la biderivazione & il seguente: Date due
funzioni f(, y) e p(x, y) continue in R e differenziabili nell interno di R e fissato un bideriva-
tore D regolare in R, se in un punio (wy, y,) di R & f (g, Yo)= @lag, yy) = 0, delta I'y la
linea, di R, caralieristica per il biderivatore D e passante per (z,, y), s¢ ¢ Do (i, ¥) 5%
per © punti (&, y) di Iy e di un intorno di (w,, y,) e se inolive il vapporto Df (&, 1)/ Dy (2, ¥)
ha limite quando (x, y) — (x4, yy), allora anche il rapporto [ (x, y)jp (=, y) ha limite per
(&, ) ]—?(;7_:0, Yo) ed ¢ '

(4

lm  {f @, e @ 9} = lim {Df (@ /Dy, )} .
(x4 7)' {zqsY) (:ﬂ,?/);>' (g5 Ug)

a I3
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consideriamo il rapporto delle D-hiderivate del numeratore e del denominatore
di (15) [essendo ora ® = D, , ¢ tenendo presente (7)]

DI, (o, Y)

”{’P("?/) — ¢ (s Yo) }""1 B

=== - 5 f (‘7:9 2/) - [5 f (‘7)7 ?/)](xmyn) R [5.’f ('T: i’/)](mo,yﬂ) * {‘f/ (.’(?, 7/) - (r (9305 7/0) }"‘
| R
Y [ ] (2, ;’/)]umuo) ’ {(P (@, ¥) — @ (2o, o) } P

1
e L @ D {@ @ p) = @ G, p) Jr

(n
:{ @ (@, ¥) —@ (Zoy Yo) }71—1 .

Per (z, y)—(x,, ¥,) anche questo rapporto (16) da luogo alla forma mdetelmunm
0/0 . E cosi danno luogo alla stessa forma indeterminata i rapporti

52 ~Tn {a, ’/)
n(n— D{p@ y) — @ (@, Yo) 2

’

fino a

UL ) L y) = [ 0 P
n!{ P @ ) — @ (5, Yo) } n! (@, y) — @ (5 Yy) '

Ma, per le ipotesi fatte, I'ultimo rapporto, per (z, ) — (@, #,) ha limite (14)
dato da I,

[an 'B7 7/)](”' u,) "

n! 1 LTRSS
Per il sopra citato teorema di DB r.’Hosrirar per la biderivazione ¢ quindi

’l’n r, 4
lim (r. y) =
(zm);:-(amwo) { @ (2, ) — @ (2, ;’/o)} Tl

{Q" (@ ¥)]e Yo

da cui segue V'espressione (12) di 7', (@, ) .

(1) Ctr. loc. cit. in (%), n. 4.4, p. 220.



