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Fondements algébriques de 1’ analyse tensorielle
et synthese en géométrie semi-métrique
de quelques travaux de 1’ école Lichnerowicz (*)

Introduction.

Les travaux anxquels il est fait allusion dans le titre sont ceux de Mesdames
IpA CATTANEO-GASPARINT et FRANCOISE MAURER-TISON, ainsi que ceux de
Pauteur du présent mémoire. Comme ces noms seront trés souvent cibés par
la suite, nous les désignerons par leurs initiales respectives, & savoir I.C.G.,
F.M.T. et P.V.G.. A une date plus récente, le nom de M. MARCEL LE\OIR
est venu se joindre & ceux que nous venons de citer. En définitive, ces quatre
auteurs auront abordé le probléme des connexions affines, ainsi que celui des
théories unitaires, en suivant en général la voie tracée par M. LICHNEROWICZ.
On trouvera dans la Bibliographie la liste des travaux de ces’ cing auteurs en
relation avec ’objet du présent mémoire.

La géométrie du champ unifié A’EINSTEIN peut s’élabover en partant de
deux points de vue différents. D’une part, il y a le point de vue « affine ortho-
doxe», le mieux représenté par HLAVATY [5] (1), et qui fut aussi celui d"BIx-
STEIN [1] Pour déterminer la connexion affine de I'Univers & 4 dimensions, il
suffit d’introduire un tenseur dont les ‘composantes dissymétriques g,;, sont
reliées aux coefficients dissymétriques L; de la connexion par le groupe des
fameuses équations d’EINSTEIN [7]:

Jisir = akg,-,-ﬁgwllf‘k—-guLi; =0
- :

(*) Maitre de Conférences & I'Université Tunisienne - Tunis.
(**) Ricevuto il 27 Febbraio 1960.

() I numeri in parentesi [ ] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della
Memoria.
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La dite connexion est par ailleurs caractérisée par un vecteur de torsion identi-
quement nul:

Nous avons dit dans notre thése ce que nous pensions de ce point de vue:
Bien qu’il conduise & des développements mathématiques a lafois irréprochables
et complets, il met la Théorie Unitaire dans une position d’infériorité vis-a-vis
de la Relativité Générale. Celle-ci, en effet, dans le cas extérieur tout an moins,
trouvait tous ses postulats dans une géométrie pré-existante, la gémétrie mé-
trique de RiemMANX. La Théorie Unitaire, par contre, introduit deés la premiére
page un tenseur dissy metnque fondamental qui se trouve & la fois dépourvu
de tout sens géométrique connu et totalement étranger aux postulats de la géo-
métrie affine. Or, comme ce tenseur reprend & son compte une partie des fone-
tions assumdes en Relativité Générale par le tenseur métrique, on peut se de-
mander si la géométrie de la Théorie Unitaire ne doit pas se trouver & mi-chemin
entre la géométrie purement affine et la géométrie métrique.

Dans notre thése, nous avons présenté une géoméirie semi-métrique dont Ia
géométrie de RIEMANN et celle de la Théorie Unitaire sont des cas particuliers.
Dans cette théorie, on admet que la variété d’Univers présente deux structures,
« images » I'une de 'autre, ¢’est-a-dire qu’elle a en chaque point, deux familles-
images de bases et deux connexions-images. Les produits scalaires n’étant
admissibles qu'entre vecteurs appartenant & deux familles-images différentes,
ces produits seront connus dés qu'on se donnera les produits entre vecteurs
de bases-images; ces derniers étant notés e, et ¢;,, on aura

+ —
1) ' <€ > =gy,
+ = -

ou les g,; sont les composantes du tenseur dissymétrique fondamental d’Erx-
+._
STEIN. Ces vecteurs de base étant transportables parallelement, chacun grice

4 la connexion ad hoe, on aura donc

¢ f\ — ‘ — I —
(2) o; ¢ f‘“thGL 0.5 = 1'% e.
+ + i _— -
La différentiation des produits internes « pseudo-hermitiques» (1) conduit
alors & la relation

. ) +
3) ' Vi §i = 01— Ga Pak Ju I} = 0,
- - b

- -+
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qui est le type méme de ce que nous appelons une « dérivée absolue mitoyenne
d’un tenseur mitoyen », 'adjectif «mitoyen » signifiant: « commun aux deux
structures-images ». D’autre part, (3) est la généralisation « semi-métrique » du
théoréme classique de Riccr en géométrie métrique; grace  cette relation, on
pourra, en géométrie semi-métrique, relever ou abaisser des indices sous les signes
de différentiation, au moyen du tenseur semi-métrique g,; ou de son adjoint

+ - + =

g". Enfin, la géométrie métrique se présentera comme un cas particulier, celui

d'une structure auto-image ot g,;; = g;;, tandis que la géométrie du champ
- =
unifié sera celle ou

i %
(4) ‘ I'sy = I,
+

Si on introduit (4) dans {3) on retrouve les équations fondamentales de la Théorie
Unitaire, équations qui recoivent ainsi un sens géométrique simple et suffi-
samment intuitif.

Ce point_de vue «affine non orthodoxe». s’oppose.done au point.de vue
«orthodoxe », tout au moins comme moyen d’attaque de la Théorie Unitaire.
Oz, le méme point de vue s’est trouvé développé par Mme MAURER-TISON dans
sa these, simultanément et indépendamment de P. V. G., et ce par des procédés
a premi¢re vue entierement différents. Tout comme P.V.G., F.M.T. cherche &
donner un sens physique au tenseur dissymétrique d’BINSTEIN; cet auteur va
méme plus loin que P.V.G. en ce sens qu’il opére une fusion géométrique entre
le tenseur et la connexion, fusion parfaitement applicable & la géométrie de
RIEMANN, ' '

Or, Ia théorie F.M.T. avait été inspirée par les travaux de Mme I. CATTANEO-
GASPARINI, travaux qui ne poursuivaient ancun but physico-mathématique. Les
deux auteurs étudient ’espace fibré des repéres linéaires d'une variété diffé-
rentiable V,; cet espace est doté d’une connexion « co-affine » caractérisée
non seulement par la connexion affine dont on a doté V,, mais aussi par un
« tenseur carvactéristique » du second ordre, tenseur qui pour I.C.G., est du type
(1,1) tandis que pour F.MLT. il est du type (2,0). Le tenseur de F.M.T. s’identifie
sans peine au tenseur « semi-métrique» A’TINSTEIN ou au tenseur métrique
de RIEMANN, tandis que le tenseur d’I.C.G. semble jouer, dans certains cas, le
role du champ électromagnétique; cette derniére constatation doit inviter le
chercheur & approfondir la théorie d’I.C.G., et & étudier ses rapports avec la
Théorie Unitaire et avec les travaux de F.M.T. . D’un point de vue strictement
physico-mathématique, la théorie I.C.G. souffre d’un grave défaut: elle n’in-
troduit pas de métrique, et on voit mal comment alors un tenseur du type (1,1)
peut recevoir I'éeriture du type (2,0) qui seule met en évidence les propriétés
d’anti-symétrie du chamyp électro-magnétique.

4. — Riviste di Matematica.
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Les deux théories conduisent & introduire une matrice, cas particulier de
ce que nous appellerons tantoét une matrice de structure, et qui se note:

0 <" ' 0 0
pour 1.C.G.: ( ! ) pour F.M.T.: ( )

0wy Pry— oy

Vindice U caractérisant un recouvrement; les éléments de ces matrices sont
des formes différentielles, w représente la matrice & n x n éléments connectifs;
les tenseurs caractéristiques figurent dans les formes a valeur vectorielle 7,
(vecteur-ligne) et p, (vecteur-colonne).” Et dans les deux théories, ces matrices
subissent des substitutions linéaires dont les matrices sont notées:

) pour I".M.T.: ( ?)
oy <y

1
0

By

pour I.C.G.: (

les indices U et V caractérisant deux recouvrements. Les deux théories appa-
raissent donc comme « duales », au sens le plus banal du mot en géométrie prko~
jective. Ce qui est remarquable, c’est que I.C.G. et F.M.T. sont conduites &
introduire & cdté de la connexion initiale une connexion «image», toujours
existante (grice au tenseur caractéristique), et définissant les mémes géodési-
ques que la connexion initiale; la théorie F.M.T. engendre alors la Théorie
Unitaire d’EINsTEIN lorsqu’elle admet la relation (4) comme postulat nouveau.

Dans des travaux plus récents, M. LENOIR considére une matrice de struc-
ture, qui fusionne visiblement les matrices des théories I.C.G., et F.M.T., & savoir:

® B q pu’
Wy =
Ny Wy,

tandis qu’il envisage des substitutions linéaires

. 1 0
B, = (O' A'f.)

L’auteur semble cependant ighorer les travaux des deux mathématiciennes ci-
tées, puisqu’il n’en fait pas mention dans sa bibliographie. Aussi, nous nous
sommes demandés si les travaux de M. LENOIR ne contenaient pas 'amorce
dune fusion des théories I.C.G. et F.M.T., et en méme temps, si une autre fusion
ne pouvait ’opérer entre ces théories et la géométrie semi-métrique de P.V.G. .

-

Le présent mémoire constitue une réponse affirmative & ces questions.
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§ 1. - Matrices, formes, tenseurs, substitutions.

1.1. — Notation des matrices: Soit &, un espace projectif, 4" son dual
et &y leur réunion. Soit &, et 6™ les espaces affines déduits de ces espaces
projectifs en privilégiant dans chacun d’eux un élément fondamental ; soit
égn leur réunion.

Nous emploierons la notation ci-aprés pour les matrices carrées:

A4 = | ;A4; | = | nedeligne A no de colonne | iY=1,.., n.

Nous conviendrons qu’une notation telle que 4 en caractéres gras désignera

aussi bien la matrice ci-dessus de &0 que la matrice ci-aprés de gOTL.

Oi4-1)
A, 0
o 1)

Nous n’aurons & envisager dans ce mémoire que des substitutions linéaires de
ce type dans les & 11 tangents aux variétés étudides (ce sont les substitutions
de M. LENOIR, & un léger changement de notation prés).

D’apres la variance tensorielle des indices, les matrices seront évidemment

de 4 types possibles, que nous noterons donec:

A

I

RN P e P AT P
La méme notation s’appliquera aux matrices 3 une rangée, et nous retrou-

verons les 4 types, & savoir des vecteurs-lignes (ou « bra-vectors » de certaing
auteurs),

covariants: || M, | ou contravariants: || N¢ |,

et des vecteurs-colonnes (ou « ket-vectors »),

covariants: | P | ou contravariants: | ,Q |.

La multiplication des matrices se notera en employant 1'habituelle conven-
tion d’Einstein, relative aux indices muets; on remarquera que les indices
en contraction se trouveront toujours entre les lettres d’appui; on aura par
exemple:

I\Ti'iA; ] in".Bk, etc. vos
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Nous opposerons par la suite cette notation « matricielle » & I'habituelle
notation « tensorielle » olt tous les indices sont inscrits & droite de la lettre
d’appui. Bien qu’un peu lourde, la notation « matricielle » présentera des avan-
tages certains dans les développements.

Enfin, nous désignerons comme suit les trois matrices toujours associées &
une matrice réguliére 4 donnée:

A la transposée,
A Vinverse: 4 = 4™,
A Padjointe: A =4 =4.
I1 est bien entendu que si les indices d’une matrice ont une variance tensorielle

donnée, la transpositionn’affecte en rien cette variance; par exemple | ;O |
sera la transposée de | 'C; | . On remarquera qu'un tenseur d’ordre 2 possede

deux-représentations-matricielles;ne-différant-que-par-une-transposition;-on-
peut toujours éliminer une des deux représentations, par une convention ex-
plicite, mais nous verrons cependant plus loin qu’il ¥y a parfois avantage & ne
pas faire de telle convention et & conserver les deux représentations, parfois
dans une méme formule.

Rappelons pour terminer que selon que les éléments de matrice sont com-
mutatifs ou anti-commustatifs, un produit matriciel 4-B = € se transpose
selon deux régles différentes dont nous aurons & faire usage par la suite:

commutatif: € =B-A4 ,

anticommutatif ; C—-—B A.

1.2. — Scalaires générauw de Ualgébre extériewre: I expression « scalaire gé-
néral » sera prise ici comme synonyme de p-forme au sens de Valgébre exté-
rieure; les 0-formes seront les scalaires au sens banal. On sait que si &, est
un espace tangent en un point d’une variété différentiable %), son dual &
admet une structure naturelle d’espace affine. Si on désigne comme d’habitude
par @ un vecteur d'un &, il est tout naturel de désigner par b un vecteur de
Pespace dual &™. Une base d’un &™ dual du §,, tangent en un point d’une
Y., étant une suite de n formes différentielles (formes de PFAFF) linéairement

indépendantes, il sera non moins naturel de désigner ces formes de base par la
notation ¢ et toute 1-forme par @ = «,-0’. Similairement, nous adopterons la
- G “
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notation b pour les 2-formes, et plus généralement, la notation lb_ pour les p-
< (m
formes, c’est-a-dire les scalairves généraux.
Les scalaires généraux pourront é&tre des éléments de matrice carrée telle
que | ‘R, | par exemple, que I'on rencontrera plus loin, ou de vecteurs-lignes

=
ou colonnes tels que | y; | ou || S |, que I'on rencontrera aussi. Le point de
< <

=
vue des « scalaires généraux » remplace done celui des « formes & valeur » clas-
siquement employé.
-+
Le signe de la multiplication entre scalaires généraux se notera A (ou sim-

plement «-») ou bien A (ou simplement A) selon que la multiplication sera com-
mutative ou anticommutative. Employant alors les notations de crochets et
de parenthéses de commutation, & savoir:

commutateurs: [ - ou simplement [1]

~anticommutateurs: | ]y ~ou-simplement ()

nous avons le postulat fondamental

) (A M) =0

@ (@ (»+a)

ol & désigne le signe de (— 1)77. Il est inutile de rappeler ici les autres postulats
classiques de la multiplication dite extérieure, laguelle contient comme cas
particulier (p = ¢ = 0) la multiplication ordinaire des scalaires banaux [4].
On ne confondra pas ces (anti-) commutateurs de grandeurs avec les (anti-)
commutateurs d’indices, lesquels contiennent le facteur 1/2; ainsi:

1
[a;°0,] = ab;— bja, apib;) = 3 {ab;—ab;}

1
((I/i'b,) = a’ibi + b,a,-’ a»(ibf) = 5 {agbj ',l' (l»ib,-}

1.8. — Tenseurs et substitutions linéaires: La seule définition correcte et gé-
nérale de la notion de tenseur au sens large est celle d’une représentation liné-
aire d’'un groupe & [CArTAN: 19]; plutdét que de « tenseur » il vaut done mieux
parler de « S-tenseur », c’est-a-dire d’une suite de grandeurs subissant une sub-
stitution linéaire 7' lors de toute action des opérateurs Se$. On parlera de
méme de « S-invariants », cas particuliers des S-tenseurs.
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Au moyen des composantes d'un S-tenseur et de celles d’un autre S-tenseur
de variance contraire, appelé base et choisi une fois pour toutes, on peut for-
mer par contraction une grandeur qu’on appelle, cl‘lssiquemen‘c un tenseur.
Les tenseurs ainsi entendus s’écrivont @ — a e;; (= G"o ® e,. ete., @ dési-
gnant le produit tensoriel [LicHNEROWICZ, 4, 5]. En fait, des « tenseurs » sont
des « B-invariants », B étant le groupe des substitutions linéaires des bases;
nous les appellerons « tenseurs au sens restreint ».

Or les substitutions linéaires générales sont de deux types littéralement
complémentaires [CArRTAN, 19, et LicHNEROWICZ, 4], qui sont:

1°) les B-substitutions ou changements de base, bien connus, et auxquels
nous venons de faire allusion;

20) Les C-substitutions ow collinéations générales, conservant les bases
mais changeant les vecteurs et les tenseurs au sens restreint, c’est-a-dirve chan-
geant leurs composantes. Ainsi les @, les @ ci-dessus sont des B-invariants mais
pas des C- invariants. Non moins bien connues en géométrie que les B- substi-

tutions; les C-substitutions n’ont guére ét6 introduites en analyse tensorielle...

sauf implicitement dans les travaux de Mmes CATTANEO et MAURER- TISON comme
nous le verrons bientot. Il est & remarquer que les éléments des matrices des
C-substitutions sont des composantes de B-tenseurs; et qu’inversément,
tout B-tenseur d’ordre 2 peut servir & définir une collindation générale (1).

Les B- comme les C-substitutions peuvent étre elles-mémes de denx types
bien connus en géométrie projective, les homographies ou F-substitutions et les
hétrﬁrorfr“bphies ou G-substitutions. Nos G-substitutions sont plus générales
que les polarités classiques, car nous n’imposerons aucune propriété de symé-
trie a priori aux matrices de ces substitutions [20] (%)

Pour numéroter les éléments des matrices des B-substitutions, nous emploie-
Tons, comme beaucoup d’auteurs, les indices avec apostrophes: i, b/, '/,
Pour les C-substitutions, nous ferons usage d’indices affectés dun « indice-

2

chiffre », par exemple: i ou ¢, 7, ...; eb 8’il n’est question que d’une seule C-sub-

stitution (comme ddns les bh(,ones LC.G. et F.M.T.), nous remplacerons les .
4

indices-chiffres par des «indices-signes », & savoir ¢ ou 4, k ou k, continuant une
, + -

tradition commencée par BINSTEIN et maintenue seulement par de trop rares

auteurs [TONNELAT, T]. En résumé, nous aurons les notations ci-aprés:

(1) Les B-substitutions sont les «alias» des auteurs anglo-saxons, les C-substitutions
sont les «alibis» [24].
Les homographies sont les «collineations» des mémes auteurs et les heterommphws
sont les « coneLLtlons » [25].
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BF-substitutions:

=4y A=|a; Ad=[ear]; A=].a

i

B -substitutions: (sans intérét pour le moment)
CF-substitutions: (avec indices-signes)

F=+F =|F|; F=-F, = |F|; F= Fr=|,0|; F=,F=| .|
- + - +
CG-substitutions: (avec indices-signes)
. - -+
G =16 = H iGr ”’G E_G+ == ” ,.G_:_ I.G = Gt = H T ”,G E+G_ = “;G, H

On comprendra dans un moment I’avantage des nouvelles notations telles que *7..
ete. ‘

§ 2. - L’algeébre différentielle extérieure.

2.1. — Différentielles extérieures: Si 'on attaque ’étude des variétés différen-
tiables en se servant du plus puissant outil actuellement connu, 1’analyse ex-
térieure, et si en méme temps on examine la question d’un point de vue stric-
tement algébrique, on constate que 'on fait usage:

19) d’une « variété », qui n’est en fait qu’un ensemble de « points »;

20) de «nombres-c» qui sont les scalaires généraux définis ci-avant,
attachés & chaque point et qui constituent les « grandeurs de champ »;

3% d'un « nombre-¢ », la 1-forme de différentiation que nous noterons g

et qui permet de passer d’un point vers un autre point, voisin par définition.

Lorsque ¢ est mis & la place de @ dans la formule (1) de 1.2, on aura au lien
de (1):

1) ' [8 A 1]-s = 00

P
(@) (g-+1) s=(—~1)7

ou le second membre est la différenticlle (extériewre), en général différente de

zéro; si ce second membre est nul, la forme v est dite fermée (une 0-forme fermée
<

est une constante). :
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L’opérateur de différentiation infinitésimale n’est, somme toute, qu'un cas
particulier de Popérateur é . Autrement dit, 'analyse tensorielle rentre dans
un canevas algébrique trés général caractérisé par Pemploi du « nombre-¢ » J
ce n'est que lorsqu’on voudra appliquer ce canevas aux variétés continues
qu’il y aura lieu de faire les hypotheéses topologiques connues sur la variété,
afin que le canevas lui soit applicable, précisément. Ces considérations expli-
quent ici le choix du titre du présent mémoire. '

La formule (2) constitue & notre avis la définition la plus simple de Ia diffé-
rentielle extérieure. Et toutes les formules de différentiation d’un produit se
résument par l'identité ci-aprés, que nous n’écrirons que pour un produit de
3 facteurs:

e IS
@ PA{pAvAw], =AM ATA® +

) @) {n

B v
Foun QAo A e TebuAr AN -

avec
0 = afy = (— 1y
@ =(—1p p=(—1p y=(1r

Ajoutons, pour Paxiomatique, que O présentera par hypothése toutes les
propriétés des opérateurs linéaires, & condition bien entendu que les scalaires
généraux employés pour les combinaisons linéaires soient des formes fermées.
I1 faut enfin introduire le « postulat de POINCARE » qui s’énonce: «la 2-forme
0 = 0A 0 est un nombre-¢ », autrement dit:

e

+
3) [PAu]=0 Hou et Mp
P T )

Dans la présente étude, de caractére strictement algébrique, répétons-le, il
s’agit bien la d’un postulat (aunquel il est impossible d’échapper si Pon veut
progresser), et non d’un théoréme comme en analyse classique, ainsi que le
lecteur s’en convaincra aisément aprés quelque réflexion.

A partir de cette formule (3), un calcul algébrique élémentaire restitue la re-
lation connue

+ - +
(4) BADOA ul)- =[3A du]- =0
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2.2. — Invariance des (anti-) commutateurs: Dans la relation (2), on peut
toujours, sans rien changer & la valeur du second membre:
10) ajouter & v une forme fermée w;
{q} (G
20) ajouter a <5_ un quelconque nombre-¢ ¢, ¢’est-a-dire une 1-forme quel-
&
conque, fermée ou non.

Nous n’insisterons pas sur la propriété (1°), aussi bien connue que ses con-
séquences classiques (existence de constantes d’intégration, indétermination
des potentiels locaux, ete.). La propriété (20) retiendra davantage notre at-
tention, car elle est bien moins souvent mise en relief que (1°), les auteurs em-
ployant assez rarement la notation algébrique (crochet) des différentielles ex-
térieures. Nous la traduirons en disant que les différentielles présentent la
g-invariance, & savoir:

oo 2

ou encore, l'invariance géodésique, car nous verrons que les g-transformations
laissent invariantes les géodésiques. Comme ((z n’intervient dans les calculs que
par ses (anti-) commutateurs, on peut dire que cet opérateur n’est défini qu’a
une 1-forme invariante additive prés. Par conséquent, <c$_ n’est définie qu’a une
2-forme fermée prés: h

(2) {0+ein{d+pt=0+ (A9

2-forme qui disparaitra des anticommutateurs de é.

-
=
Si @ est une forme fermée, invariance géodésique devient I'cinvariance de
jauge de seconde espéce»; en effet, la proprété baptisée de ce nom par cer-
tains auteurs [BAreMANN, 22; KuUrsuNocLu, 23] s’identifie au cas dp = 0
-

<

comme on le verra plus loin.
D’autre part, on peut dire qu’en fait § n’est définie qu’s une 2-forme quel-
“—

=
congue prés (et non nécessairement fermée, comme ci-avant), 2-forme qui s’éli-
mine identiquement des commutateurs de d:

: + o
(3) [({s+ainul=[0A1]

On notera que J étant d’ordre pair en tant que forme, cet opérateur ne peut

e

=
figurer que dans des commutateurs et jamais dans des anticommutateurs.
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2.8.— Lamatrice scalaire 5 : Pour éviter toute confusion, nous abandonnerons
la notation d: du symbole de KRONECKER et représenterons par || I, || la matrice
unité de 5(‘,’;:11,’ Nous introduirons alors la matrice scalaire 8 (notée en carac-

R and

teres gras):

N s=s

I |

Soit maintenant 4 une matrice de BF-substitution linéaire; si X est une matrice
scalaire, X étant un scalaire général ou nombre-¢ quelconque, on 2, comme
on sait

(2) AXA =X

$i les scalaires de 4 ne sont pas des constantes, la nntuce .smldu‘e 5 éehappe
cette régle, et on a 1es relations” ‘

3 Aod— [+ AéA]}—é‘AA)
) s—oda| L Ta

relations bien connues; mais on a aussi les transposées de ces relations, & savoir

. l6+4d6d . -
(4) Asd=1<"""Sl=s+A4d)=6—AA)
. < li_ (2— .AJ < . - <

‘Ces relations transposées ne sont guére envisagées par-les auteurs, en général;
elles auront cependant autant d’importance que les relations directes, comme
nous le verrons. On remarquera le changement de signe des /1 conséquence de
la transposition.

Ces relations s'appliquent sans plus aux CF-substitutions; remarquons en
passant qu’avec la notation des indices-signes, on a:

AF) =FodtF=-4; AF) =4 =0oF F =—AF)

P < < ~—

Enfin, pour les C'G-substitutions, on a

G5 16 G'agl-a - A(G)
@ SR 2 B
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-1

(4]

et par transposition

v . |8 +GoG) o
(7) G-6G =1+ <t =0 +A4(G)=6—A4(G)
- 6__6(; GJ e “— ‘e <

80it done, en nofation d’indices-signes:

8)  AG)=_G,-6G-=_A-; A(G) =-A_ = 0-G,G_ =— A (G)

“— <= ‘e <

2.4. — Les matrices de structure et de différentiation: Nous admettrons qu’en

chaque point de la variété est deﬁme une matrice de structuwre & (n --1) x
X (n -+ 1) éléments

‘w0, 0]
a e L=
R Ve 2

ott le vecteur-colonne ( ) et le vecteur-ligne (¥s) ont chacun des composantes
linéairement indépendantes; les scalaires généraux ‘w; sont les 1-formes de con-
nexion. On reconnait pour 0= 0 le type de matrice proposé par F.M.T. et
pour 7; = 0 le type étudié par I.C.G.; nousavons donc fusionné les deux types,
reprenant ici le type de matrice introduit par M. Lexorr [16, 17]. A encontre
de ce dernier, nous avons annulé Ia 1- forme invariante «de coin » 4; en effet,
& cause des g-transformations, comme on va le voir, cette forme est ; totalement
indéterminde.

Nous appellerons matrice de (hﬁ‘cw'ntwtwn la matrice & (n +1) X (0 4 1)
éléments définie par

P

2) A=d+6

et nous appellerons transposée de la dite matrice, la matrice

3) A=s—

T @

Nous allons voir qu’en postulant que ces matrices obéissent aux régles ordi-
naires de substitution linéaire, non seulement nous retrouvons les régles classi-
ques de transformation des formes de connexion (BF-substitutions), mais
aussi nous décovvrons de nouvelles régles de transformation de ces formes,
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(CF- et CG-substitutions), régles qui sont celles proposées par I.C.G. et F.M.T.
dans leurs théories respectives, justement. Tn méme temps nous aurons jus-
tifié a posteriori le changement de signe de § introduit lors de la transposition

de (A, et dont 1'origine est la méme que celle du changement de signe de 4 par
- =
transposition, au numéro 2.3. ci-avant.

2.5. — Substitutions linéaires: 1°) B-substitutions: On aura done, d’aprés ce
qui vient d’étre dit:

O N-AMA {31 0}4 =8 {404
d’ott

2) la'mg—%ng

et en transposant

(3) A—d{s—0}4=6—{A+ 464}

d’ott

(4) 6 =4+4.64

On retrouve ici non seulement les régles classiques de transformation des coef-
ficients d’une connexion (5), mais aussi celles de changement de base (6):

(F) Tlc’)s’ - r,fii' (SiAsl + r’Ai, i(l)j'j.t'i,/ )
(6) fLQ:r,Ai'f’ : .(Zsr :Ji.iAsl;

20) C-substitutions du type homographique (CF-): Les formules sont évi-
demment les mémes que ci-avant; avec la notation des indices-signes on aura:

() ‘ "0_ = A + F,+6,7F.

P
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30y C-substitutions du type Hétérographique (OG —): Rappelons ce qui a
déja été sous-entendu au n. 2.3., & savoir qu'une G-substitution fait passer &
la transposée de la transformée; par exemple

-~ — + -+
igj'jﬂ[k'k'[jl e zﬂ[l
+ - - +

Dés lors, en appliquant cette régle & :A et en tenant compte des regles des G-
substitutions de 6, on aura:

.

(8) Gih G = A =8—_6 . l_g—:—_{z_——«_c+-+§+-+c—

et par transposition

(9). "Gt At G =TA =876 . I“f_ == A =G0, G

e P

Les formules des transformations inverses s’obtiennent en permutant les
indices-signes -+ et —. Explicitement, on a:

- —+ —-+ o+
(10) ; Twg = 0T s g 07 g,
< - . e -
- - :
(11) 0 =iy Ys = — 0%,
< e . -+ -

2.8. — Groupe des p-substitutions: Si ¢ se trouve remplacée par
1) ) 0' =0 + P
é et é se trouvent remplacées respectivement par
(2) AN=38+(0+9) =8+6
et par

(8) A'Eé—(éwfp)zé—é’




60 P. V. GROSTEAN [16]

On aura donc en particulier pour la connexion:

P

(4) w; =, @i, 0" = st T
- «— < < <«

On sait que pareille transformation laisse invariants les cas de parallélisme et
en particulier les géodésiques [LicuNEROWICZ, 2, p. 248]; ceci justifie a posteriori
le nom d’«invariance géodésique» donnée aux expressions invariantes pour le
groupe des @-substitutions. On remarque en méme temps qu'une @-substitution
restitue & la matrice de structure la forme invariante « du coin » qui figure
dans la matrice proposée par M. LENoIR; le groupe des g-substitutions enléve
done tout caractére intrinséque 4 cette forme de coin.

11 faut noter que si tout tenseur d’ordre 2 est susceptible de deux repré-
sentations matricielles équivalentes, comme nous le signalions en 1.1, il n’en
va pas de méme pour les 1-formes de connexion, et ce & cause du groupe des
p-substitutions; 1’égalité des deux représentations aura quelque chose de pri-
vilégié correspondant & une propriété particuliere de la connexion,.par exemple
Pannulation du vecteur de torsion. En Théorie Unitaire, lorsqu’on s’en tient anx
équations du «systéme faible » [ToxNELAT, 7, p. 31], utilisant une connexion
sans vecteur de torsion, la connexion « définitive » n’est définie qu’a une @-sub-
stitution prés. Les raisons algébriques profondes de cette particularité doivent
se trouver dans l'existence de ce groupe @.

§ 3. - Différentielles absolues mitoyennes.

3.1. — Dopérateuwr V: Ce sera I’élément d’une autre matrice scalaire, notée v
mais & ’encontre de (_5, cette matrice commutera par définition avec toutes les
matrices 4 de substitution linéaire, de tous les types. On aura done

(1) [y 4] =va =0

<

ou identiquement

@) dyd=—y

-

ce qui signifie que V se comportera donc comme une matrice scalaire banale.
Y

Examinons tout de suite le cas classique des B-substitutions: (1) de 2.5 g’éerit

identiquement: ‘

(3) VAEA'4+9'A—A'QI:2
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ce qui définit en méme temps V(fl, la différenticlle absolue mitoyenne de 1a matrice
de la substitution. Comme nous 1’avons dit dans Pintroduction, le mot mitoyen
signifie « commun & deux représentations de la structure ». Les éléments de 4
sont eux-mémes des grandeurs mitoyennes en ce sens qu’elles sont relatives i
deux bases différentes (et nous avons incorporé la base i la structure). Inversé-
ment, prenant (3) ci-dessus comme définition de la différentiation absolue mi-
toyenne, P'annulation de cette expression restitue d’abord la loi classique de
transformation des coefficients d’une connexion:

(4) VA =004y by — Ay T, =0
< - < «~— <

ensuite les lois de transformation des scalaires généraux composantes du vee-
teur-ligne et du vecteur-colonne de la matrice de structure:

(5) Vide = Oy £y dp—2dgep = 0 1y = pid,
(6) Vidy = 0idy + 0045 — A0 =0 . 0 =1d,70

(Quant & V‘iﬁio' = 0, ce n’est qu’une identité banale 0 = 0).

Remarquons bien ceci: Nous nous sommes refusés & considérer pour le
moment des transformations olt ’on ait soit °4,. 55 0 soit ‘4, 5= 0. Si cepen-
dant on admettait 'un de ces deux cas, les différentielles mitoyennes de ces
expressions s= 0 n’en seraient pas moins = 0, alors que les différentielles ab-
solues classiques, telles que les considérent I.C.G. et F.M.I., resteraient en gé-
néral = 0, comme chez ces auteurs. Et Pannulation de notre différentielle mi-
toyenne restituerait soit la loi de transformation de 1_0 (chez I.C.G.) soit celle des.
?i (chez F.M.T.).

Enfin, on vérifiera sans peine que la différentielle mitoyenne présente 1'in-
variance géodésique; autrement dit, ¢’est un g-invariant.

L’opérateur ou nombre-¢ V obéit comme O & Plidentité (2) du n. 2.1 Dés
lors, on powra calculer la diftérentielle de n’importe guel scalaire général des
qu’on se sera donné des « prototypes» de différentielles portant sur les prinei-
paux &tres mathématiques auxquels on a affaire: invariants, vecteurs-lignes,
vecteurs-colonnes, matrice connective. Puisque les invariants n’ont rien & voir
avec les matrices 4 de substitution, la différentielle absolue d’un invariant vaudra.
la différentielle ordinaire (dite extérieure, selon 1'usage). Quant aux autres pro-
totypes de différentielles, on les obtiendra tout naturellement par Pétude de la
matrice de structure. La notion de différentielle absolue ordinaire se présentera
comme un cas particulier de celle de différentielle mitoyenne.
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3.2. — CI'-substitutions et transformations de Mme CATTANEO: Les formules
seront rigoureusement les mémes que celles des BF-substitutions, & la notation
prés (qui sera ici celle des indices-signes):

a) V+F_ = (3+—F__ 4+t —tF_ - =0

-~ “—

Nous avons fait remarquer (n. 1.3) que les éléments de la matrice ~F_ sont les

composantes d'un B-tenseur; on peut alors appliquer & celle-ci les régles de la

différentiation absolue classique (régles que nous pouvons retrouver ici en
{+)

suivant la méthode esquissée in fine du n. précédent). Désignons par ¥ ou
A

{—}
par ¥V Dopérateur V lorsque pour le calcul de ses (anti-) commutateurs, on ne
doit se servir que de la connexion () ou, respectivement, de la connexion (—);
{+—)
la notation ¥ caractérisera la méme opérateur dans les différentielles mitoyennes.
OF 5~ 164 ; - e - ; I

(A=) (+)
(2) VHF. =P+ +F_ 40, —F_--0_ = 0
c’est-a-dire
{+)
(3) ~Q_ = +0; + “F,-y+F.

qui est la formule fondamentale de Mme CATTANEO et que nous nommerons
la premiére formule 1.0.G., formule reliant deux connexions linéaires associées
selon le B-tenseur caractéristique du type (1,1). Explicitement, on a

+ ) — (+F
(4) fw; = to; + -7,
. - + el

qui est la formule 1.C.G. proprement dite, et en méme temps:

. - -+ +
(5) : 1—0— — li’ig Z-i ::Q-/f_‘kfj —2, =1 4;(_)+
qui s’interprétent sans plus comme des formules de collinéation (homographie)
reliant des référentiels. . :

Les formules de Mme CATTANEO sont B-tensorielles, mais elles ne sont pas
C-tensorielles puisqu’elles mélangent, sans les contracter, des indices + et
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des indices —. L’exigence « C-tensorielle » avait d’ailleurs été indirectement
formulée par EiNsTEIN lui-méme [1] lorsqu’il proposait les premiéres régles
de calcul des indices signes. Le fait que la formule 1.C.G. n’est pas O-tensorieile
n’a d’ailleurs aucune importance dans la théorie I.C.G. puisqu’il n’y est question
que d'une seule collinéation et non pas d'un groupe d’homogi‘aphies.

Puisque la complémentarité des substitutions linéaires « alias» et « alibi»
était connue depuis toujours, on peut done dire qu’il aurait suffit d’ouvrir le
premier traité élémentaire de géométrie pour découvrir les transformations
de Mme CAaTTANEO. L’incontestable mérite de cet auteur est justement d’avoir
pensé & une chose simple & laquelle personne ne songeait et d’avoir ainsi élargi
les Dases classiques du caleul tensoriel. Cette complémentarité apparait trés
clairement lorsqu’on applique la notion nouvelle de différentielle mitoyenne aux
B-substitution classiques et aux C-substitutions A’L.C.G.: les formules sont
les mémes.

3.8, —-OG-substitutions et -transformations -de- Mme MAURER-T1s0% : Ties “BG=
substitutions n’étant guére utilisées en calcul tensoriel classique, comme nous
Pavons déja dit, nous n’avons pas ici de point de comparaison connu et les for-
mules prennent une allure de nouveauté. La différentielle mitoyenne devant
s’annuler identiquement, nous aurons d’aprés (8) et (9) de 2.5.

VIG =G A~ + 40, G~ + +G—-_O- =0

< P

1 .
( ) v_G+ == _/—1_’__G+"’—_G+'+9+“*‘_Q_‘_G+ = 9_

ce qui rend évidemment les formules explicites (10) et (11) de 2.5. Vu leur im-
portance pour la Théorie Unitaire, nouns les retranscrirons ici sous leur nouvelle
forme: - :

+F *F + +=F =¥ T
vi‘/J — ()igy - la)};'kgj - 1gk wd =0
Raad — (—i q_<—- e
2
=) & F

viga == (31'.(]7'”_ iglc'ka)j o ia)k'kgy =0
(ji <f:i: F+ T FE OF4 “

ol les doubles signes 4 signifient que les formules sont valables pour Yun et .
pour I'autre de ces signes; & ces relations se joignent, bien entendu:

* =% v
3) O o=—rtgi-yy Vi = — 0%ug;
« T “x ~ Fax

5. — Rivista di Matematica.



64 P. V. GROSJEAN (207

Maintenant, les éléments de *G— et de _G.. étant des composantes de B-ten-
seurs, on powrra introduire une différentielle classique non mitoyenne. On a
alors:

(+—)

+)
V“G+ = V';G+_ _@*'_G_;. + +@+',G+ = {

< <

c’est-a-dire

(+)

(4) *Q— — +6+ - v_..(;+.+(;_

qui est la formule fondamentale de Mme MAURER-TISON, et que nous nommerons
la premiére formule F.J.T., formule reliant deux connexions linéaires assocides
selon le B-tenseur caractéristique du type (2,0) ou (0,2) (tenseur régulier). Ex-
plicitement, (4) donne

- + R e

(5) W= ;0" + ¥ i *g,
=~ & iy

(¢’est-a-dire la formule F.M.T. proprement dite), puis rend les relations de «pola-
- 1ité dissymétrique » (3) ci-dessus. Les formules F.M.T. sont B-tensorielles, mais
elles mélangent les indices-signes + et — . Cette violation de 'exigence (-ten-
sorielle n’offre pas d’inconvénient tant qu’on ne s’en tient qu’a une seule

CG-substitution, comme dans la théorie F.M.T. .
; o
Les différentielles mitoyennes des ‘g’ et des .¢; présentent 1’invariance géo-
, e ;
désique; en effet, ces expressions contiennent des termes connectifs en écriture

matricielle directe et d’autres en écriture transposée; d’aprés les n. 2,6, les
termes en @ vont alors se détruire mutuellement, comme le montre un calcul
algébrique facile.

On connait importance qu’EINSTEIN attribuait aux g-transformations en
Théorie Unitaire: ce sont elles qui, en enlevant tout caractére intrinséque &
la séparation des coefficients de connexion I, en parties symétrique et anti-
symétrique, «mélangent» les deux types de champs physiques attachés &
ces parties. On pourrait croire, avec KURSUNOGLU [23], que la méme transfor-
mation «mélange » aussi les parties symétrique et antisymétrique des g,;, par
Yintermédiaire des équations de champ A’EINSTEIN; or comme celles-ci ne
sont que des cas particuliers de nos dérivées mitoyennes, Iespoir d’un pareil
mélange est andanti par le théoréme de Vinvariance géodésique de ces équations,
théoréme que nous venons de démontrer.
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§ 4. - Structures-images et géométrie semi-métrique.

4.1. — Structwres-images du type CATTANEO: Désignons par A, et “A_ deux
matrices de différentiation. Tlles seront dites F- -images, ou 1m‘wes Selon la
théorie I.C.G. s’il existe une matrice réguliére +F_ de OF-substltutlon qui soit
telle que 'on ait:

1) ‘ +F,-*A: =tA_ = +A—+.+F_

.

ce qui définit en méme temps la matrice mitoyenne +A . On pourrait de la
méme facon définir la matrice mitoyenne —A
Autrement dit, soit donné une matrice mltovenne +A et un B-tenseur dont
nous faisons la matrice mitoyenne +F_; & partiv de ees elements, on peut dc-
finir deux  structures F-images, 4 savoir

P,

2) +é+ = +é_-'F+ A = “F+-+é_
La matrice “_EA_+ conduirait & des résultats analogues, puisque
3) AL = +F_--A,-+F.
< <+
Les deux structures se réduisent & une structure auto-image si
(4) | Ay = oA, = -A_

o indiquant l’absence d’indice-signe. Comme ceci entraine

©

(3) s V=0 0 = f;-10 vi=ye"f;
< <

< < <

on aura évidemment une structure :mto—image si F = I. 11 sera donc tout na-
turel, dans le cas général, de poser, comme le fait d’ailleurs. I.C.G. (écriture
tensorielle):

(6) | fom o4t
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On notera que la matrice mitoyenne de différentiation présente deux écri-
tures identiquement équivalentes,

R T + +04) +
iw; - ifr 0 0 w; - f i
< e P ‘o “«—
(7) =+A_ =
-
Vi 0 Vi S
< “« o o
olt I'on a posé
Ho o+ - )+
(8) zwj == Lfl;'kwj zU)?’ — zwk.kfj
N (——-_ — {—'_ (—-__ <$—+ -

Ces deux écritures sont B — et ¢ — tensorielles; on y voit apparaitre les ma-
trices Fo 0 et OF qui généralisent évidemment les matrices «scalaires» 10 0= 0oI.
On peut’ dono éerive aussi: ' ~ e : e

{(—} (+)

‘(9) +@ _ +F_.§ = tA_ = tE_ + S-+tF_

<

Enfin, 'égalité des deux bloes matriciels en les w donie la formule ci-apres ot
nous avons réintroduit la notation des commutateurs pour les différentielles:

(10) 1a) — ’a), = [5 f,

+(—} +(+)
]

et qui n'est autre, encore une fois, que la premicre formule I.C.G., mais sous
une écriture qui respecte la régle de non-mélange des indices-signes. Elle n’est
tensorielle que si on fait passer tous les termes dans un méme membre; anti-
cipant ici un peu sur la suite, nous dirons que ¢’est déja une formule de géomsétrie
semi-métrique.

4.2. — Structures-images du type MAURER-TISON : Deux structures, de matrices
de différentiation +A+ et ‘A_, seront dites G-images, ou images selon la théorie
F.M.T., 8'il existe une matrice réguliere de CG-substitution, qui soif telle que-

1) +G-_ A = +é— — grAj.JrG—,
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ce qui définit en méme temps la matrice mitoyenne “'fé” . On pourrait de méme
définir A, par
pu
(2) G tA = A=A Gy
B “~ -
Autrement dit, soit donné une matrice mitoyenne ‘*é— ou _@. et un B-tenseur

régulier dont nous formons les deux matrices inverses _Gy et +G~; & partir de
ces éléments, on peut définir deux structures G-images, & savoir

(3) +é+:+£—._G+:+G—._é+
et
—é_ — —éi—.+G_ — _G+'+é—
Les del}x structures se 1'édui‘skel‘1t’s‘m‘une sto‘uctwq auto‘-image si
(4) Ay = 0B = —A
- -

Comme ceci entraine

(5) =10 =" Vi =Yi=Ys

d’ot1, en écriture fensorielle ordinaire

(6) gpn = 0 clest-a-dire g,; = g;: = gun
et en écriture matricielle

(6) —G+ = oGo =46

Bien entendu, on a aussi

(7 ' giil =0 g = git = gt

+G~ e 0G0 — —G+



63 P. V. GROSJEAN [24]

D’ou I'important théoréme: « Une structure auto-image du type F.M.T. est
une structure métrique ». Il est toutefois impossible de démontrer ce théoréme
au moyen de la seule théorie de F.M.T., puisque cette derniére ignore les termes
en ' des matrices de structure. Il sera dés lors tout naturel d’envisager la dé-
composition des termes de g,; et de g’/ en parties symétriques et anti-symétri-
ques, ces dernicres jouant done, d’aprés notre théoréme, un role capital dans la
distinction des deux structures-images; nous reprendrons les notations de
HrAvATy et de LICHNEROWICZ, et nous écrirons (notation tensorielle):

8 Gis = by -+ kg g =19 - mii

On notera que la matrice mitoyenne de différentiation présente ici aussi
deux écritures identiquement équivalentes:

(+) () {
. iDs + s '(5 — — W; "%‘(‘5 s — 2
R A - . -+ I =% .
(9) : : A= i
Vi ) Vi 5 |
; 4 «— <y “«— i
ou Von a posé
+) + (=) -
(10) W5 = iyt Wy = 08y
. At T T St N

Ces deux écritures sont B- et C-tensorielles; comme en théorie 1.C.G., on y
voit apparaitre des matrices généralisant la matrice IS, & savoir maintenant
e
-G+ et 3-_Gy, sl bien qu’on peut écrire
g e

. (+) (—)
(11) —G+‘£ + —§+ = —é+ == 9_‘——G+‘“-§+

Comme dans la théorie I.C.G., la distinction entre les matrices mitoyennes de
structure (+) et (—) correspond & la non-commutativité de Vopératenr Jdet
de la matrice « caractéristique » formée au moyen du tenseur caractéristique;
si ces grandeurs commutent, il n’existe plus qu'une éeriture possible pour ces
matrices. Enfin, 1'égalité entre les deux bloes matriciels en les w donne, comme
en théorie I.C.G., Vimportante formule ci-aprés, ot nous avons rétabli la nota-
tion des commutateurs pour les différentielles:

(+) {(—)
(12) W5+ = [(S'i.(/i]
_'(—-+ __<—-+ - +
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Cest encore une fois la premiére formule de F.M.T., légérement transformde
d’'un jnoin’o de vue strictement formel de fagon & lui faire respecter la régle fon-
damentale des indices signes; elle est B- et C-tensorielle si on fait passer tous
les termes dans un seul membre. (’est aussi ce que nous avions appelé dans
notre thése la formule fondamentale de la géométrie semi-métrigue, la formule
qui généralise le théoréme classique de Ricor en géométrie métrique. Aussi,
nous nous permettrons de ’appeler la formule de TisSoN-GROSIEAN.

4.3. — La géomélrie semi-métrique: Reprenant ici ce qui a été dit dans PIntro-
duction, ainsi que dans la thése de P.V.G. [14], admettons Pexistence, en tout
point d'une variété donnée, de deux bases locales, images Pune de Vautre, et
postulons que les produits internes sont admissibles entre wvecteurs formés
au moyen de bases-images. Ceci est le postulat fondamental de la gdométrie
semi-métrique; et la variété lui obéissant sera dite semi-métrique: elle est af-
fine, puisque les produits internes lui sont étrangers tant gn’on ne fait usage
que d'une des bases, mais elle présente quand méme le caractére fondamental
d'une variété métrique puisque certains produits internes sont possibles (d’ott
son nom). Tous les produits internes seront connus dés qu’on se sera donné
le fenseur semi-métrigue relié aux bases par les relations (notation matricielle
iei, notation tensorielle dans I’Introduction):

(1) < n>=g <> =g
-+ -+ + - + =

Ces deux écritures sont équivalentes; elles se déduisent par transposition.
Autrement dit, elles correspondent aux deux représentations matricielles pos-
sibles d'un tenseur d’ordre 2 (cfr. n. 1.1.):

(2) ’ s = vy + iky = — ik = 4.
£ g

Les relations traduisant le postulat fondamental sont done susceptibles de deux
opérations unaires (c-a-d de carré =1) et dont le produit vaut 1: la permutation
des indices lettres, et la permutation des indices-signes, ou « passage aux ima-
ges .

Les vecteurs des bases-images sont transportables parallélement, par hy-
pothése, chacun selon la connexion propre & la base dont il fait partie:

. i : — -, - 2‘
(3) [(_6__,(;] = 0P [ﬁci] - eJ,r fi)i
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La différentiation de (1) donne directement la formule de TIS0N-GROSJEAN et
traduit le théoréme « semi-métrique » de Riccr; si la structure est auto-image
du type F.M.T., c’est-2-dire métrique, la formule de TISON-GROSIEAN restitue
le théoréme de Ricor (notation tensorielle):

4) ‘ Wi+ 0y = 0gy;

Nous aurons ainsi démontré, en passant, I'identité fonciére des théories de
F.M.T. et de P.V.G. . Ces deux géométries s’arrétent au seuil de la Théorie Uni-
taire; & I'une comme & 1’autve il faut un postulat nouveau pour franchir ce seuil,
postulat s’exprimant par (4) de PIntroduction, c-a-d:

& -
(5) g = ‘g
+ —

Nous n'irons pas plus loin ici dans cette divection; le postulat nouveau {qui
introduit la psendo-hermiticité A’EINSTEIN) se trouve en relation avee les Sy-
métries de «matrices de torsion-courbure », que 1’on rencontrera au § 5.

4.4. — Géométrie semi-métrique et théorie I.C.G.: L’incorporation de la théorie
I1.C.G. & la géométrie semi-métrique sera plus subtile, mais non moins intéres-
sante parce qu’elle nous fera sortir radicalement des sentiers battus des géo-
métries classiques.

Le systéme des ¢, constituant une base d’un &y tangent en un point d’une
variété affine, désignons par e les éléments de Ia base de Pespace vectoriel
dual 6™ supposé existant. (La notation l eut été plus conforme aux indica-
tions du n. 1.2, mais nous préférons ici % car ces co-vecteurs ne sont pas des
formes). On sait qu’entre vecteurs et co-vecteurs les produits internes sont
toujours existants, méme si I’espace 8¢ est purement affine; base et co-base
sont dits naturellement assocides si ‘

1) , <;E'ei>::i1i

Cette relation élémentaire et classique est susceptible d’une généralisation
immédiate. Dotons &, et §™ chacun d’une paire de bases-images, et admet-
tons lexistence d’un tenseur mitoyen permettant d’exécuter tous les produits
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internes entre vecteurs et co-vecteurs, du moment que ceux-ci puissent étre
rapportés & des bases-images:

. to + T *
(2) <tere; > =, < e’ > = ff
. . el _ > d +'<—‘ TS
Ainsi, i a = a7+ ;¢ est un vecteur et ¥ =1b;- ‘¢ un co-vecteur, on aura évidemament
- +
3 R — o
(3) < @b > = a1

-+

ce qui généralise la relation classique qui se serait présentée si nous n’avions
pas introduit ces systémes-images, &4 savoir:

—r

< b > =atDb

Remarquons cependant qu’on a toujours, comme en géométrie ordinaire:

G e - — e 3 —
4) < fere; > =, < fgee; > =1,
+ + - -

ce qui revient & dire que
(8) ‘e = ‘f;-de €5 = €xf;
+ 'L

Les vecteurs des bases et des co-bases sont transportables parallélement selon
les lois:

+ + e - - -

(6) [6-7¢] = — ‘w; e [0-¢;] = e Fo;

— et P -
Si alors nous différentions (2), nous retrouvons, sans plus, la formule de I.C.G.
sous la forme que nous lui avons donnée en 4.1. (10). La formule n’a pas d’équi-
valent « métrique » ou autre, comme la formule de TISON-GROSJEAN, et c'est
ici que nous sortons des sentiers batbus, en méme temps que nous voyons la
théorie de I.C.G. venir rejoindre une idée que nous avions développée il y a
trois ans (*) et que nous avons résumée comme suit dans la préface de notre
Thése [14]:

() Non publié, mais communiqué. .
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«On sait que la gdométrie projective engendre la géométrie affine puis
la géomdétrie métrique en privilégiant d’abord un élément « de 1’infini » puis
une polarité. Or les deux opérations fondamentales de la projective sont la
polarité et homographie. Que se passerait-il si on privilégiait eussi une homo-
graphie? Un examen élémentaire montre que la géométrie prend une allurve
un peu étrange: dans le plan algébrique, deux droites déterminent un point
qui n'est pas leur intersection; un référentiel projectif se dissocie en un trila-
tére et un tri-point bien distincts, ete. . Si ;f* est homographie privilégiée, les
relations d’appartenance des points aux droites s’éerivent o'« f*- b= 0. L’idée
des produits mitoyens de la géométrie semi-métrique se trouvait déjr 1a ... ».

4.5. ~ Tenscurs caractéristiques en géométric semi-métrique: Nous allons
maintenant faire apparaitre le lien « semi-métrique » entre les théories I.C.G.
et F.MUT., en méme temps que nous ferons entrer le tensewr A'I.C.G. dans la
Théorie Unitaire I’EINSTEIN. Nous étudierons d’abord les tenseurs caractéris-
tiques puis les connexions.

Soit d’abord deux structures métriques, c¢’est-i-dire auto-images F.M.T.;
soit ,a; et ,a; leurs tenseurs métriques respectifs; on a done:

R

@ s = — 0t 0 = —y;-ia’

<+ R o= o <o

H-

Admettons que les § et les y soient aussi images au sens I1.C.G., ¢’est-a-dire qu’il
existe un tenseur régulier mitoyen ,f* tel que Von ait:

. b +
@) O = 01"y =it

F e
Les tenseurs métriques sont alors images au sens I.C.G., c¢-a-d F-images

F + & = FF o+
oty 1, i = if, Fale fi
X

FF & F

o4

3) | @ =

7
&

H<

On voit ainsi apparaitre un tenseur régulier caractéristique du type F.M.T.,
c-a-d un tenseur semi-métrique d’EINSTEIN

£ -7
s == Oy ;= ffa gt = ...
£F &+ F £ FF

()
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Les deux représentations matricielles de ce tenseur, correspondant aux deux
images, sont elles-mémes F-images:

) Fox £F & FxoF
(D) i = ifk'l:.ql' lfi gl = tfk.kgl.lfi
’ +F £ FTL F + &

De (4) on tire aussi les relations

J S
;= k¥ o= s ‘ol = ...

(6)

He
B
‘..

H

H

t*

et les relations

FF +F  F
had == iy gty i e L
. S SO Y b

g

Les deux tenseurs métriques transforment les deux tenseurs caractéristiques
en leurs inverses ’

= F
(8) i = Rt
e

g
T

<

-H

jesd -
i pu i i

Et le tenseur semi-métrique interchange les deux tenseurs métriques

¢

: ci ok Fa
(9) o= tg¥e ., Yyl ity = ...
FF * &

de méme que les deux raprésentations du tenseur d’L.C.G., transposées I'une
de 'autre ‘ .

o ¥ FOEF =
(10) 7 = gl ify = ...
=+ +F £ S

Nous avons ainsi résumé toubes les relations existant entre les tenseurs ca-
ractéristiques introduits: deux tenseurs de RIEMANN, un tenseur de Mmie CAT-
TANEO eb un tenseur d’EINSTEIN ou de Mme MAURER-TISON. Par convention
de notation, lorsqu'il s’agit de tenseurs caractéristiques, la méme lettre d’appui
désigne & la fois le tenseur et le tenseur inverse.
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4.6. — La «vraie métrique »: A ce stade de la discussion se léve tout naturel-
lement la question de la « vraie » métrique, comme dit Mme TONNELAT. Nous
renverrons d’abord & cet auteur [7, Ch VI] pour une revue assez compléte du
probléme. Puis nous nous permettrons de nous demander ce qu'est en fait une
« vraie » métrique dans une Théorie Unitaire qui sollicite visiblement une géo-
métrie plus vaste que la géoméirie métrique. Il faudrait aussi se mettre d’ac-
cord sur ce que l'on attend de la « vraie métrique »: représenter le champ gra-
vifigue? déterminer les géodésiques? fixer I’équation caractéristique des ondes?
élever et abaisser les indices sous les signes de différentiation absolue? mesurer
les distances et les angles, eb ainsi déterminer le cone isotrope ou cone de lu-
miere?

Rien ne nous dit que dans une géométrie plus large que celle de RIEMANN,
la géométrie semi-métrique précisément, et dans une théorie plus vaste que
la Relativité Gravifique, & savoir la Théorie Unitaire, ces différents roles ne
seront pas tenus par deux ou plusieurs tenseurs, tels que nos deux tenseurs
métriques ci-dessus et le tenseur semi-métrique. La Théorie Unitaire fournit
deux tenseurs symétriques du type riemannien, qui sont ;hj et k' dans les dé-
compositions que nous rappelons ici

Fa
(1) 5 = vy = ik A
¥

=T

Sans entrer ici dans le détail des suggestions faites par de nombreux auteurs
au sujet de la «vraie» métrique, signalons simplement que pour HLAVATY
[6, p. 3] le tenseur métrique est ;2;, tandis que pour LICHNEROWICZ [2, p. 288]
c’est “I*. Puisque notre géométrie introduit deux métriques riemanniennes
images 1'une de Vautre selon le tenseur ,f A'I.C.G., il devient tentant de poser,
2 titre d’essai tout au moins

» .
O = Gy tqd == 7

Bien entendu, pareilles relations n’ont de sens que si ;&; et I’ obéissent aux
diverses relations du n. 4.5; or il en est bien ainsi, comme la suite des calculs
va le démontrer. Cette hypothése n’aura évidemment pas répondu & la question
de la «vraie métrique », en supposant que cette question ait un sens, mais
elle aura réconcilié (4 ce stade tout an moins) les deux points de vue opposés
de Hravary et de LicuNErowicz. En outre, non seulement elle aura élargi
le débat, mais elle nous aura permis d’interpréter en Théorie Unitaire le tenseur
de Mme CATTANEO, comme on va le voir.
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4.7. - Le tensewr de Mme CATTANEO en Théorie Unitaire: Rappelons d’abord
qu’entre les termes de la décomposition du tenseur métrique existent les rela-
tions ci-apreés, faciles & démontrer [13]:
b

iy A ke imE o= R

1) oy ImE ke ik

— 0 ke - ek, =0

les deux dernicres se déduisant 1'une de Pautre.
Ceci posé, on a

-

{

\ t Fg7 == M — P /
, - o ‘ , )
(2) = o N LS S £
¥ / b = FhT - i
+ — !
avee
3y A=k R =

les deux valeurs de 7 étant égales d’aprés (1) ci-dessus. On a ainsi retrouvé la.
décomposition du tenseur d’I.C.G., décomposition (6) de 4.1. déja signalée
par son aubeur, et en méme temps on a identifié 47 & une grandenr bien connue
de la Théorie Unitaire: c’est le tenseur &} de Hravary [6, p. XIJ. ‘

D’autre part, on sait que d’aprés 'équation de chamyp ci-aprés de la Théorie
Unitaire

a,(\/j gl -im’) =0
on est tenté d’assimiler le tenseur
Hy,=:vTq] mit
=g |(1| * Egir M

aun champ électro-magnétique. Cette hypothése fournirait ainsi une relation
entre le champ électro-magnétique et le tensewr A’I.C.G., relation déja pres-
sentie par cet auteur, sous une forme quelque peu différente, il est vrai[10, p. 54].

Le tenseur inverse d’I.C.G. ne présente pas tout-a-fait la méme décomposi-
tion en fonction des tenseurs de la Théorie Unitaire; on a en effet:

-+
+ O Ryl = BV - Ryt
(4) ! = . = ¥ 17— A7)
i L7 R ihk Y7 ¥ pe— ikk SR X
ZLoo ) . .
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Le calcul de ces deux décompositions, en pouvant s’exercer par deux voies

différentes, aura démontré la compatibilité des hypothéses ¢ = 7 et a = I.
- +
1l va de soi que les hypothéses contraives « = et @ == [ conduisent & des 1é-

+
sultats similaires, tout aussi satisfaisants, mais ol ¢ aura changé de signe.

4.8. — Connewions-images: 11 ne faut pas s’attendre & trouver en général
des connexions qui soient & la fois F-images et G-images; nous allons voir ce-
pendant qu’il existe des relations simples entre les connexions assocides aux

différents tenseurs caractéristiques. Soit p l'un de ceux-ci; nous désignerons
» () -
par Tw+, et ~w- les deux connexions qui sont images selon p; le méme indice (p)

affectera la différentiation mitoyenne calculée an moyen de ces connexions.
On devra donc toujours avoir, par définition de notation

{r)

P Vor =0

ce qui constitue en méme temps une définition de la notion de tenseur caracté-
_ristique. ‘ : ‘

Pour alléger les écritures, nous exécuterons cette fois les calculs en nota-
tion matricielle sans indices-lettres, mais en conservant les indices-signes; les
matrices sont & #° éléments et sont représentées par des minuscules. Soit done
iEBi les deux matrices connectives associées aux deux métriques; leurs coef-
ficients sont les symboles de Christoffel associés & ces tenseurs symétriques.
On a ainsi

(a)
@) Vity = 004 — 40y Foyp — p0F yay =0
P Pl < - <~

et on notera qu’il s’agit ici de différentielles du type classique, non mitoyennes.
. {9
Soit d’autre part fw:; les matrices connectives assocides au tenseur semi-mé-
& .

trigue, et posons

(N {a)

3 ‘ *r, = o, — Tw,

(3) T =T0x— F0s
paad

les éléments des deux matrices *v+ et ~v_ étant des 1-formes & valeur tensorielle.

< <
< <

On voit alors aisément que

v @
(4) Vaids = 105 F1F + 175105
. L < < .
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Or nous disposons ici d’'une des formules typiques de la géométrie semi-métrique:

= (m) . {a) (a) {a} ()
(5) Vi = Vi) = Vaf ety f Vot = Vi~

formule dont le lecteur fera aisément la démonstration. Dés lors on a:

()

6 » - — _-“"E‘——-_a— ,_l_ T+‘ [_n“‘[b"‘
( ) v(_‘f‘j +§. < T +<__ +f
- +
=G TT A T
+f P T +f

- +
On définira les connexions F-images en posant

o

() Vi~ =20

ce qui par comparaison avec (6) donne

[¢3] {m) A 63} {a) )
8 T = T — T wt = ot LTT = ot
(8) ol o SIS +0 +'r.'<—;_ +
oit Pon a posé
. A i i) i3 1
(9) :t‘l,'j: = __’L__aIl':f—Tv AT

i1 éz

pus ol

Or un calcul similaire peut se faire relativement & _f*, inverse de .f—. Il con-
duit & une seconde paire de connexions images, garantissant la relation

[¢3]

(10) Vit =0

connexions définies par la relation «image» de (8), c¢’est-a-dire une relation
déduite de (9) en permutant les 4 et les — . Comme les relations (7) et (10)
impliquent les relations ‘

(11) V-t =0 V4f =0
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il doit donc exister des relations entre les deux paires de connexions F—imawges;
on voit aisément que ces relations sont

A

L A
(12) +f(z {;i 7)” =47 {; Ty

et qu’elles permettent de faire passer de 7 & v et inversément.
-+
Chemin faisant, nous aurons rencontré deux matrices dont les éléments

Y

sont des 1-formes & valeur tensorielle, & savoir

S >

i

@as3) ot
&

e >

T + 1)t Lo = (Tt +
+(<+__"<) U (<:_|

+1

et qui possedent les intéressantes propriétés d’étre a la fois: 1°) auto-images
pour les méfriques correspondantes

(14) ‘ fate o ay = Eg,

(16)

On aura remarqué le jeu des quatre tenseurs caractéristiques, élevant et abais-
sant les indices- lettres, changeant ou respectant les indices-signes, et on aura
ainsi vu dans quel sens la géométrie semi-métrique généralise une propriété
bien connue du tenseur métrique. On peut dire que ces deux matrices g ne .
ne constituent qu'un seul &fre géométrique, et ¢’est pour cela d’ailleurs que
nous les avons notées +o+ et —p~, mais non point o+ et o~ comme c’était le
eas pour les 7. - - < <

Le cas g = 0 est celui ol il n’existe plus qu'une seule paire de connexions,

< < . :

lesquelles seront & la fois F-images et G-images.
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§ 5. - Courbure et torsion.

5.1. — Matrice de {orsion-courbure: Introduisons le produit extérieur de la
matrice de différentiation par elle-méme; ce sera

(1) Q=ANA=6+r
T =< =
avee
2 r=@6A0)+8A0 =P +U
< L ‘e e
< ‘e
et avec
iR]_ 1S j: 1 i /\ .y’ O
| Sl S < = b=
3) P = | U=
= I, o | = l 0 e AFO |
< < | <~ < <
< e -

La matrice P sera dite de « torsion-courbure »; ses éléments sont des scalaires
-

= :
généranx d’ordre 2, c’est-a-dire des 2-formes & valeur tensorielle. Un caleul
simple donne ces éléments qui seront

la torsion:

(4) 8= (0N ) 4 ‘o N\ B0 = (VA 0) =V
< < < <= < < < <
<« <

la cb-tm'sion

(5) T, =0Ay) + v\, = (VA yp) =Vy;
< < G < < % <
< <«

la courbure

(6) Ry = (0N ‘w;) + ‘o A\ *ow; = (VA ‘w;) = Vi,

ﬁ: <— < < < < “— j:

Ces éléments seront par définition les différentielles absolues des éléments
de la matrice de structure; ¢’est d’ailleurs ce que rappelent les 3es et 4es membres
des relations ci-dessus. :

6. — Rivista di Matematica.
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La transposition donne

N — 0 )
< <« <
< P
avee
) r=0BA6)—6p6=P+T
<= LS < <= < “—
< < <
et avec
LT — A0 0
<= K “— <4 <
- < ~ —
(9) P = U =
<~ <= < P
< <

.

La matrice U est inconnue du calcul tensoriel classique; elle est identique-
< . .

L
ment nulle dans les théories de F.M.T. et de I.C.G., mais par contre on la trou-
vera dans les travaux de M. LExoir. Nous n’aurons pas & en discuter dans le

N

présent mémoire, et nous renvoyons aux travaux de M. LENOIR & ce sujeb

[16], [17], [18].

8.2, — Substitutions linéaires: 1°) B-substitutions (changements de base):
Nous venons de signaler le caractére B-tensoriel des matrices Q et P; il s’agit
< .
o : R
14 d’une propriété bien connue du calcul tensoriel classique. Nous pouvons tou-

tefois la démontrer directement et d’une facon extrémement simple:

(1) AN=AAd = Q@ —AAANAANA—A0A
< < i—: < “— :

d’olt en particulier

(2) r=Ard P =APA
< <« < .
= <~ D =

On trouvera cette derniére formule chez M. LeENoIr [17], démontrée par des
procédés plus classiques et plus longs.
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20) OF-substitutions (homographies) ou transformations de Mme CAT-
TANEO: La démonstration sera formellement la méme que pour les B-substitu-
tions, et on aura

3) -0 = —1«?+.+A+.+I;‘~ A —F+.+A+.+F_ — —F+.+_Q+.+F_
< - < =

d’olt notamment

@) : “P_ = -F,-+P, -+F.

t

<

et en particulier

qui est ce que nous appellerons la seconde formule de Mme CaoTrANE0. Lo dé-
monstration en est donnée ici d’une fagon synthétique et directe, sans passer
par les longs intermédiaires de caleul qui sont d’habitude nécessairves [10, p. 50],
[9]. Notons qu’on a en méme temps démontré que

(6)

l
b

OR3
,M\ E‘Zf“
[
H

J+

39) OG-substitutions (hétérographies) ou transformations de Mme MAURER-
T1soN: La démonstration suit les mémes principes que les précédentes:

(M — -0 = "G+-+A+-+G_/\ "G+-+A+-+G_ — —G+.+_Q+.+G_
= - i b

d’olt notamment

-P_ = ——G+. P+ G..
(8) < +<~ +

<

et en particulier

‘ + +
(9) iRy = k.le.lgj
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relation que nous appellerons la seconde formule de Mme MAURER-TISON .
Notre démonstration appelle les mémes remarques qu’d propos dua (2°) ci-des-
sus; on trouvera en [12] la démonstration donnée par cet auteur. En méme
temps, nous avons démontré que

* g *
(10) N g T i == g *8

<~ T4 T TE o<

< < P <

5.3. — p-substitutions (changements de jauge de seconde espéce): Il nous
faut envisager ici les gp-substitutions de Ter et de 2d ordre affectant 5. On aura:

<
=
(1) Q ={0+D}pr=0-+{r+®}
< <~ < < € &
< < < e G e
et par transposition
@) o —{_am(b}-m S +{r @}
<= ~— < <—
~— < < <f < <— -<

(rappelons que @ est diagonale et ainsi égale & sa transposée).
<

L .
De ce caractére diagonal de @ résulte un théoréme important: « Les termes
P .

; . ;‘ .(—‘ . . I . -
‘r et r; de la matrice r présentent 1'invariance géodésique ». Un caleul direct
< <— <— :

< < <
montre d’ailleurs que si 1’on introduit

(3) 0" =0 + g, = (0N @)
DA

-

A
M

on aura

R+ @l 0Ny, S +eA0+ 9Ny |
< < <

= < i R |
(4) e ‘ ) |
' = T =y ANg +@ Ay D -y A 0 %
f; T f__‘ < i

(*) En Théorie Unitaire, ces relations constituent les conditions d’mtetnablhtc de
Bosi-ScHrODINGER [7, p. 48]
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Tei, deux points de vue différents vont s’affronter: Si 'on considére r comme
<

représentant la torsion, on a le surprenant théoréme: « La torsion ejt,— g-inva-
riante ». Ainsi, aucune g-transformation ne pourrait alors servir & annuler le
vecteur de torsion, comme cela se fait en Théorie Unitaire; ceci est tout-a-fait
contraire & l’opinion généralement admise, «opinion » qui n’est qu’une simple
conséquence de la définition classiquement admise pour la torsion. Selon ce
point de vue, le vecteur de torsion retrouve le caractére intrinséque qui lui
manquait dans la géomdétrie affine classique de CARTAN.

Mais on peut tout aussi bien s’en tenir au point de vue classique selon lequel
‘S de la définition (4) n. 5. 1 représente la torsion. Alors une g-substitution

<

é‘_ .
remplace S par
i
=

80 = 18 @ Nl
< S
< <

mais en méme temps, le terme ‘U qui était identiquement nul devient

=
‘iU’::"O/\W
<~ G e
Lo

ce qui assure Pinvariance de ‘r. Les mémes remarques s’appliquent & la eo-
<

‘6—‘ - »
torsion, & ceci prés que cette notion est étrangére & la géométrie affine classigue.
Une dualité assez semblable de points de vue se retrouve & propos de la

courbure. On sait que si Pon exécute une g-substitution ot ¢ est une forme
e
ouverte, le tenseur de courbure subit une transformation par addition de @- I,
-

-

& la 2-forme ‘R;. Dans notre géométrie, nous retrouvons la méme propriété
«
<— ’ . . . .
si nous admettons que les termes ‘U, de la matrice U sont ¢-invariants. Mais
< <=
< <—

nous pouvons tout aussi bien considérer la courbure comme g-invariante et re-

porter sur ‘U, les termes en @.
- <

<.‘ .<- s . T YRy .
Une autre remarque se présente d’elle-méme ici. Nous avons déja dit que
les matrices de structure de M. LENOIR présentent une «forme-origine » p == 0

<
dans le coin inférieur droit. Si nous introduisons une pareille 1-forme dans
notre matrice de structure, nous obtiendrons

(5) =8+ ONg = (0N 0) +{i0;—@ T, }A 0
= z: e ‘e e < < <
=T oAy = A y) +yiA{‘w;—e- I}
< <= < ‘= < < <
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Tout se passera done comme si nous étions partis quand méme d’une matrice
de structure & forme-origine identiquement nulle, mais & connexion représentée
par

(6) ) = 0, — g1,

<« R

Dans les applications de notre géométrie & la Théorie Unitaire, on pourra done
introduire des connexions & vecteur de torsion non nul, & condition de faire
figurer dans le coin de la matrice de structure une forme-origine appropride.

Une derniére remarque a trait aux « transformations de jauge de seconde
espece et de second ordre », c’est-a-dire celles ol & 6 on substitue

<~
<

=0
«—
=

My
M=

1a 2-forme ouvant étre ouverte. Ces transformations modifient les termes dia-
¥

2

=
gonaux de 7 exactement comme le faisait la forme fermée @ ci-avant.
‘e e
< <

5.4. — Courbures-images: Nous pouvons appliquer ici dans ses grandes lignes
le procédé d’exposé des n. 4.1. et 4.2., et nous aurons ainsi:

10 Courbures-images du type I.C.G.: On voit apparaitre deux matrices
mitoyennes:

(1) iF:.?r.Q.; _— i‘Qi — iQi-iF;
< < <
< e <

Contrairement & ce qui se passait pour la matrice de diftérentiation, cette nou-
velle matrice n’admet qu’une deriture:

tR- *§ OAy: 0
— <~ < < <— |
< < <~
) r =6+ |
cx= T 0 0 + A F0 |
< <~ <« <= < |
P < <
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20y Courbures-images du type F.M. 1. Tei se présentent les matrices mito-
yennes

+) )
(3) O =102, 4G D, = G,
< < < <
< < < <
(=) (—) ’
Q- = G- -0, = _0-_G,
< < < <
< < < <

La seconde formule de F.M.T., genéralisée comme nous ’avons fait, permet de
ramener ces matrices & deux:

+) () ¢+ ()

(4) +.Q“ == +.Q- = — - YN E-Q+ :-‘:‘”"'_Q+
<« < <~ < <~ <«

< < -~ < - “—

Nous aurons ainsi défini une matrice mitoyenne de torsion-courbure qui soit
telle-que -son-image soit-ga transposée changée de signe:

[! E
P <~
. [ p
(5) Py o= { ‘
P LTy o

Si maintenant nous envisageons le cas d’une structure auto-image, nous au-
rons en méme temps démontré le théoréeme: « Si une structure est auto-image
au sens de la théorie F.M.T., sa matrice de torsion-courbure est antisymdtri-
que». On a ainsi retrouvé un résultat classique (notation tensorielle) de la géo-
métrie métrique:

(6)

5.5. — Notion d’«einsteinicité»: On sait quEINSTEIN a introduit dans la
Théorie Unitaire 1a notion particuliérement féconde de « pseudo-hermiticité »;
nous remplacerons ee vocable un peu lourd par celui d’« einsteinicité », et nous
Pemploierons comme on emploie le mot «hermiticité »; « einsteinique» sera

le pendant de «hermitique », etc.
(+3 (=) .
Soit M, et + M _ deux matrices dont les éléments sont des scalaires généraux;
+) ()
leurs transposées seront notées respectivement .M. et -3, . Il est enbendu
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qu’il existe une opération unaire, appelée « passage aux images» et qui trans-
+) (—)
forme M en M et vice-versa. Nous dirons alors que ces deux matrices sont

einsteiniques si

(+) (3

s My — My =0

+) {—)
Par contre deux matrices N et N seront anti-einsteiniques si

(+) {—)
#Ng + N7 =0

La matrice G, représentant le tenseur semi-métrique, est un exemple de matrice

einsteinique, tandis que la matrice de courbure —R4 & n? éléments, et la matrice
-(—.
3 ~ . 212 e 4
de torsion-courbure _P. & (n + 1) éléments, sont des exemples de matrices
p
. - <
anti-einsteiniques. ;|

Deux matrices L seront dites auto-images si

(+) {(—)

#lg—5Ls =0

et anti-auto-images si

() (=)

2Ly +3Ls =0
Si nous combinons ces diverses possibilités, on voit aisément qu'une matrice

einsteinique et auto-image | -
e .. . . - est symétrique
ou anti-einsteinique et anti-auto-image f
anti-einsteinique et auto-image . .
. . . . . est anti-symétrique .
ou einsteinique et anti-auto-image

Soit alors A une variable ne pouvant prendre que les valeurs 4 1, et chan-
+

geant de valeur lors du passage aux images; soit H une matrice symétrique et K
une matrice anti-symétrique, toutes deux auto-images. On voit facilement
qu’on fabrique une matrice einsteinique en posant

G =H + JK
+
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et une matrice anti-einsteinique en posant

R =/ H+ K

+

{on obtiendrait des eas d’hermiticité et d’anti-hermiticité en remplacant 1 =

=14 +1 pm‘?::}:\/j)-

Une derniére remarque se place ici: Nous ne pouvons -plus confondre géo-
métrie métrique et géométrie riemannienne. Une structure G-auto-image est
telle que la matrice G est symétrique et la matrice P définie en (5) de 5.4. est

=
anti-symétrique; dans cette derniére, les termes T de co-torsion peuvent &tre
<
diftérents de zéro. Ce n’est que si ces derniers so?w.—t identiquement nuls que la
structure est riemannienne; sinon, elle est seulement métrique. De méme,
nous ne pouvons confondre géométrie semi-métrique et géométrie einsteinienne
(géométrie propre & la Théorie Unitaire). Une structure semi-métrique posséde
une matrice de torsion-courbure anti-einsteinique; mais dans la-géométrie de
la Théorie Unitaire, on postule en outre que cette matrice est symétrique sur
les termes de torsion, ¢'est-a-dire que la torsion est anti-auto-image. Une structure
métrique non riemannienne aura done des coefficients de connexion I, dis-
symétriques sur leurs indices inférieurs, et différents des symboles de CHRIS-
TOFFEL; ceci implique D'existence d'un tenseur 7}, dissymétrique sur ses in-
dices de covariance, et tel que la matrice || ‘g, | définie & partir de }; selon la
“

formule (13) dun. 4.8., soit identiquement nulle. Enfin, la structure riemannienne
associée & une métrique donnée, de méme que la structure einsteinienne as-
sociée & une semi-métrique donnée, sont uniques, en vertu des théorémes bien

connus d’unicité en Relativité Gravifique et en Théorie Unitaire.

5.6. — Identités de BIANCHI: Ces identités, étendues par CARTAN aux variétés
affines, se démontrent ici trés aisément. On a identiquement:

[OAT]=[6A{OAO} +[6A{AO}]
< : < < % <— <— <
Le dernier terme, identiquement nul, peut étre remplacé par un autre terme iden-
tiguement nul; on a ainsi
[6AT] :[{5/\ @-}/\ O] +[{@/\ @}/\f 0]
< <= < e < < <

.
=[{(0ANO) +ONOINO] =—[OAT]
<= & < e <— e

pra.
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soit, en faisant passer tout dans le premier membre

(1) [Anr]

e

fi

Mt o

Les deux matrices du produit étant B-tensorielles, il en va de méme pour les
identités.
Si nous décomposons r nous obtenons d’abord les identités de BIANCHI
-
proprement dites -

[V A ‘R,] [V A o, ]

0
< = +

(les termes de la matrice U disparaissent identiquement) et ensuite les autres
-e..

identités de CARTAN, qui ne sont autre chose que les identités de Riccr appli-
quées aux formes 0 eb y,, & savoir

pal
e <—

(3)

On voit aisément que ces identités sont indifférentes aux « transformations
de jauge de seconde espéce» du premier ordre (¢ — substitutions) et méme

-
du second ordre ((D -substitutions) & condition alors que @ soit une 2-forme
fermée. = s

Summary.

At first, a survey is given on the basis of the theory of the linear substitutions in the
n-dimentional spaces; the wellknown existence of two complementary types of substi-
tutions has been emphasized upon: the changes of the base vectors (matrixes denoted
by A) and the collineations (matrixes denoted by F' for the homographies and G for
the heterographies). Then, the first principles of the exterior analysis and of the tensorial
analysis are examined from a purely algebraic point of view, where the differentials are
assimilated to commutators or anticommutators according to the parity of the diffe-
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rentiated form. This enables to introduce an operator-matrix A with (» -+ 1)? elements
which are of a tensorial nature; the external product of this matrix with itself gives
the forms of torsion and of curvature. This product commutes identically with the
matrix A, and this identity is nothing else but the Braxcur identity.

“Then the operator-matrix ¥ is introduced, whose commutators and anticommu-
tators are the absolute differentials. This operator shall commute with all the substitution
matrixes, of all the above mentioned types, and these commutators represent a new
sort of absolute differentiation, the «joint differentiation » using two different connec-
tions simultaneously. The annulation of the joint differentials of the 4’s gives the clas-
sical connection transformation for a change of the vectorial bases. And the commuta-
tivity of ¥ with the F’s and with the G’s introduces the geometries of Mrs CATTANEO
and of Mrs MAURER-TISON, respectively; the same property leads to an elegant demon-
stration of the relations, discovered by these two mathematicians, between connections
wich are «images» of each other, and between the curvatures associated with those
connections.

The semi-metric geometry of the autor is then presented, i.e. the geometry of varieties
which possess two structures, «images» of each other. It is pointed out that this geometry
includes the main results obtained by Mrs Carraneo and by Mrs Maurger-Tisox. The
« characteristical tensor » of Mrs CATTANEO gets in this way a simple interpretation and
a. physical significance in the Unified Field Theory .of. EiNsteiN. and. SCHRODINGER.
Moreover it appears that the semi-metric geometry is the key to the Unified Theory,
exactly as the metric geomefry was the key to the Gravitational Relativity. The funda-
mental non-symmetric tensor of EINSTEIN g,; plays here the part of a «semi-metrie »
tensor: it lowers indices « through » the symbol . In a semi-metrie variety they arve two
(symmetrieal) metric tensors, simoultaneously; one of these may be assimilated to the
metric tensor admitted by HLavary and the other to the one proposed by LICHNERO-
wicz. And the tensor of Mrs Carraxzo transforms those two tensors one into the
other.
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