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Fivix R. Marsicano (%

El desplazamiento de los nodos de las érbitas cometarias. (**)

Introduccion.

En una serie de Notas aparecidas tltimamente cuya resefia damos al final

de-sste trabajo, diversos attores, e especial FreD. Tir WHipPLE, Han estudiado
la composicidn, forma, extensién, ete..de la cola de los cometas y la pertur-
bacién que la variacién de masa de los mismos introducen en sus movimientos.
Dado que la masa saliente — la cola — est4 situada en el plano de la érbita,
no pueden existir perturbaciones de los nodos y de la inclinacion de 1la misma.

No obstante ello, el autor citado sugiere la presencia de una componente
de 1a velocidad de salida de la masa, normal al plano de la érbita, cuando la
velocidad de rotacidn del cometa se efectie en un eje inclinado con respecto
al plano de la drbita, de tal manera que las particulas de gases y vapores de la
cola se situen en planos paralelos al ecuador del cometa.

Nosotros esquematizamos convenientemente esta idea de F. L. WHIPPLE,
considerando ademés que el cometa tenga estructura giroscépica, de manera
que el eje de rotacién propia posea un movimiento de precesién regular.

Planteada la ecuacién de perturbacién de los nodos, la’integramos entre
dos valores préximos de la anomalia verdadera, tales que entre ellos pueda
considerarse constante el radio vector sol-cometa.

1. - Planteo del problema.

Esquematizamos al cometa (c¢f. Figura) considerandolo como un punto
material (a masa variable), siendo k, el versor del eje propio; k el versor normal
al plano de la érbita; 6 el 4ngulo de nutacién (constante); ¥, el versor de la ve-

(*) Direccién: Ingeniero Civil FEnix R. Marsicaxo, Calle Riego Nufiez 747, Tur-
dera F.C.R., Ptz de Bs. As., Argentina.
(**) Recibido el 20-VI-1959.
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locidad relativa de salida de la masa [este versor est4 situado en el plano normal
" al eje E, (ecuador) del cometa y en el plano normal a la érbita que pasa por
el sol 8y por el cometa ¢, de esta manera tenemos en cuenta, por una parte,
el hecho de que las particulas salientes estdn situadas en el plano del ecuador
y por otra, que la cola se extiende en oposicién al sol}; i es el versor con origen
en el sol § dirigido hacia el perihelio; ¢ la anomalia verdadera del cometa;
e el radio vector sol-cometa; u el 4ngulo de precesion contado desde el eje i

hasta el eje nodal n® normal a los ejes k, k,; j versor normal al eje i situado en
- el plano de la ¢rbita; &° versor interseccién de los planos ij v Fkk,; I° versor in-
terseccién de los planos del ecuador y del kk, de manera que o X k = 7/2 — 0;
% el dngulo que forma el versor ¥} con el eje k; « el angulo de los planos k Ve
y kD,
Para el caleulo de la perturbacién nodal es necesario el caleulo de la fuerza W
normal al-plano de la 6rbita y para ello es previo el del cosy. Del tridngulo
esférico Ko V9, rectangulo en I° se obtiene:

24
(1) tg(—z- — 0> = tgy cosx,
pero « se calcula rapidamente observando la Figura:

(2) « = @—yp—a/2,
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luego
{3) cos a == sen (p — ) .

De (1) v (2) segue

(4) tg ¥ = cotg B/cos o ,

o bien

(5) cos 7 = 1/A/1 -+ tg* 7 = cos «/V/ cotg? 6 1 cos* a,
(6) cos y = sen (p — w)/\/cotg2 6 4 sen? (p — ).

El médulo de la fuerza perturbadora W esta dada por:

dm

(M | | W] =1V, cosy 5>

(s

, 4
donde | ¥, | es el médulo de la velocidad relativa de la masa saliente. Y dL;L la

variacién de la masa del cometa con respecto al tiempo, que de acuerdo a la
ley de F. L. WHIPPLE, es proporcional a la masa e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia sol-cometa:

dm . Cm

(8) T e

con C factor de proporcionalidad.

2. - Cilcule de la perturbacién de los nodos.

Consideramos un plano fijo de referencia pasante por el sol y, sobre este
plano, una semirrecta fija S§X pasante también por el sol; llamamos NN la
recta interseccién del planoc de la érbita del cometa con el plano fijo; & el angulo
entre SX y SW (longitud de los nodos); g el angulo SN con el versor i (longitud
del perihelio) y v a la inclinacién del plano de la érbita con el plano fijo; e la ex-
centricidad; a el semieje mayor de la érbita del cometa (consideramos Orbita
eliptica); » la velocidad angular media.
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Utilizamos la férmula del movimiento perturbado para el desplazamiento
de los nodos:

(9) d:_\/l——e~sen(g+zp)l

®
di na seny 1 -+ ecosp |

Reemplazando (7) y (8) en (9), teniendd en cuenta la (6) y desarrollando las
funciones de ¢ que aparecen en (9) segn las clésicas series en sen(nt) y cos(nt),
se obtiene una integral del tipo :

E = f'F(t) as
¢y

muy dificil de resolver debido a la complicacién de la funcién F(t). Por lo

tanto integraremos entre dos valores préximos del tiempo #, y , tal que en el

intervalo (¢, t.) pueda considerarse p = g, = (constante); ¢ = n,t, es decir
pueda considerarse que la trayectoria es circular y el movimiento no perturbado,
uniforme.

En (9) | W|* es la fuerza perturbadora por unidad de masa:

| e LW V] cosy dm
(10) ) lW' T m dat !
que de acuerdo a (8) queda:
ClV,]|cos y
(11) | W = _[__9[2_(_’3_1_

Integramos la (9) entre los dos valores t,, ¢,, teniendo an cuenta las consi-
deraciones del parrafo anterior:

12

ciV,| ’ sen(g + n,1)-sen(n,t — ) &

12 0 5]y =
12 . [ L‘ 7y o} seny 4 cotg?® 0 4+ sen® (ny t — p)
tl

Por ser la precesién constante podenos poner:

(13) Y=t -con w = constante .
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La rafz cuadrada del denominador la podemos descomponer en suma de
potencias como sigue:

1 L O — ~1/2
{Ootgg 0 _}_ sen? (n1 - w)]_l/n: {1 o sen ()11 ) t“ 1 -

cotg 0 cotg? 6
(14)
1 1 1 sen®(n, —w)t N 3 sent (ny — w) ¢
—@—5[—5 cotg 20 T8 cotgto }’

desarrollo valido para { sen®(n,—w)t}/cotg? 0<<1 6 sea para cotg® 6 >1
0 < mid .

Por otra parte sen (g + n,t) = seng cosn, t + cosg senn, {, de manera
que la (12) se descompone en una suma de integrales:

ts

SENCET Jn E—

68 = [sen 7 feos' it sen (m— w) -

t1

ny 08 sen y cotg 6

_ 1 sen? (n, — o)t 3sent(n, —w) i
(13) 41— = =

2 cot? 6 8 cotg? O

— > dt + cosg-

fs

‘ lsen®(n, —w)t  3sent(n, —w)t
nn, ¢ sen (n;,—w)t-{1—- 3 e ) dB
/ sen i, (m— ) < 2 cotg? 0 8 cotgi .

L u
Veamos las integrales del tipo siguiente:

ty

(16) { cos n, t sen (my— )t dt,
1y
t’

an f senn, t sen (n, —w) 1t dt,

2%

que se integran facilmente descomponiendo los productos en sumas, de acuerdo
a las férmulas siguientes:

sen (21, — w) t ==senn, ¢ €os (M, —w)t 4 cosn, ¢ sen (n; —w)t,

sen wt = sen n, t cos (N, —w)t—cosn, ¢t sen (n, —w)t.



270 F. R. MARSICANO [6]

Restando miembro a miembro:
(18) sen (2n, — w) ¢ — sen wt = 2 cos n, § sen (ny—w)t.

Per otra parte:
COS (20— ) T == cOs 1y ¢ €OS (1, — )t — sen n, ¢ sen (n,— w)t,
COS wt = €OS 1y ¢ ¢08 (N, — w) t + sen n, ¢ sen (n, — w) ¢ .

Restand 0 miembro a miembro:

(19) oS (29, — w) t — oS wt = — 2 sen n, ¢ sen (1, —ew) t.

La integral (16) de acuerdo a la (18) se resuelve inmediatamente:

.

179 1,
1
[cos Nyt osen (ny —w)t Al = 5 / sen (2 n, —ow)t df-—
4 N t
(20)
s
1 [ cos (2n, —w)t  cos wilt
—— | senwt dt = |— A+ ;
2 j ® { 2 (20, — w) 20 |’
53
lo mismo la integral (17):
13 iy
! L
j senn, t sen({n, — w)t df = — 5 / cos 2n,— w)t dt -
t 4

7]

1
+; / cos wt di == [—~

&

sen (2n; —w)t  sen wi]te
€

202 —w) | 20 "

o
Si tomamos el seguendo término del desarrollo (15) aparecen integrales del

siguiente tipo:

1a 2
(22) fcos 7yt sen® (n,—w)t di, (23) f sen n, t sen® (n, —w) ¢ di.
51 . ty
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Con la férmula (18) y la descomposicién del seno quadrado en funcién del
coseno del arco doble, se tiene:

(24)

Empleando la formula (19) se tiene asimismo:

1 1

sen® (n, —w) it = 773 cos 2 (n; — ) t,
iy ) )
f sen*(ny — w)t cosn, t dt =
tl

€08 (2n;, —w)t | cos (4, —3w)t  cos wi
o 420 —w) 8 (40, —30) = 8w '

cos (— wt) cos (2n; —3w) 1 cos (2n, — ) 1]

€ —_
4w 8 (2n,— 3w) 8 (2n, — w)

ty

ty
fsen ny tosen® (ny, — w)t At =
21

3 sen (2n; —w)t  sen (2n, — 3w) ¢

8 20, —w 8 (2n, — 3w)

sen (4n; — 3w)t 3 sen (— wt)|t:
8 (4n; — 3w) 8 w

t

Con las soluciones (20), (21), (25) y (26), despreciando ademds los términos que
contienen cotg? f y superiores como divisor, la (15) adquiere la forma definitiva
siguiente: ‘

[5 E]n:
. OV, | .jcosm_cos(mzl—w)t_’_
Ty, o8 seny cotg ¢ 1 20 2 (2n, — )
cos (2n; —w) t cos (4n; — 3w) ¢ cos wi €08 wi

i

§ (2n, — ) cotg> 0 16 (41, — 3w) cotg® 6 16w cotg® 0 8w cotg® 6
cos (21, — 3w) t ’ cos (20, — w) t 1

[ sen wt
" 18 (2my — 3w) cotg 0 ' 16 (2n, — ) cotg? 0 |

+ cos g-1 o

sen (2n; —w)t | 3sen (2n; — w) i ‘ sen (2n; — 3w) ©
2(2n, —w) | 16 (20, — ) otg? 0 ' 16 (21, — 3e) cotg? 0
sen (4n, — 3w) ¢ 3 sen wt 1 b

16 (4ny; — 3w) ctg? 0 16w cotg? 0 J £, ’
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Para tener idea del orden de magnitud del corrimiento de los nodos, inte-
graremos la ecuacién (27) entre la anomalia verdadera p==0 (pasaje al perihelio)
vy la anomalia ¢ = n/4 (Ia influencia del sol se extiende hasta los valores li-
mites 1,66 y 2,8 rad., segin el cometa de que se trate).

Supondremos ademés que el radio vector semantiene constante e iguala 2 U.A.
(la influencia del sol se extiende hasta las 3 U.A. para el BRooxs). La variacién
logaritmica de masa varia entre (dm)/m =10-3-4,8 y (dm)/m = 10--2,9 por
periodo, con lo que la constante ¢ de la férmula (8) queda:

C = 4-107? np?/(22) tomando (dm)/m=4-16"2 por periodo.

La velocidad ¥V, es del orden de los 5-10° cm seg~! y ademas es funcién de la
distancia al sol, anuldndose para p =2 U.A. 6 g = 3 U.A. segin el cometa; a
pesar de ello la consideraremos constante e igual al valor dado en el intervalo
0 < ¢ <z/4. La velocidad angular media » es del orden de los'5-10-% rad seg—.

La velocidad angular de la precesiéon o la tomamos igual a la mitad de »:

La inclinacién § del eje propio del cometa con respecto al eje normal al plano
de la drbita la supyonemos de #/6. Sea ademas x/2 la longitud ¢ del perihelio
v 7/6 la inclinacion y del plano de la érbita. .

Con todos estos supuestos, el corrimiento de los nodos, entre ¢ = 0 y ¢ =n/4
vale: ‘

[5 E]rﬁnt:”“ _ 02-4-103n-5-108 son oz/2 - cos (nt/2) .
A@=nt=0 n-2m7- g3 -sen 7/6-cotg /6 n
cos (3nt/2) | cos (3ni/2) cos (5nt/2) cos (nt/2)
T 3 U osn-(1,73)%/4  40-n-(1,73)2 8a-(1,73)2
cos (nt/2) cos (nt/2) | cos(3nt/2) \ =it
T dn-(1,73)2 Sn-(1,73)F 24-71,-(1,73)2)JM=0 -
4-10-2-5-10° cos 37/8
== — | cos /8 — —n— +
2n-2-15-1012-(0,50)-(1,73)-10-%-5 3
cos 37/8 cos 5z /8 cos 7/8 cos n/8 cos 7/8

T31,73)74 40-(1,73)2 8-(LT3)®  4-(L73)  §-(L,73)
cos 37/8 1 1 . 1 1 '

! anmomseremorrespt e . 3 — .
T 24.(1,73)2 T3 T 3,34 40-(L73)° + 8-(1,73)%

L1 ; ! 1\ 2-(086)
TELT3)E T 8-(1,73) 24-(1.73,)2> ' 27-15+(1,73)5 —

2 .
oy o ——— o~ —— radianes.
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Con las condiciones y limites supuestos, el corrimiento de los nodos es de
aproximadamente dos milésimos de radian.

La precesién dada por la férmula (13) debiera estar afectada de una con-
stante aditiva, el haberla hecho cero, indica que el dngulo de precesién y lo me-
dimos a partir del perihelio.

Consejo Nucional de Investigaciones C. y Tlenicas.
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