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CALOGERO VINTI (%)

Le teorie dell’ integrazione distribuite in uno spettro. (*%)

Introduzione. (1)

L. LEBESGUR () _aveva. osservato, per una funzione f(@), o <z <b, mise- . ..

rabile e limitata, che integrale di f(#) in (e, ) ¢ un numero compreso tra
Vintegrale inferiore e ’integrale superiore di f(») nel senso di RIBMANN.
Partendo dalla stessa osservazione H. HAmN (3) ha fatto vedere che, as-
segnata in (e, b) una funzione f(2) limitata e misurabile, comunque si consideri
una sucecessione di suddivisioni D, [ = &, << %, < ... < z, = b, n=1,2,3,..},
con la condizione che d, = max |, — «;| tenda a zero, esistono dei punti
i

1 . .
@, (i=1, 2, .., v,), con z,<®, < ¥4, tali che:

Z

1’"

tim 3 (@11 ) fw)= | fie) do.

n->00 fe=1

In tempi pit recenti A. MAMBRIANI (*) & stato portato, per necessitdh connesse
allo studio dell’area di una superficie, a ricerche dello stesso tipo di quelle di

(*) Indirizzo: Via Domenico di Mareo 15, Palermo, Italia.

(**) Ricevuto il 23-XT1I-1958. Questo lavoro & stato eseguito nel Seminario di Ana-
lisi Matematica della Universita di Palermo.

(1) Ringrazio il Prof. E. Ba1apa per i consigli che mi ha dato.

(®) H. LeBESGUE: Intégral, Longuewr, Aire, Ann. Mat. Pura Appl. (3) 7 (1902),
(cfr. pag. 232).

(3) H. Hanx: Uber Anndherung an Lebesgue’ sche Infegrale durch Riemann’
sche Summen, Sitzungsber. d. math. - phys. Klasse d. Kaiserl. Akad. d. Wissensch.
Wien 123 (1914), 713-743.

(%) A. MamBRIANT: Sull’approssimazione dell’iniegrale di Lebesgue per le fun-
zioni di una variabile, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 2 (1947), 173-181.
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H. Hapx. Egli ha dimostrato per una funzione f(x) quasi continua, limitata
0 no, che lintegrale di f(»), quando esiste, si ottiene come limite di somme
di RIEMANN, ove perd il punto @, pud essere scelto arbitrariamente in (s B14)
purché non cada in opportuni plurintervalli aperti di (a, b). I1 teorema di A,
MAMBRIANT ¢ il seguente: ‘

Se f(z) ¢ una funzione definita in (a, b) ed ivi quasi continua e integrabile
secondo Lebesgue, si ha:

a) ad ogni & >0 arbitrario si puod far corrispondere almeno un plurinter-
vallo aperto A di (a, b), con |4 |. <& (%) ed un numero 8 >0, con §<e¢, in
modo da aversi:

1) k_/f("”) d{v———’fgl (@ipa—m) flz) | < &

per ogni gruppo di punti vy, P, Ty ..., T, €St Scelli:

= By << By < ... < B, = b;
) se un intervallo (@, ©;44) ha punil interni fuort di A, sia @, — v, < J;
o
( se un intervallo (%;, %:41) ha i punti interni tutli in A, uno almeno dei
\ suoi estremt sia fuori di A; ‘

inoltre per & (i =1,2, 3, ..., n—1) punto qualungue dell’insieme (x,, ©;.,) — A.
" 3 Hy Oy eeny q q » Pig

Va osservato, con riferimento al lavoro di H. HaAnx, che la proposizione di
A. MAMBRIANI vale sia per le funzioni limitate che per le illimitate, e che inoltre
il MAMBRIANI da, fissato ¢ >0, la effettiva costruzione dell’insieme ove il punto
fv: pud essere comunqgue preso. Inoltre A. MAMBRIANI (%) in una Nota succes-
siva ha dato un gruppo di teoremi, generalizzazione dei risultati ottenuti nel
lavoro citato in (%), nel caso molto pilt complesso e di grande interesse per la
integrazione secondo LEBESGUE delle funzioni a piu variabili.

(3) Col MaMBRIANI il simbolo | 4. indieca la lunghezza di 4 (il punto sta ad evi-
tare ogni eventuale confusione col segno di valore assoluto). Cfr. lavoro citato in (4).

(®) A. MameriaNt: Sull’approssimazione dell’integrale di Lebesgue per le fun-
ziont di due variabili, Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend. CL. Sci. Mat. Nat. (3) 80 (1947),
201-226. :
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T risultati precedenti, ed in particolar modo quelli di A. MAMBRIANI, con-
ducono in modo naturale a dare una definizione costruttiva (7) dell’integrale
di LEBESGUE a partive dalle somme di RIEMANN. B precisamente daremo la
seguente definizione:

b) Una funzione f(z) definita in (a, b), lmitata, la diremo «integrabile
b
(L) in (a, b)» se esiste un numero I (== J f dx) che gode della propricta espressa

a
dalla proposizione &) del teorema di A. Mambria ni.

Tale definizione si estende al caso che f(x) sia illimitata in (a, b), anzi nel
§ 1, qualunque sia f(z), limitata o no, daremo una definizione d’integrabilitd
(L) che si riduce alla precedente quando f(x) & limitata, e faremo vedere che
nella classe delle funzioni quasi continue e equivalente alla definizione d’inte-
grabilith secondo LEBESGUE.

Nel § 1 daremo poi per una funzione j(z), definita in (a, ), un’altra deéfini-
zione d’integrale, dicendo «f(z) integrabile (R) in (a, D) » se esiste un numero

b
I (== j fdx) che goda della proprieta espressa dalla proposizione a) del teorema
«
di A. Mambriani, ove pero il plurintervallo aperto 4 di (a, b) pud essere
qualunque, purcheé sia | A|. << e, e faremo vedere che tale definizione ¢ equiva-
lente a quella data da Riemann.

La definizione d’integrale (L) da noi proposta contempla V'esistenza di un
ben determinato plurintervallo A al di fuori del quale si possono scegliere i
punti 2, mentre la definizione d’integrale (R) permette la scelta arbitraria di
questo plurintervallo e quindi la relazione (1) si avvera qualunque sia questo
plurintervallo. I chiaro che queste due situazioni sono in un certo senso estreme,
e si pud pensare a situazioni intermedie in cui la scelta del plurintervallo ¢ con-
sentita per ogni & >0 in famiglie di plurintervalli [A], opportunamente fissate.
Nel caso che questa famiglia sia ridotta ad un solo plurintervallo, oppure a tubti

() In altra direzione W. H. Younc [On the general theory of integration, Philos.
Trans. Roy. Soc. London (A) 203-204 (1905), 221-252] e J. PiereoNt [The theory of
functions of real variables, II (1912, pag. 371} hanno wmostrato che U'integrale di
LeBescut della f(z) in {(a, b) si oltiene come limite di somme di RIEMANN, suddivi-
dendo lintervallo (a, b) in infiniti insiemi misurabili o intervalli, ed in tal senso
W. H. Youne [On a new method in the theory of iniegration, Proc. London Math. Soc.
(2) 9 (1911), 15-20] e B. Luvi [dnalisi Matematica algebrica e infinitesimale, N. Zani-
chelli, Bologna 1937] hanno dato una definizione di integrale. Non prederemo in esame
questo modo di procedere in quanto implica un passaggio al limite supplementare.
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i plurintervalli possibili si ottengono le due sistuazioni estreme di cni abbiamo
gid detto.

Cosi se imponiamo la condizione che il plurintervallo 4 vari in una famiglia
di plurintervalli [4], opportunamente definita, dicendo f(z) integrabile in
(@, b) se esiste nn numero I che goda della proprietd espressa dalla proposi-
zione a) del teorema di A. MAMBRIANI, comunque si consideri un plurinter-
vallo 4 della famiglia [4],, tale integrale non sard né meno generale di quello
di RIEMANN, né pin generale di guello di LEBESGUE; e sarebbe opportuno stu-
diare lo spettro delle definizioni di integrali facendo variare la famiglia [4],
in tutti i modi possibili. Un risultato che ha una qualche affinitdh con quest’nl-
tima osservazione & stato annunciato da E. R. LorcH (). Anche 1. R. Lorca
fa vedere che si pud ottenere uno spettro delle definizioni d’integrale al variare
di una certa famiglia d’insiemi. Volendo estendere alle funzioni di n variabili
(n >1) i risultati ottenuti per funzioni di una sola varviabile, si presentanc
due possibilitdh diverse: 'estensione ad integrazione n volte ripetuta o del-

~I'n-esimo-ordine;-e-Vestensione-globale-in-dimensione #.-Ci-limiteremo-al-caso-—

n = 2. Per il primo tipo di estensione daremo le seguenti definizioni:

c) Una funzione f(x, y) definita ¢ limitata nel vettangolo ;H: a <ax <D,
¢ <y < d, sotto le ipotesi che per quasi tulti i punti @ di (a, b) esista Pintegrale

d b
(L): f flew, y) Ay, e per quasi tutti i punti y di (¢, d) esisia Vintegrale (L) : ff(m, y) dw,

la diremo integrabile (1) in X se esiste un numero I che goda della seguente pro-
prieta: in corrispondenza ad & >0 arbitrario esistono almeno due plurintervalli
aperti A®, A, Vuno di (a, b) ¢ Valtro di (¢, d), con | AD|.<e, |49 |.<e,
ed un numero 6 >0, in modo che si abbia: ‘

da
n-—-1
,I~ S @ea—a)- [ 1, may| <
== .
b
m -1 r
lI”’“ 121 (?/H-;[_'?/j)'j f(wa 7./;) dz | < 3%

per ogni gruppo di punti ®y, @, ..., ¥, di (a, b), e per ogni gruppo di PUNEL Y,
Yy ooey Ym di (¢, d) soddisfacenti le condizioni:

() E. R. LorcH: On integration theory, sunto in « Bull. Amer. Mat. Soc. » §3 (1957),
377-378.
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=@ < W< ...< @y =D, € ==Yy << Yyl oo < Yy =

se un intervallo (w;, @) [(Y 5, ¥ j10) ] ha punti interni fuori di A [4]
) 810 Ty — ;<< 0 [Y0a—Yy,<0; ‘

se un intervallo (w:y @:49) [(Y 5 ¥ 4a) ] ha punts interni tutti in A< [A]
uno almeno dei swoi estremi sia fuori di A® [4™];

@, [y,]essendo un punto qualsivoglia dellinsieme (s, Ziq) — AP [Y 5, Y s21)—A47].

Tale definizione si estende al caso che f(#, y) sia illimitata in 91, anzi noi
nel § 2, qualunque sia f, limitata o no, daremo una definizione d’integrabilita
(L) che si riduce alla precedente quando f & limitata, e faremo vedere che nella
classe delle funzioni quasi continue & equivalente alla definizione d’integra-
bilitd secondo LEBESGUE.

d) Una funzione f(z, y) (leﬁmzﬁq”j@f)"’bﬂ@;, sotto le ipotesi che per tutts ¢ punti @

a
di (a, b) esista Dintegrale (R): [ fle, v) dy, e per tutti ¢ punti y di (¢, d)

c
b

esista Dintegrale (R): J'f(m, y) dx, la diremo integrabile (R) in 9 se esiste

un numero I che goda della praprietd espressa nella definizione ¢) dintegrabilita
(L), ove perd i plurintervalli aperti A, A possono essere qualungue purcheé
sia sempre | A | <&, |AY].<e.

Va osservato che, in virtti della equivalenza per le funzioni di una sola va-
riabile tra la definizione d’integrabilith (R) e quella di RIEMANK, se f(z, ¥) &
integrabile (R) in 91 risulta ovviamente

d b

() C I=([da[fw 9)dy = [y [ fl@, y) da,

a c a

ove gli integrali sono nel senso di RIEMANN; e viceversa se per la f(z, i) ha luogo
la-seconda uguaglianza della (*), sempre con gli integrali nel senso di RIEMANN,
f(x, y) ¢ integrabile (R) in &% ed & wvalida la (#). Ne consegue allora che la defi-
nizione d’integrabilita (R) per la f(z, ) non & equivalente alla definizione d’in-
tegrabilith secondo RIEMANN, appunto perché, come & noto, esistono funzioni
f(z, y) integrabili (R) ma non secondo RIEMANN, e viceversa (°).

(°) Vedere, in particolare, A. PrinagsurM [Zur Theorie des Doppel-Integrals, des
Green’schen und Cauchy’schen Integralsaizes, Sitzungber. d. math.,-phys. Klasse d.
Kgl. Bayer. Akad. Wissensch. Miinchen 26 (1899), 39-62, 268-271] e B. Luvi [dnalisi
Matematica algebrica e infinitesimale citata nella annotazione (7)].
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Per il secondo tipo di estensione daremo le seguenti definizioni:

e) Una funzione f(x, y), definita ¢ limitate in X, la diremo integrabile (L))
i Y se esiste un numero I che gode della seguente proprieta: in corrispondenza
ad wn numero positivo arbitario ¢ esiste almeno un pluriretiangolo aperto () A
di %, con | A]. < e ed un numero § >0 in modo che si abbia:

n

[ I—-2

i=1

M| flo, y)l<e ()

per ogni gruppo di retlangoli My, My, ..., M, costituente una suddivisione del
rettangolo R, con la condizione che ogni %, abbia diametro minore di §, inolire
per (z;, y:) punto qualungue dellinsieme =N, — 4, e se tale insieme é vuoto por-
remo f(zy, y;) =0.

Tale definizione.si estende.al caso che.f sia illimitata in 9%, anzi-noinel-§ 3,

qualunque sia f limitata o no, daremo una definizione d’integrabilita (L) che si
riduce alla precedente quando f & limitata, e faremo vedere che nella classe delle

funzioni quasi continue ¢ equivalente alla definizione d’integrabilitd secondo
LEBESGUE.

1) Una funzione f(x, y) definita in M, lad iremo integrabile (R) in 2% se esiste
un numero I che goda della propricta espressa nella definizione e) d'integrabilita
(L), ove pero il plurintervallo aperto A puo essere qualunque purché sia 4] <e.

Mostreremo nel § 3 che tale definizione é equivalente a quella data da RiE-
MANN. Le considerazioni fatte per le funzioni di una sola variabile cirea esi-
stenza di uno spettro di definizioni di integrali, si ripetono analogamente per
© due modi di estensione al caso di funzioni di due variabili. Si avranno quindi
per le funzioni di due variabili due spettri: 4 (spettro della integrazione due
volte ripetuta), B (spettro della integrazione globale). Tali spettri non sono in
generale confrontabili; perd, poiché operando in opportune classi di funzioni
le righe estreme di A e B coincidono, ci si pone allora il problema, sempre re-
lativamente a certe classi di funzioni, di stabilire se esistono righe intermedie
dello spettro 4 che sono anche righe intermedie dello spettro B. A tale pro-
blema risponderemo affermativamente nel § 4.

(*°) Per plurirettangolo aperto intendiamo un insieme aperto. a due dimensioni.
(1) Col simbolo | D1;]|. denotiamo I’area del rettangolo ;.
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§ 1. - Integrabilitd per le funzioni di una variabile.

1. — Definizione d’integrabilita (R).

Diremo I Uintegrale (R) di f(z), x € (a, b), s¢ per ogni & >0, ed ogni plurin-
tervallo aperto () A di (a, b), con | 4 |. < & esiste un & >0 tale che si abbia:

1) |1 (a2 f@) | < e

per ognt gruppo di punti xy, ,, ..., 2, di (a, b) soddisfacente le condizioni o) della
. . ’ . .
introduzione (*), ed =, (i =1, 2, ..., n—1) qualunque in (z;, x;1,)— 4.

2. — Teorema di unicita.

I & unico. Infatti, se anche I' soddista la (1), in corrispondenza ad un ¢ >0
ed a un 4 (prefissati relativamente alla esistenza di I), esiste un §’>0 tale
che risulti:

m-—1

] I — z (uz'+1—ua')'f(“:-) i < &

J=1

per ogni gruppo di punti w,, %, ..., u, di (@, b) soddisfacente le condizioni «),
quando nelle «) si sostituiscano i punti #»; (¢ =1, 2, ..., ») con i punti «;
(j =1, 2, ..., m) ed il numero § con ¢, essendo %, qualsivoglia in (u,, w,4,)— 4.
Detto J* il pitt piccolo tra é e &', e considerato un gruppo v, v, ..., v, di (@, b)
soddisfacente le condizioni «), ove nelle «) si cambi z, (1 =1, 2, ..., #) con
v; (j=1,2,.., 1) e d con 6% si ha: ‘

L § r—1
| I— z (”f+1—*7)j)'f(”;) | <ég | I'— z (”Hl“—’U))'f(”,'-) |<e
j=1 i=1

qualunque sia v, (j =1, 2, ..., » —1) in (v;, v;4,) — 4. B dunque I = I".

(**) In questo paragrafo con un simbolo del tipo 4 denoteremo sempre un plarin-
tervallo aperto.
(*3) Le condizioni «) della introduzione d’ora in avantile chiameremo « condizioni o) ».
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3. — Condizione necessaria per P'integrabilit (R).

Condizione necessaria affinché f(x) sia integrabile (R) in (@, b) & che risulti
limitata su tale intervallo.
La dimostrazione ¢ immediata ed elementare.

4. — Equivalenza tra la definizione d’integrabilita (R) e la definizione d’inte-
grabilitd seoondo Riemann.

Detto I Uintegrale (R) di f(») in (@, b), preso un ¢ >0 ed un 4 = (¢, d),
con d—c¢ < g, esiste un 60 >0 tale che abbia luogo la (1). Sia

(0) Uy Ugy ery Uy

wqana-arbitraria-suddivisione-di ‘(‘(L, b)-con R 5 (’L _—1 = 2,,”,‘ oy m——~]), R

e denotiamo con u, il primo di tali punti per cui u,., > ¢, ed u, il primo punto
per cui u, >d, Per la suddivisione

() Uyy Uay ceny Wy € Ay Ugy ovy Uy
si ha manifestamente:
1
! I— Z(’) (40— g) - f(u,) l <&

essendo la somma 3 estesa a tutti gli intervalli della (=), ed u, qualsivoglia

in (“’H ui-{-l)'—(c; d) .
no1 n "
Considerata la somma > (%,4,— %,) f(%,), estesa agli intervalli (0), con
i=1

qualsivoglia in (1, 1,1,), scegliamo quando ¢ possibile %, in (u;, w,,) — (¢, d),
. « ’ n . A -
in modo che sia %, = u; poiché allora risulta

|3 (a0 1) — 3, (=) -f(0) | < B,

essendo I il confine superiore di | f(#) | in (a, b), ed avendo supposto, come &
lecito, 6 < &, si deduce:

m-=1
l I— z (Uigy— u’i)'f(u: l < e -+ 3el.
=1
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Quest’ultima ci dice che f(#) & integrabile secondo RIEMANN, ed I & V'integrale
di f(e) in (a, D).

Inversamente, detto I integrale secondo RIEMANN di f(#) in (@, b), preso
un ¢ >0 esiste un 6 >0 tale che:

n—-1

| T—3 @i—w) f(x) | < e
f==]

per ogni gruppo di punti, di (a, b), ¢ = 2y < 2, << ... < @, == b, cON @,y — ;< 6,
ed x, qualsivoglia in (w,, #,4,) . Consideriamo un A arbitrario di (a, b), ed un
gruppo di punti %, (i =1, 2, ..., ) di (e, b) soddisfacente le condizioni «); se
risulba w4,y — %; > 8, (#:, %,4,) Da tubti 1 punti interni appartenenti a 4, e noi
allora tra i punti u;, %,y inseriamo un numero finito di punti in modo che
(s, %;1,) venga suddiviso in intervalli parziali ciascuno di ampiezza < 6. De-
notiamo con vy, s ..., ¥y la suddivisione di (a, b) che si ottiene cosi operando.
Poiché la differenza, in valore assoluto,

|3 (e — ) W) — 3 @, —)-10}) |,

! . N . s . -

con u, in (u;, us;y,)— 4, & maggiorata da 2| 4 |.M, se fissiamo v; coincidente
I \ - -

con %, quando € w, = v;, U;u = V;4,, Tisulta manifestamente:

L
[T — 3 (o —ws) - fluy) | < e+ 2| A M<e+2eM.

i==1

Quest’ultima ci dice che f(z) ¢ integrabile (R) ed I & Vintegrale (R) di f(z).

5. — Definizione d’integrabilita (L).

Divemo I Vintegrale (L) di f(z), ® € (a, b), se per ogni ¢ >0 ¢ determinato un
intero v tale che per ogni coppia d’interi p, q, con p >v, g >, esiste almeno un
A di (@, b), con | A |.<elp, |4 ].<elg, ed un 6 >0 in modo che si abbia:

n-1

| 3 (@) fplw)—T[ <& (1)

i==1
per ogni gruppo Ai puNti @y, Ty ..., &, di (a, D) soddisfacente le condizioni o), ed
@, qualsivoglia in (@, ®;4)— 4.

(*) Con f, . (x) abbiamo denotato la funzione definita in (a, b) nel seguente modo:

f(x) ove & —g¢< fl)< p,
foo@) = ¢ —q ove & fla) <—yq,
p  ove & fle)>p.

5. — Rivista di Maitematica.
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6. — Lemma.

Pissati ad arbitrio due plurintervalli aperti A, A" di (a, b) ¢ due numeri positivi
8, &', & possibile costruire due suddivisioni di (a, b),

Ugs Ugy oeey Uy Vyy Vsy eeny Vs
soddisfacenti le condizioni:

10) @ == 2y <T Uy < oo < U, == by @ == Uy < Uy <. Wy == by

20) se un intervallo (w;, wigy) [(v;, v,,,)] ha puntiinterni fuori di A[4"] sia
U= Uy << O [V —0,;<T 0]

30) se un intervallo (w;, ;1) [(V5, ©0)] ha & punti internd tutti in A [A47]
almeno uno dei suot estremi ¢ fuori di A TA'];

40) la somma delle ampiezze degli intervalli (iu;, ;) che non coincidono
con tntervalli del tipo (v,, v,4) risulta non maggiore di | A | +14"|. .

Dimostrazione.

Sia 6% i1 pin piceolo tra §, ¢', e costruiamo prima un gruppo di punti
a4 = @ < Xy < ..< &, =50 soddisfacente le condizioni:

a) @ (1=1, 2, ..., t) appartenga ad (a, b)— A4 — A4’;

b) se (@;, ®;4,) ha qualche punto interno appartenente ad (¢, ) —
— A — A, sia @, — 2, << 6%

Detto n il pit piccolo intero tale che (b-— a)/fn <<%, dividiamo (a, ) in
intervalli parziali mediante la suddivisione

D: 0 == 0ty < 0ty < oo < Olpy = b,

con
Hyaq— 0 << (b — a)fn (=1, 2, .., n+4+1).
Supponiamo che non tubti i punti o, (¢ =1, 2, ..., » + 1) appartengano ad

(a, b)— A4 — A’ [in caso contrario la D soddisfa le condizioni a), b)], e sia o, il
primo punto di D, certamente distinto da oy, che non appartiene ad («, b) —
—A—A4'. Se il punto «,,,; appartiene ad (@, b)— A-— A’, denotiamo con
71, il massimo dell’insieme chiuso (o, , o) — A— A’ econ &, il minimo del-
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Tinsieme chiuso (e,, oy} — d— 47, Dalla suddivisione D togliamo il punto «,
ed ingeriamo in D i punti #,, &,.,. Se invece «,,, non appartiene ad (a, b) —
A, sia (e, o,.4) il primo intervallo della D, dopo (e, 2,4,), avente qualche
punto appartenente ad («, b)— A — A’. Denctiamo con 7, il massimo dell’in-
sieme chiuso (ep-q; o) — 4 — 4’y con &,4, 1,4, rispettivamente il minino ed il
massimo dell’insieme chinso («,, o,.,)— 4—4" (quando tale insieme non ¢ vuoto),
e con £, il minimo dell’insieme chiuso (o, o) — 4 — 4'. Dalla suddivisione D
togliamo i punti o, ofpeq, ..., o, ed inseriamoi punting, o1y Yo, & . Chiamiamo
D, la suddivisione ottenuta da D dopo avere, con le considerazioni precedenti,
tolto il punto «, o i punti «,, %4, ..., o, ed ingerito altri punti. Detto «, il primo
punto della D, che non appartiene ad (a, b)— 4 — A’, si ripeta la costruzione
precedente, e cosi di segnito. In tal modo si costruisce, partendo dalla D, un
ben determinato gruppo di punti @y, @, ..., #, ({<C2n) che soddisfa le condi-
zioni a), b).
Partiamo ora dal gruppo di punti a4, 2., ..., #, ed osserviamo che se un in-
tervallo (@, @..,) ha ampiezza maggiore od nguale a 0% i snoi punti interni

appartengono o tutti a 4, o tutti a A’, o parte a 4 e i rimanenti a 4’, e quindi
la somma delle ampiezze di tali intervalli [cio¢ degli intervalli (w; 2;y,) con
B4y — @, > 6%] & non maggiore di | 4| +|4'|. Prendiamo in considerazione
quegli intervalli (w;, #,4,;) con @, — w; > 6 [#;4;— #; 2> 6'] e che non coincidono
con un intervallo di 4 [A4']; tra i punti #,, #;+, inseriamone altri (in numero
finito), appartenenti ad (e, b)— 4 [(a, b)— A’], in modo che IVintervallo
(%;, ¥;4,) venga suddiviso in intervalli parziali ciascuno dei quali sia d’ampiezza
minore di & [4'] nel caso che essi abbiano punti interni non appartenenti a
4 [4']. Denotiamo con wy, s, ..., U, [0, Vs, ..., v} il gruppo di punti costituito
dai punti #; (¢ =1, 2, ..., ¢) e da quelli eventualmente ora inseriti. I due gruppi
w, (2 =1,2,...,7) v, =12, .., s)soddisfano, manifestamente, le condizioni
10y, 20), 30), 40), ed il lemma & cosi completamente dimostrato.

7. — Teorema di unicita.

I & unico. Se anche I’ soddisfa la (1), in corrispondenza ad ¢ >0 ¢ defermi-
nato un intero » tale che per ogni coppia d’interi p, ¢, con p >, ¢ >', esiste
un A’y con | 4| <efp, | A'|.<éelg, ed un ¢’ >0 in modo da aversi:

m—1

1" : I I"““.Z (zi+1‘”“3i)'fp,q(z;) i < &,

per ogni gruppo 2y, Za, ..., 7, di (a, b) soddisfacente le condizioni e), quando

nelle ) si sostituisce @; (4 =1, 2, ..., ») con z; (i =1, 2, ..., m), 4 con A" §,
! . . .

con &', con 2, qualsivogha in (2, 2,44)—4".
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Sia »* il pitt grande tra » e ¥/, ¢ p un intero maggiore di »*. Dall’esistenza
del numero I [I'] vengono allora ad essere determinati un 4 [4'], con | 4|.<
<efp [|A].<e¢/p], e un § >0[& >0] per i quali vale la (1) [(1')] con p =
= ¢ = p, e per ogni gruppo «; (i=1, 2, ..., ) [z; (i=1, 2, ..., m)] soddisfa-
cente le condizioni di validitd della (1) [(1)], quando in tali condizioni si sosti-
tuisce 4 con A [4'], 6 con §[5'], e con w;[#,] qualsivoglia in (@;, @;4) — A
[z, #es)— 4]

In virth del lemma del n. 6 costruiamo due gruppi %y, s, ..., %,; ¥y, ¥y, ..., U,
di (a, b) soddisfacenti le condizioni 1¢), 20), 30), 40} quando i plurintervalli
aperti prefissati siano 4, A’ ed i numeri positivi prefissati siano §, §'. Risulta
allora:

$—1
lI z(u,ﬂ-—u) __u |<87 II/“"Z(?":‘+1““@')‘)'§[;§(75;){<57

i=1

_gualunque sia u in (u, i) —Ad e @ in (v, 9;,4) — A N
Poiché dalla condizione 4°) del lemmft del n. 6, scegliendo u, = =0, qufxndo.
€ Uy ==V, Ui = V,,,, la differenza in valore assoluto

r—1
[ 2 (Wpn—w) 55 'ZL z (05 03—, f57(0)) I
i=1
¢ maggiorata dal numero
{14]. +14'|.}p,
segue manifestamente:
| I—T'|<2e + {|4|. +|4"|.}p<2e + (¢/p - ¢/p)p = de.
Cioé I = T1'.
8. — Equivalenza, nella classe delle funzioni quasi continue, tra la definizione
d’ integrabilita (L) e la definizione &’ integrabilita secondo Lebesgue.
Tale equivalenza la mostreremo prima nella classe delle funzioni gquasi
contmue e limitate.
Osserviamo che se f(#) ¢ limitata la dehmmone d’integrabilitd (I.) del n. 5

si riduce alla definizione b) della introduzione. E poiché una funzione quasi
continug e limitata & integrabile secondo LEBESGUE, in virtit del teorema di
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A. MAMBRIANI (%) e del teorema di unicitd del n. 7, f(») risulta integrabile (L)
e Dintegrale secondo LEBESGUE di f(#) coincide con ’integrale (L) (1°).
Dimostriamo ora 'equivalenza nella classe delle funzioni quasi continue
e non limitate.
Detto I l'integrale secondo LeBEsSGUE di f(#) in (a, b), in corrispondenza
ad ¢ >0 ¢ determinato un intero » tale che per ogni coppia d’interi p, ¢, con
p >v, ¢ >, si abbia:

b
Iffp'q(o;) dv—1I|<e.

a

Siano p, g, con p >v, ¢ >, due interi; poiche f_ () (in virtl della equivalenza
mostrata per le funzioni quasi continue limitate) ¢ integrabile (1), in corrispon-

(%) Cfr. "annotazione (6).

(1) Per comoditad del lettore diamo qui una dimostrazione diretta di tale equiva-
lenza. Detto I Vintegrale di f(x) secondo LLEBESGUE, in corrispondenza ad e> 0 & deter-
minato un o> 0 tale che per ogni 4 di (a, b) associato alla f(x), con | 4 |. <o, si abbia:

b
}faf(a:) doe—1| <e.

Tissiamo un A di (a, b) associato alla f(z), con |d|. <o, | 4| < e ed osserviamo
che, essendo 3f(x) (continua) integrabile (R) in (a, b), in corrispondenza ad ¢> 0 ed a
4, esiste un > 0 tale che:

b

i (w41 — %) 3] (5D — f if(@) d=

i==1

<&,

a

per ogni gruppo di punti @, @,, ..., &,, di (@, b), soddisfacente le condizioni «) quando
nelle &) si sostituisce 4 con A, essendo x; qualsivoglia in (s, x.,) — 4. Ma &:

fe=1

n-1 n
N @iy — 2) G = D (Bigq — @) f(27)
i=1 {
qualunque sia @; in (@, ®,,) — 4, ¢ quindi risulta:
| z (#igq — w,)f(a,:) —I|<2e.
i=1

La f(z) & dunq{xe integrabile (L) ed I & l'integrale (L).
La definizione. d’integrale di Lesrseur adoperata & quella data da L. Toxerr:
[efr.: Sulla nozione di integrale, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 1 (1923-24), 105-145].
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denza ad e/p (supposto, ad esempio, &/p << e/q) esiste un A, con |[4]. < ¢/p,
ed un 6 >0 tale che si abbia:

b
N1 ,
] f Foo®) Ao — 3 (00— ) f, (@) | < e/p < &
R {=1
a2 )
per ogni gruppo di punti @, (i =1, 2, ..., @) soddisfacente le condizioni «).
Segue allora:

ne—

1
[T — 3 (@), (2) | < 2e.
=1

Quest’ultima ci dice che f(z) ¢ integrabile (L), ed I & Pintegrale (L),

Inversamente, sia I I'integrale (1) di f(») in (e, b). Poiche f, («), con p >,
g >, ¢ integrabile (L) (in virtu della equivalenza mostrata per le funzioni
quasi continue limitate), in corrispondenza ad &/p (supposto, ad esempio,
e/p < ¢g/q) ¢ determinato un 4’ con | 4’| << g/p, ed un § >0, tali che si abbia:

m—1 !

[ Fod) de— 3 (e 20-£y ) | < elp < e
R =1

per ogni gruppo #; (i =1, 2, ..., m) di (a, b) soddisfacente le condizioni %)y
quando nelle ) si sostituisca o, (i =1, 2, ..., ) con 2z, (i =1, 2, ., m), 4
con A’, & con §'; e 2, essendo qualsivoglia in (2, z,.,) — 4" Slano Ugy Ugy veny Uy
Uy Toy oey ¥, due gruppi di punti che soddisfano le condizioni 10), 20), 30}, 40)
del lemma del n. 6; si ha manifestamente:

71 "b §-1 !
I—3 (e T ) | < & [ oS 00 < o

a

. 1. 4 < . 1

qualunque sia «; in (#;, #,,) — 4 e v, in (v;, v;.,)— 4. Scegliamo ora u,:::q;i
uando ¢ w; = V., Upy = ;. ,; I tal caso la differenza, in valore assoluto
3 + IES Y ) ?

-1 s—1
* I
‘ Z (uiw‘—l_ ‘30;) 'fp‘q(ui) - z (/U.H'lh {Dj) 'fp’q(,uj) 3
i1 i=1
in virt della condizione 4°) del n. 6 a cui soddisfano i gruppi «, (i =1, 2, ..., 7),

(j =1, 2, ..., §) & maggiorata dal namero { | 4] +]4"]. }p, e quindi si ha:
b
|fjp,q(m) de—TI|<2e+{|d4]. +]4] tp <2+ (efp + e/p)p = de,
qualunque siano gli interi p, g con p >», ¢ >v.
La f(®) ¢ quindi integrabile secondo LEBESGUE, ed I & Pintegrale d1 flz)
secondo LEBESGUE.
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§ 2. - Integrazione del secondo ordine.

1. — Definizione d’integrabilita (R).

Tale definizione ¢ stata data nella introduzione, ed abbiamo fatto vedere
che non ¢ equivalente alla definizione d’integrabilitd secondo RIEMANN.

2. — Definizione d’integrabilita (L.

Sia f(#, ) una funzione definita in un rettangolo N: a <o <h, e <Y < d.
Supponiamo che per quasi tutti i punti @ di (¢, b) esista 1’integrale (L)

q
j fral®y ) dy, e per puasi tutti i punti ¥y di (e, d) esista lintegrale (L):
¢

b
[ fool®, ¥) do, qualunque siano gli interi p, ¢.
a

Diremo 1 Uintegrale (L) di f(z, y) in N se in corrispondenza ad ¢ >0 é deter-
o z

minato wi intero v tale che per ogni coppia d'intert p, q, con p >, ¢ >, esistano

almeno due plurintervalli aperti A, A® (17), Vuno di (a, b), Valtro di (¢, d), con

|49 ). < elp, |AP]. <elg, |AY].<elp, | AP]. <elq,

ed un 6 >0 in modo da aversi

d
-1
II"“ Z (@40 — @) /qu(q’n y) dy | <og,
i=1
b
m-1
lI”" z (yﬂ—l_“ ?/;) ’ [‘fﬂ,q(a}’ '.'/j) dw < g
J=1

o
a

per ogni gruppo di Punli g, sy ..., T, di (a, b) ¢ per ogni gruppo Y1y Yoy voes Um
di (e, d) soddisfacenti le conduwm y) della iniroduzione, con @) [?/ | gualsnoglw
?’n (7"17 a1+l) A(I) [(J1/ J;+1)_“AW)]

(") In questo paragrafo con 4@, A% denoteremo sempre due plurintervalli aperti,
rispettivamente di (a, b) e (¢, 4) .
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3. — Teorema di uniecita.

L’unicitdh di I si dimostra con considerazioni analoghe a quelle fatte
nel n. 7del § 1.

4. — Equivalenza, nella classe delle funzioni quasi continue, tra la definizione
@’ integrabilita (L) e la definizione d’integrabilita secondo Lebesgue.

Tale equivalenza la mostreremo prima nella classe delle funzioni quasi
continue e limitate.

Osserviamo che se f(», y) & limitata la definizione d’integrabilitd (L) del
n. 2 si riduce alla definizione ¢) della introduzione, e per una funzione guasi
continua limitata vale come & noto il teorema di riduzione di Fusimnt. Si ha
quindi: ‘

[[i@, 9)dody = [da [ fl@, y) dy = [y [ f(a, y) da,

;A

ove gli integrali (secondo LEBESGUE)
d b
“@) = [flz, P dy,  By) = [f(=, y) do
- a

esistono rispettivamente per quasi tutti i puntiz di (e, b) ed y di (¢, d), ed inoltre
«(z), f(y) sono guasi continue e limitate rispettivamente in (@, b) e (¢, d). Ed
allora, in virth della equivalenza dimostrata, nella classe delle funzioni quasi
continue di una sola variabile, tra la definizione d’integrabilitay (L) e la defini-
zione d’integrabilith secondo LEBESGUE, segue che f(x, y) & integrabile (L)
in % ed é&: '

::fff(w, y) dz dy .
xR

Mostriamo P’equivalenza nella classe delle funzioni quasi continue non li-
mitate. Detto I Vintegrale secondo LEBESGUE di f(z, y) in 9%, in corrispon-
denza ad & >0 ¢ determinato un intero » tale che per ogni coppia d’interi p,
g, con p >», ¢ >, 8i abbia:

[ [fode ) dsdy—T|<e.
N
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Siano p, ¢ due interi con p >, q¢ >v; poiche f, (@, ¥) ¢ integrabile (L)
in 5% (per equivalenza mostrata nella classe delle funzioni quasi continue
limitate di due variabili), in corrispondenza ad &/p (supposto, ad esempio,
e/p << glq) esistono un A® e un AY, con |A®|. <efp, |4V <elg, ed
un 6 >0 tali che si abbia:

n-—1

d
‘ f j Foaltty 9) do dy — 3 (Bisa— @) [ Fod@s ) Ay | <o,
aN ¢

f==1

m—1

b
} f [ foo ) Wwdy— S (1) j £yl do | < e,
N Fe= 1
m a

__Der ogni gIUPPO @y, @y, .., Ty i (a, D), € per 0gni ELUPDO Ya, Yoy --vy Y A (6, )
soddisfacenti le condizioni y), con @, (1 =1, 2, ..., ) qualsivoglia in (2;, @;11) —
— A%, ey, (j =1, 2, ..., m) qualsivoglia in (y,, ¥;,,)— 4. Ne segue:

d
n—g , )
I— z (@yq1— @) 'ffp,q(mia y) dy | < Ze,
i=1
» -
m—-1
‘I"“ »21 (y}—%lwyj).[fg),q(;x) ?/1) da | < 26?

quindi f(#, y) & integrabile (L) ed I ¢ Vintegrale (L).

Inversamente, sia I Vintegrale (L) di f(x, ¥) in 9%. Poiche f, (%, y), con
P >, ¢ >v, & integrabile (L) (in virth della equivalenza mostrata nella classe
delle funzioni quasi continue limitate), in corrispondenza ad &/p (supposto
e/p < eq) & determinato un A®, con | A®|. < ¢/p, ed un ¢’ >0 tali che ri-
sulti:

< &

=1

d
n—1 .
l f j fod®y y) dedy — 3 (2in—a22) - j Tod®s ) Ay
3 ¢

per ogni gruppo @, %, ..., ¥, di (a, b) soddisfacente le condizioni «) quando
nelle «) si sostituisce 4 con 4, e § con §'. Siano wy, Us, ..., Uy} Vry Vay eory U
due gruppi di (@, b) che soddisfano le condizioni 1°), 20), 30), 40) del lemma del
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n. 6, § 1, quando in tale lemma si sostituisce 4 eon 4™ e A4’ con A5 si ha al-
lora manifestamente:

d
r—1 ~ | ‘
I— -21 (g — ui).j ool ¥) dy !< &
d
. .
j/ f(-T, y) da d!j— Z (7")'*7*1*-‘”5) ) [f11,q(1"1/'7 .7/) d]/ J< &,

s F=1 .
o :

. ro. . r. — .
qualungue sia %, in (u; #,,)— 4%, e v, in (5 2, — 49 Scegliamo ora
1 ‘ . . . . ..
% =0, ,quando e u;= v, w4y = v, ; in tal caso, in virth della condizione 40)
del n. 6, § 1, la quantita
s 34

: a d
- v ' g, AU §
% ‘(“?M.ﬁ“‘llff‘)"”/f;,;q(vf;,"?/) dy =2 (v, =%)" /fp’q(o;:., Y) dyj{
P =1 J Je=1 , |
¢ maggiorata dal numero {|A|[. 4| 4®|. }p-(d—¢), ¢ quindi si ha:

}H‘fp’q(m, Y)do dy —I|<2e + {|4V]. + |49 p-(d—¢) <
N

< Ze(efp + &lp)p-(d—c) = de-(d— ¢),

qualunque siano p, ¢, con p >», ¢ >». La f(z, y) & dunque integrabile secondo
LEBESGUE, ed I & Uintegrale secondo LEBESGUE.

§ 3. — Integrazione globale in dimensione 2.

1. — Definizione d’integrabilita (R).

Diremo I Uintegrale (R) di oy 4), (@, y) € R, se per ogni & >0 ed ogni plu-
rivettangolo aperto A () di N, con |4 |. < &, esiste un & >0 tale che si abbia:

) | [ I—=3 18] fle, y)]|<e,

(**) In questo paragrafo con un simbolo del tipo 4 denoteremo sempre un pluri-
rettangolo aperto di &1, cioé un insieme aperto di .
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~1

o3

per ogni gruppo di vetlangoli sy, My ..., Mn costituente una suddivisione del

rettangolo 2%, con la condizione che ogni N, abbia il diametro minore di 0; per
I ! P . . . . 1 . 1 ’

(@, y,) qualsivoglia in R, — 4, ¢ se tale insieme ¢ vuoto si ponga f(w,, y,) = 0.

2. — Teorema di unicita.

I ¢ unico. Omettiamo la dimostrazione perché ¢ immediata.

3. — Condizione necessaria per 1’ integrabilita.
pl

Condizione necessaria affinché una funzione f(wx, %) sia integrabile (R) in &}
& che essa sia limitata in 97. La dimostrazione ¢ immediata ed elementare.

4. — Equivalenza tra la definizione &’ integrabilita (R) e la definizione d’inte-
grabilitd secondo Riemann.

Detto I Vinteerale (R) della flz, ) in 3%, consideriamo la somma
) ¥ ;

n

2

i=1

! ! . . . . - py LS TS . .
(z;, ¥,) in §;— 4 in modo che risnlti, quando & possibile, coincidente con
{#;, ¥,). Lia differenza, in valore assoluto,

N | @y, ), con (x,, ¥,) qualsivoglia in 97, e fissiamo nella (1) il punto

7 i

|
ET;]- flw:, ?/i)—E 9’Lt|‘ f(fl";a ?/:') s

i=1

! n
3

risulta allora maggiorata dal numero |4 |. M, essendo A il confine superiore
di |f(#, )| in 9, e quindi segue:

N | flws, v)) J!< e+l4]. M<e (1 + M.

Quest’ultima i dice che f(z, ¥) ¢ integrabile in £} secondo R1EMANN ed T &
Vintegrale di f(», v) secondo RIEMANN.

‘ Inversamente, detto I Vintegrale di f(z, ¥) secondo RIEMANN, in corrispon-
denza ad &£ >0 esiste un § >0 tale che si abbia:

) | I— 3| &l flo, m’; <

i l
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per ogni suddivisione 9y, ey ...y N, di B, con N, (2 =1, 2, ..., n) avente dia-

metro < 4§ e (@, ¥;) qualsivoglia in §7,. Consideriamo un A arbitrario di =N,
n

7 1 ! . s .

con |A|.<e e la somma > |9, f(@), ¥;), essendo (®,, ¥, qualsivoglia in
f=1

. . kN . ! e . .

N:— 4, e se tale insieme & vuoto si ponga f(z,, y;) = 0 . Fissiamo nella (2) il

punto (2;, ¥,) in modo che risulti, quando ¢ possibile, coincidente con (5 ¥3);

in tal caso la differenza, in valore assoluto,

| = n

PIACAORTEDIEARTAD

i==1 f=2 ]

risulta maggiorata dal numero |4 |. M, essendo M il confine superiore di
[f(@, ¥)| in N, e quindi si ha:

]1—>:| Nl fwh vy <ot |l <o a).

Quest’ultima ci dice che f(z, y) & integrabile (R), ed I & I’integrale (R).

5. — Definizione d’integrabilita (L).
Diremo I Pintegrale (L) di f(z, y) in 9N, se per ogni & >0 ¢ determinato un

tntero v tale che per ogni coppia d'interi p, g, con p >v, q¢ >v, esista almeno un 4
di R, con | A|.<elp, |4]|.<elg, ed un 6 >0 in modo che si abbia:

I— gl Nl Foalwy 1) (<& ()

per ogni suddivisione Ry, Ny ..., Nu A& N, con N, (i==1, 2, ..., n) avente dia-

metro < 8, con (@, y,) qualsivoglia in R, — 4, ¢, se tale insieme ¢ vuoto, si ponga
! !

fﬁ,a (9,7,., yz) =0. )

6. — Teorema di unicita.

I & unico. La dimostrazione & immediata.

(1) Con f,,¢(®, ¥) si denota la funzjone definita in & in modo analogo a come s’ de-
finita la funzione f, (%) in (@, b). Cfr. annotazione (*%).
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7. — Equivalenza, nel campo delle funzioni quasi continue, tra la definizione
&’ integrabilita (L) e la definizione &’ integrabilitd secondo Lebesgue.

Mostriamo prima lequivalenza nella classe delle funzioni quasi continue
limitate. Osserviamo intanto che quando f(#, ¥) & limitata la definizione d’in-
tegrabilitd (L) si riduce alla definizione e) data nella introduzione. E per una
funzione quasi continua limitata, detto I I’integrale di f(, y) secondo LEBESGUE,
in corrispondenza ad ¢ >0 esiste un o tale che, per ogni 4 di &, associato (%)
alla f(z, y), con |4 |. <o, si abbia:

lffaf(’”, ) d(b‘dy——[l< e (%),
N

- Fissiamo un 4 associato alla f, con | A].<o, |4 ].< e. Poich¢ la fun-
zione 5f & integrabile secondo RIEMANX e quindi integrabile (R) in &, in corri-
spondenza ad ¢ ed a A esiste un 0 >0 tale che si abbia:

<&

3 9. afw vl — f [ e, y) do dy
: aN

per ogni suddivisione 9y, May ..., Na di R, con R, (4 =1, 2, ..., n) avente

diametro < 0, con (7, ¥, qualsivoglia in $%,— 4, ponendo, se tale insieme &
1 N

vuoto, f (z,, y.) ==0. Ma &

n
1

S|l 3t (e 9D = 3| Ml @l ),

i==1 255}

(2°) Per plurirettangolo aperto 4 associato alla f(x, y) intendiamo un pluri: ettangolo
aperto di N [insieme aperto di N, efr. annotazione (1)] tale che la f(z, y) risulti continua
in D quando non si considerino affatto i punti di4 e con essisi trascurino anche i va-
lori corrispondenti della funzione. Per definizione di quasi continuitd di f(x, ) in N,
per ogni intero positivo n esiste almeno un plurirettangolo aperto 4 associato alla f(z, ),
con [4]. <1/n.

(1} Con il simbolo 4f(, ¥), essendo 4 un plurirettangolo aperto associato alla 1,
denotiamo la funzione (detta associata alla j secondo ) definita dal Toxerii [efr. G.
SANSONE: Lezioni di Analisi Maiematica, Vol. 1 (ediz. 10™?), Casa Cedam, Padova 1952,
vedasi pag. 395], che risulta continra in 3, in A — 4 & 4f= J, ed inoltre il minimo ed
il massimo di f in M — 4 rappresentano rispettivamente il minimo e il massimo di 4f
in . :
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qualunque sia il punto (@, ¥,) in %, — 4, ponendo, quando tale insieme ¢ vuoto,
I3 z ! . . . -
ey v) =flz, ¥ ) =0, e quindi si deduce:

S fleh, ) —1 | < 2e.

La f (2, y) ¢ dunque integrabile (L), ed I ¢ Vintegrale (L) di f(z, y) in 2.

Mostriamo ora I’equivalenza nella classe delle funzioni quasi continue non
limitate. Detto I I"integrale secondo LEBESGUE di f(z, ¥) in 2%, per ogni ¢ >0
¢ determinato un intero v tale che per ogni coppia d’interi p, ¢, con p >, q >,
si abbia:

[ [Toa ey ) dwdy —T|<e.
=5

[\l

Siano p, ¢ due interi con p >», ¢ >». La funzione oo (@, ) €& integrabile (L)
in I (in virtt della equivalenza mostrata nella classe delle funzioni quasi con-
tinue limitate), e quindi in corrispondenza ad &/p (supposto e/p < &/g) esiste
un 4 di &%, con | 4| < ¢gfp, ed un § >0 tale che si abbia:

Uf”"'(“’;’ Y dy— 3 | Rl foloh vh) |<e
o f=1
q‘!

per ogni suddivisione ,;, My, ...y M, di M, con N, (6 =1, 2, ..., n) avente dia-
7 1 . . . . . Y
metro << 6, con (xz,, ¥,) qualsivoglia in 2,— 4, ponendo, se tale insieme ¢ vuoto
’ ’ . - . .
Toe (@ ¥) = 0. Si deduce immediatamente

?

| -
T—2 | 0 y0) | <26
|

i=1

e quindi f(z, y) ¢ integrabile (L) ed I é Pintegrale (L) di f(z, ¥) in 2%.
Inversamente, sia I I'integrale (L) di f(x, ) in 2. Poiche Toud (T, 4) cON P >,
g >, ¢ integrabile (L) (in virth della equivalenza mostrata nella classe delle
funzioni quasi continue limitate), in corrispondenza ad e/p (supposto e/p <
< &/g) ¢ determinato un 4, con | A]. < ¢/p, ed un § >0, tali che si abbia:

'f[fr,q(% y) do dy — %
. “~
)

Ni | T ¥ |<elp<e
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per ogni suddivisione M, N,, ..., M, di M, con I, (¢ =1, 2, ..., m) avente
diametro << 8, con (z;, ¥;) qualsivoglia in o, — 4, ponendo, se tale insieme &
vuoto, £, (#;, y:) = 0. Sia ¢* il pit piccolo tra 6, 3, ed N}, My, ..., M, una
suddivisione di 2%, con N (* =1, 2, ..., s) avente diamefro < 6% Si ha mani-
festamente:

i=1

}/] ol (LUdJ——Z{W | ),q(lrl,J){<8,

l
Y

ESIEHN? ‘»,,‘/>§<e,

per la prima qualunque sia (z,, ¥,) in 9N, — 4 [se tale insieme & vuoto si ponga

foo @y y) =07, per la seconda qualunque sia (z, y,) in M;— 4 [se tale in-
. . 14 1 . A aq s

sieme ¢ vuoto si ponga f, (@, ¥;) = 0]. Scegliamo, quando & possibile, (z,, ) =
=@y Ys) s An tal caso Ja differenza, .in. valore assoluto,

zl ‘-9.";: ]),q a ’~~ /I/ zl I' 7"?(%“ '/;]t)

i=1 i=1

¢ maggiorata dal numero {|4|. +| 4| }p, e quindi si ha:
“

—fffm (@, p)dzdy | <2e +{|d|. +]4].}p <28 + (efp + elp)p =1e¢
AN :

qualunque siano gli intexi p, ¢, con p >v, ¢ < ». La f (=, y) ¢ dunque integra-
bile secondo LEBRSGUE ed I ¢ Vintegrale di f(w, y) secondo LEBESGUE.

§ 4. — Una riga intermedia degli spettri 4, B.

b

1. — Definizione 1.

Sia f(z, y) definita e limitata in M: e <2 <Y, ¢ <y <d. Posto

b d d b
Iy = J dw J f(z, y) dy, I, == ’ dy ff(y, ) de,

ove in 7, [I,] 'integrazione rispetto ad # [#] & nel senso (R), mentre Uintegra-
zione rispetto ad # [y] ¢ nel senso (1.), f(x, ) la diremo integrabile in % se esi-
stono I, ed I,, e risulta I, = I,.
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2. — Definizione 1'.

Diremo I Vintegrale di f(x, y) (definita e limitata in &%) se per ogni ¢ >0
esistono due plurintervalli aperti 4, A®, 'uno di (a, §), l'altro di (¢, d), con
|49]. <& |A"].<ég ed un 6 >0 tali che risulti:

n m

1) [I—3 S (@n—) @,0—¥,) T (@, y) | <e

i1 j=1

essendo @y, @y, ..y Xu; Yy, Yoy ..y Ym suddivisioni arbitrarie rispettivamente
di (&, b) e (¢, d), con @,y — 2, < 8, Y, —Y,< 9, e (2, ¥,) qualsivoglia nel ret-

7 ! . . * .
tangolo (#;, @,4) (Y5 Y,;..), con @, ¢ A9, y, ¢ 4®, e se non esistono di tali punti
porremo f(a,, ¥,) == 0.

3. — Equivalenza tra le due definizioni 1 ¢ 1’ nella classe delle funzioni f(x, y)
continue separatamente rispetto alle variabili in 2}.

.E. Ba1apa (22) ha stabilito che una funzione f(z, ¥) continua separatamente
rispetto alle variabili in 3, & in & quasi continua rispetto ad # e y in modo re-
golare, cioé vale la seguente proposizione:

Fissato un & >0 & possibile determinare due plurintervalli aperti A,
A con | AV].<e | 47| < tali che abbia luogo la seguente proprieta:
in corrispondenza a ¢ >0 arbitrario esiste un p >0 tale che, se (¥, y,) & un
punto di 3 con #, non appartenente a A4® od y, non appartenente a A", per
ogni punto (s, ¥) con & non appartenente a A od y non appartenente a A
verificanti le disuguaglianze |z-—uao| <<y, |¥—y| <y, risulti:

(2) If(% Y) — f{o, y0)1<0"

(22) E. Barapa: Sulle funzioni conlinue separatamente rispetto alle variabili e gli in-
tegrali curvilinei, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 17 (1948), 201-218. Cir. anche:
G. Scorza-DragoN1: Un teorema sulle funzioni continue rispetto ad una e misura-
bili rispetio ad ww’altra variabile, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 17 (1948), 102-106.
C. Vinti: Une ripartizione del continuo ed una osservasione sulle funzioni continue
rispelto ad una e non misurabili rispetto ad un’altra variabile, Rend. Sem. Mat. Univ.
Padova 27 (1957), 253-266.
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Per mostrare tale equivalenza, poiché dalla definizione 1' si deduce facil-
mente che se I esiste & unico, basta far vedere che nella classe in cui ci siamo
messi esistono I, ed I, ed entrambi soddisfano la (1).

q
Posto I,() = [ f(», y) dy, se @y, @, sono due punti di (a, by — A%, con

| @ — x| <y, in virtu della (2) si ha:

< [ fon, 9)—flae, 9) | dy < o-(d— o),

<

l I, () — I ()

e questa ci dice che I,(x) & quasi continua in (&, b). Essendo poi f(#, %) limitata,
anche I,(z) & limitata, e quindi esiste I; . Analogamente si mostra che esiste I, .

Osserviamo ora che I,(z) gode della seguente proprietd: in corrispondenza
ad ¢ esiste un 0*(e, #) >0 tale che risulti:

mlax)

© | 1(a) — El(ym‘—y,)-f(w, ¥l <e

j=
essendo, per ogni z di (a, b)y Y1; Yoy +ory Yme UNA qualsivoglia suddivisione di
(¢, d), con y,,,—y,< 0% ed y, qualsivoglia in (y,, ¥,,,) -

Denotiamo con (e, ) il confine superiore di tutti i numeri 6%(e, #) per i
quali, fissati ¢ ed x, & soddisfatta la (3), e mostriamo che, per ogni ¢ >0,
8(¢, #) ha, per & variabile nell’insieme chiuso (@, b)— 4, confine inferiore
8'(e) positivo. Sia infatti #, un punto di WEIERSTRASS relativo a d'(¢). Essendo
(@, by — A® chiuso, @, apparterra ad (a, b) — 4. Se x, ¢ un punto isolato di
(a, b) — A®, risulta 6'(e) = d(e, @,) >0, e la proposizione ¢ dimostrata. Sup-
poniamo allora x, di accumulazione per (&, b) — 4. Per la I () si ha che in
corrispondenza ad &/3 esiste un y’ >0 tale da aversi:

I Ii(x) — I, (o) i < /3,

per ogni z di (a, b)— A4, con |&— &, | < p'; e poiché per la proprieta espressa
dalla (3) &

mlag) -
lIl(xO) — E(?/H 1——’3/5)'f(.’170, Y, l < &/3
i=1
per ogni y,, ,— ¥, << O(¢g/3, @), con 7; qualsivoglia in (y;, ¥,,,), si deduce:
Mitg) ‘
(4) [11(37)‘“2(7/:'+1_?/5)'ﬂw07 ?/j)|<28/3

j=1

per x in (a, b) — A", con |@z—z, | <y’ e per y,,,— ¥, << 0(&/3, %) .

6. — Rivista di Matematica.
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Supposto, come & lecito, y <y, dalla (4), in virth della (2), segue:

m(ag)

(5) I I(z)— z(?/j+1_~?/i)'f(m7 .?/_:) { < &,

=1

qualunque sia @ di (a, b)) — 4%, con |@—ux,| <y, per ¥, —y, < 6(g/3, ),
ed avendo scelto ¢ in modo che risulti o-(d— ¢) << ¢/3.

Tenendo presente la definizione della funzione d(e, @), dalla (5) segue che
per 2 appartenente ad (a, b) — 4, con |a—a, |<<y & d(e, ) > 8(gf3, m,) >0
e quindi 0'(g) = 8(&/3, @) >0. ‘

_ La proposizione & cosi dimostrata, ed in modo ovvio si deduce per I,(w) che
in corrispondenza ad &, ed al plurintervallo A, esiste un ¢"(¢) >0 tale che:

m

(6) III((I})—Z(:I/]_}_I——“?/])]‘({L', 7./,,)[<‘9:

je=1

qualunque sia z in (e, b)— 4, per y,, ,—y,< 8(¢), con ¥, qualsivoglia in
(¥ ¥;.)— A" e, se tale insieme & vuoto, si ponga f(z, y,) == 0.

Consideriamo ora un intervallo (z,, ;) di (a, b), con @;,— 2, < y; dalla
(6), in virtu della (2), si ha:

(1) @) — 3 @) T y) [ < e+ ot (d— o),
: i=1 :

essendo @' qualsivoglia in (z;, ;) — 4, e (2, ¥;) qualsivoglia nel rettangolo
(@i Bia) Wys Yy 4a)y CON L E A, y AP, gy, —y < 8" e, s Vinsieme (@, 5;4,) —
— A® & vuoto, si ponga I(a)) =0, f(@,, ¥,) =0, e, se & vuoto l’insieme
W, Y, 40— A7, si ponga f(@, y,) = 6. Ma I() & integrabile (L), e quindi in
modo abbastanza agevole si deduce che in corrispondenza ad & esiste un plo-
rintervallo aperto di ampiezza< e (potendo supporre che contenga A% lo de-
noteremo 4) ed un ¢ >0 (possiamo supporre § minore di y e di ¢") tali che
si abbia:

(8) | L — 3 (@ — ) () | < &

essendo @,, @,, ..., #, una arbitraria suddivisione di (a, b), con z,, — x;<C 4,

U 1 2 s 1. . . A(J) . 1 . . Y - t . - I ,TII 0
x, qualsivoglia in (@;, 2,4,) — e, se tale insieme ¢ vuoto, si ponga I (z,) = 0.
Dalle (7) e (8), essendo o-(d—¢)<C ¢, si ha:

I Il_‘ z z (*’vi—i—l_mi) (?/H 1~y;)f(m:7 ?/;)I < 38}

i==1l jes1
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essendo @y, Ty .oy Tyj Yys Yoy -ory Y Suddivisioni arbitrarie rispettivamente di
(a, by e (¢, d), con @,y —&; << &, ¥, ., —¥y,< 9§, con (a:'i, y;) qualsivoglia nel ret-
tangolo (@, i) (¥, Y, ,,) con @, ¢ A@, y & A e, se non esistono di tali punti,
si ponga f(z;, ¥, = 0. Quest’ultima disuguaglianza ci dice che I, soddisfa la
(1). Analogamente si mostra che I, soddisfa la (1), e quindi la equivalenza &

provata.

4. — Le due definizioni d’integrabilith costituiscono manifestamente una
riga intermedia sia dello spettro A che dello spettro B se ci poniamo nella classe,
abbastanza ampia, delle funzioni f(z, y) continue separatamente rispetto alle
variabili e non integrabili secondo le due definizioni d’integrabilitdh (R).






