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Luigr Tanz: CATTABIANCHI (%)

Una estensione alla pluriderivazione

dei teoremi di Rolle, del valor medio, di Cauchy. (*9)

1. - T1 presente lavoro fa seguito ad una mia precedente Nota (), alla quale
“rimando per-alcune considerazioni-preliminari.~ Qui-indico una estensione, al -
caso della pluridervivazione (2), dei classici teoremi di RoLLE, del valore
medio e di CAUcHY sulle derivate.

Per ragioni di brevitd e per una maggiore visione geometrica, tali teoremi
vengono enunciati e dimostrati nel caso della biderivazione, ma essi si traspor-
tano al caso generale della pluriderivazione.

Considerato il biderivatore

d ]
(1 D= X(e, y)_a—lc -+ Y(, y) 53,—/’

le dette estensioni sono le seguenti.

Teorema di RoLLE per la biderivazione. Dato un biderivatore
D [vedasi (1)] regolare ?) in un campo chiuso R (ad interno non vuoto) del
piano (x, y) ¢ data una funzione f(z, y) reale ed univoca in R, se f(z, y) & continua
in R, differenziabile nell’interno di B e se assume valori eguali in due punti

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Ttalia.
(**) Ricevuto il 23-11-1958.
- (*) L. Taxzr CArrABIANCHI, Su le costanti pluriderivazionali e su le variabili pluride-
rivazionali indipendenti, Riv. Mat. Univ. Parma 8 (1957), 215-221.
(%) Sulla pluriderivazione vedasi: A. MAMBRIANI, La pluriderivazione ¢ una classifi-
cazione delle equazioni differenziali, Riv. Mat. Univ. Parma 6 (1955), 321-348.
(®) Cfr. loc. cit. in (}), p. 216.
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Py = (2, y1), Py = (@5, ¥2) di una stessa linea I' carvatteristica di D (), allora
nell’interno dell’arco PiP, di I esiste sempre almeno un punto (&, n) nel quale ¢

[Df, )], =0

Teorema del valor medio per la biderivazione. Dafo in un
campo chiuso B (ad interno non wvuoto) un biderivatore regolare D [vedasi (1)]
e dala una funzione f(z, y) reale ed univoca in R, se f(x, y) & continua in R e dif-
ferenziabile nell’interno di R, allora nell*interno di ogni arco di estremi P, = (a,, v,)
e Py = (xy, ¥5) di una linea caratteristica di-D esiste sempre almeno un punto
(&, n) per il quale ¢

sy o) — f@g, 1)
— 19, e
(@, .7/2)52)'— (1, yl)(’D [ f(l‘, y)]("’])

dove (@, y)p ¢ wna qualsiasi variabile D-biderivazionale indipendente %) .

o Teorema di-CAaveny perla biderivazione. Dato in un campo

chiuso I (ad interno non vuoto) un biderivatore regolare O [vedasi (1)] e date
“due funzioni f(z, y) e oz, y) reali ed univoche in R, se tali funzioni sono continue
in R e differenziabili nell’interno di R e se, essendo Py = (@, ¥,) € Py = (2, ¥,)
due puntt di une stessa linea I caratteristica di D, risulta @@y, y,) 7 @(a,, 3 2)y
allora nell’interno dellarco P,P, di I' esiste sempre almeno un punto (&, i) per
il quale risulin o

2) [Q(fm, ?/)](s,u\ == [@(p(w, ?/)](5, g = 0,

oppure

f(@ss Ya) — (@1, 1) . {Qf(-’ﬂ, .7/)}
Em'

(3) Py, Yo) =@z, 1) [ Dew, y)

2. - Dimostrazioni.

a) Provo dapprima il teorema di CAUCHY per la biderivazione.
L’arco PP, di I" abbia la rappresentazione analitica seguente
7J:”/(90, 6)7 8 <@ < Wy

dove ¢ ¢ una determinata costante. Considero la funzione composta

F(@)={ fles, y2)—f(21, 1) }olo, y(@, @) — f(2, (@, ) {ple, y2) —@l@, v},

() Cfr. loc cit. in (1), p. 217.
(%) Cfr. loc. cit. in (1), p. 216 e pp. 218-221.
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che, per le ipotesi fatte su f(x, y) e (2, ¥), ¢ continua in tutto Vintervallo (z,, @,),
derivabile nell’interno di tale intervallo, con derivata data da

={f(@sy y)— @, 1)} {@ile, v(@, ©) + vl 0 pole, (2, ) }—

_{ fi(“’? 7z, ) "i'”/m(% ¢) fz(Ty (@, ¢ } {‘P(”M Ya) — play, ?/1)}5
inoltre ¢ F(v,) = F(z,) . Pertanto, in virth del teorema di RovLLe sulla deriva-
zione, esisterd nell’interno dellintervallo (zy, @,) almeno un valore & tale che
F'(£) = 0. Poiché I' & una linea caratteristica di D, si ha (%)

vo (& 0) = Y (& )X (& n),

avendo posto p(§, ¢) =7 . Risulta quindi

F(&) ~{f(~’f°, o) — fl@n, g0 Y L& m) -+ [YE IXE Dle& ) t—
—{1& )+ [XE I XE DI flé n) } { @@, 92) — @@, ¥ =0,
da cui, moltiplicando per X (£, ),
(4) { Fay yo) — f(wn, y0) } [Dopleey 9], my—
—{ @(@sy Y) —@lwr, 1) } D@, P,y =0 -

Se ¢ [Dop(z, ¥ ](; o =0, da (4) e dall’ipoteti @2y, ¥,) 5= @(@,, ¥.) segue che &
pure [Df(@, )], ,, =0 e la (2) & provata; se & invece De(a, 1), ,y 70, da (4)
discende (3).

b) La dimostrazione del teorema del valor medio per la biderivazione
segue da a) nel caso in cui la funzione g(«, y)si identifichi con (#, ), ossia con
una qualsiasi variabile 9D-biderivazionale indipendente (?). In questo caso
& da notare che V'ipotesi di differenziabilitd per (@, ¥); non ¢ strettamente Ti-

d -
chiesta in quanto esiste — (@, y(®, ) (continua e mai nulla su I), data (*)

da 1/X (@, y(, 0)) .

(%) Cfr. loe. cit. in (1), pp. 216-217.
(?) Cir. annotazione (%).
(8) Cfr. loc. eit. in (1), n. 4.3, a), p. 219.
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¢) La dimostrazione del teorema di Rorim per la biderivazione consegue
immediatamente dal teorema del valor medio per la biderivazione, nel caso in
cui sia fley, 1) = f(mﬂy ?/2) .

3. — Osserviamo poi che, come applicazione del teorema di CAUCHY per la
biderivazione, si possono ottenere le estensioni dei noti teoremi di pE 1. Ho-
SPITAL sulle derivate .




