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Rappresentazione degli elementi del secondo ordine

di una quadrica.

3oz Introduzione:

La rappresentazione degli elementi differenziali del secondo ordine di una
guadrica @, oggetto principale della presente Nota, ¢ il primo esempio di rap-
presentazione e di studio dell’insieme di tali elementi appartenenti ad una va-
rietd, ¥, topologicamente non equivalente al piano proiettivo.

Gli B, del piano proiettivo, studiati da G. GHERARDELLI [4] (*) da J. G.
SmapLE [7] e da B. Bowpiaxt [2], [3], si rappresentano su varietd V¢ bi-
razionalmente equivalenti a rigate le cui generatrici sono incidenti due varieta
invarianti rispetto al gruppo di collineazioni della V @C & i se, isomorfo
al gruppo proiettivo del piano. Cio segue dal fatto che nel pennello di E, di
un piano per un dato B, vi sono due B, invarianti per proiettivitd: I'H, di flesso
e I’E, irregolare o cuspidale. Questa circostanza non sussiste nel caso degli
E,c Q per un dato B, (non asintotico), essendoci in tal caso un solo B, inva-
riante dato dall’elemento irregolare (2). I questa circostanza che nella determi-
nazione delle coordinate e nello studio delle varietd rappresentative degli E, C @
implica maggiori difficolta rispetto al caso degli ¥, c S, e dd quindi interesse
alla, presente ricerca.

(*) Prof. str. della Universitd di Parma. Indirizzo: Istituto di Matematica, Uni-
versita, Parma, Italia.

(1 I numeri in parentesi [ ] si riferiscono alla Bibliografia posta alla fine del lavoro.

(2) Una eireostanza del tutto analoga si presznta per gli %, del piano per un dato Hy;
da cid, penso, derivi la ragione che non ha ancora permesso di dare la rappresentazione
degli E, del piano, se non per particolari sottoinsiemi.
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Da quanto precede si ha che le varietd V% C ® gono anch’esse birazional-
mente equivalenti a rigate le cui generatrici si appoggiano ad una varieta
VEC @ pappresentativa deghi B, c @ .

Per questo determino anzitutto (n. 3) le coordinate di un E,c @ e carat-
terizzo (n. 4) le varietdh V%9 ed osservo (n.5) che i modelli che cosi
si ottengono non sono esauriti dai modelli che si ottengono considerando le
V#C? come varieta subordinate dei vari modelli 75:C ) (3,

Determinate poi (n. 6) le coordinate di un %, c @, prima del breve studio
(n. 9) delle varieta V*<9 ho creduto opportuno approfondire pit ampia-
mente lo studio degli B, c @ e di dato centro, sia perché i fatti geometrici che
si presentano in questo caso illustrano la struttura della V¥#:C @ ponendo
in evidenza le differenze che si presentano dal caso degli #,c S,, sia perchd
il easo presenta interesse per se stesso, essendo equivalente allo studio degli ¥,
di una calotta ol (di §,), caso che incidentalmente ed in modo non completo si
trova gia trattato in un lavoro di J. G. SempLE [7]. Inoltre gid la rappresenta-

zione degli F, C o; pone in rilievo i due pennelli di %, asintotici messi per la

‘prima volta in evidenza da K. BomPiaxt [1].
I .

2. - Rappresentazione dei punti e degli elementi differenziali di una
quadriea.

Siano (13, 22) e (u!, n?) rispettivamente le coordinate omogenee di due rette
proiettive. : .
Come & noto, la varietd prodotio delle due rette

S a0 = EM o= A1 ut @l = £ = )2 ul
(2.1)
e 22 — 512 =M /*42? 2% — 522 = A2 ‘LLZ,

& la quadrica @ (di S;)
(2.2) P —atat =0,

Viceversa, ogni quadrica (non singolare) @ di un §, proiettivo (complesso)
si pud rappresentare mediante le equazioni (2.1).

(®) F. Severr [8] per r = 2 ed E. MarriNerrr [6] per #> 3 hanno studiato ¢ de-
terminato la base (minima) per le varie dimensioni delle varietdh V& CSp ., La cono-
scenza di tale base permette di dimostrare che la V@ C @ ¢ linearmente equivalente
al doppio della varietd V& C 53 ¢ della varietd degli I, (di §,;) con centro su una data
retta.
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Ovviamente, se si considera un S, proiettivo reale e le sue prolettivitd
reali, la quadrica @ deve essere di tipo iperbolico: in tal caso anche le rette
{2} e {u} sono reali.

Le proiettivita

S o= a’, A Det (a3,) = A =0,

(2.3) A (o, 7 =1, 2)

( = 0% Det (b)) = B 0

inducono nello S, una proiettivitd che trasforma @ in sé e quindi fanno passare

dalla rappresentazione (2.1) ad una rappresentazione equivalente; e viceversa.
Siano

(2.4) A= M), u o= utt),
funzioni del parametro (uniformizzante) t, definite in uno stesso intervallo ed

ivi differenziabili di classe s > 1.
Sostituendo le (2.4) nelle (2.1) si oftengono le funzioni

) (i=0,1, 2, 3)

—~
o
T
~

che per ¢ = 1, definiscono un elemento differenziale appartenente a @ . Vice-
versa, ogni tale elemento ammette una rappresentazione del tipo (2.4).

Si ottengono rappresentazioni (2.4) equivalenti per i seguenti cambiamenti
ammissibili:

1) cambiamento del parametro (uniformizzante) ¢ in un altro parametro
uniformizzante ¢,

(2.6) t=1t);

2) cambiamenti dei fattori di proporzionalith sia nelle A* sia nelle u%,
ossia del tipo

(2.7 P =g A w =0, B

3) cambiamenti del tipo (2.3).
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3. - Coordinate degli F, appartenenti a Q.

Indicate con 4 = —u* le coordinaie della tangente all’elemento (2.53) e
g
posto
N ro ot , da® L At
R f o pt — e e R
(3.1) 4 dat d¢ ' ar !
si ha
(3.2) Xui* = pi*,

Se z; sono le coordinate di una generica retta z, posto
& p) = pt (B w) =g w
il fattore di proporzionalitd X si pud esprimere mediante ’espressione
(3.3) X = (2, p)/(e, u).
Per X 5= 0, le (2.5) determinano un elemento regolare, mentre per X == 0
si ha un elemento non regolare, corrispondentemente al fatto che, supposte le

(2.5) analitiche, esse determinano rispettivamente un ramo lineare o non lineare.
(id premesso, posto

[ dp?)

(3.4) P12 = XA =)0 s P = XM = pu
" dr ’ LT

e tenuto conto delle (2,4), si verifica facilmente che per le coordinate u'* della
tangente si ha:

g w0t = (1) A, w0 = (AN DM, o =plutd 42150 0,
(3.5) { ~

( 228 = (#2)2/1, e p— (22)2 ﬂ[, Wiz — "—1“1 ‘LLZA + AL A2 A1,

Quindi: Un B, appartenente alla quadrice @, (2.2), individua ed é individuato
dalle coordinate ‘

(3.6) AL, A% JIE A A, M.
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Le coordinate 4 e y individuano il centro, le coordinate A, M individuano
la tangente avente le (3.5) come coordinate plitkeriane .

In particolare si osservi che A = 0 (M == 0) caratterizza gli E, della schiera
di generatrici 1 = A}/A® = cost. (u = cost.) .

Determiniamo come si alterino le coordinate (3.6) per i cambiamenti am-
missibili .

Dal significato stesso delle dette coordinate segue che esse sono indipendenti
dai cambiamenti (2.6) del parametro ¢.

D'altra. parte cio si verifica immediatamente osservando che dalle (3.3)
e (3.4) segue

~ X = dt X P — d_i pa2 Pt *(dt Ppss
(3.7) VT “\agh T Y T \a T

le quali implicano Vinvarianza di 4 e M e quindi delle (3.5).
~ Per cambiamenti (2.7) si ha

(3.8) X =0

-

— o ) —
X’ P12 = o Plz, P = Qi I):u,

ot

e
ne segue, tenuto conto delle (3.7),
(3.9) A=A/, M = M.

Osservato poi che oltre ai cambiamenti detti sono ammissibili anche i cam-
biamenti

u'* == g u*,

5\ .

segue che il gruppo di coordinate (3.6) & equivalente al gruppo

(3.10) o1 A4y 01 2% 00 1Y, 02 1475 (olonA, (ofoy) M
od anche
(3.10") o1 4; oop; o0 d, ool M.

Infine, tenuto conto dei cambiamenti (2.3), si ha che il gruppo di coordi-
nate (3.6) & anche equivalente al gruppo

(3.11) ay 2% byufy  Ad, BH,



~3
|9

C. LONGO [6]

cio che conferma quanto gid si & osservato sul significato geometrico di 4 =0
(ovvero M = 0).

Quindi: Un B, appartenente alla quadrica ), (2.2), ¢ individuato dal gruppo
di coordinate (3.6) equivalente ai gruppi (3.10) e (3.11). Le coordinaie (3.6) in-
dividuano le coordinate (2.1) del centio ¢ le coordinaie (3.8) della tangente dellE; .

4. - Varietd rappresentativa degli F, c Q.

Dalla legge di trasformazione (3.10) o (3.10") delle coordinate (3.6) di un
B, cQ, segue che le varieth V*C @ birazionalmente equivalenti tra loro,
e rappresentanti I’insieme oco® {El; Q} degli B, c @, hanno equazioni para-
metriche

(1) g e (e (e L=y

Si verifica subito infatti che, fissati 7, p, g, le espressioni (4.1) sono omogenee
di gradi I, I + p, I + ¢ rispettivamente nei fattori arbitrari 0y 01, 0. che com-
paiono nelle (3.10').

Tra le varieth subordinate alla varietdk VR C? (4£1) segnaliamo le se-
guenti:

1) Varieta Vy = V(P) degli E, di dato centro: supposto P = 041, 0, 0, 0)

A= =0 uesta & rappresentata dalle eguazioni
i ?

o= A" M"

a

2) Varieta Vy = V(g; g) degli B, di una generatrice: supposto A% — )
M =1, A =0, M =1, essa & rappresentata da

£ = ()~

3) Varieta V, = V(gy; g.) degli By con centri su ung generatrice g, e tangenti
alle generatrict g, dell’altro regolo: supposto 22 =0, At =1, M =0, 4 = 1, essa
& rappresentata da

L= (e
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4) Varietd Vy, = V(3,) degli Ey di un regolo: supposto A =0, ;M =1,
essa e 1a;p]_)1(>,scnmta, da

£ = (225 (o).

Questa, come ¢ evidente, ¢ un modello birazionalmente equivalente alla gua-
drica.

5) Varieta V, = V(g) degli I, con centri su una data generatrice: supposto
=0, A' =1, si ha

£ o= AN D (p)Pte

Tenute presenti le espressioni precedenti delle dette varietd, & subito visto
che, se si vuole corrispondenza biunivoca fra linsieme {EI; Q} ed i punti
della varietd rappres sentativa (4 1), Sl deVe avere l> 1, P> 1 q: > 1 peltanto
il modello minimo si oftiene per

Per tale modello la varietdy V7, ha le equazioni

S E";ﬁx Bafts =A Iu/s, Hﬂﬂ uhs
(12) (“7 %y /))’ ﬁi :17 2) .

( n:\xnzc\‘s;/i e ﬂ[ )J\“ }»:\vz }MA;, Iuﬂ

Si ha percid una V; rigata luogo delle rette congiungenti punti corrispon-
denti di due modelli della quadrica, V(3;) e V(3,), rappresentanti rispettiva-
mente gli B, di ciascuno dei due regoli ¥, ¢ %,.

Si dimostra facilmente che il modello (4.2) ha ordine d= 22 ed appartiene
ad un 8.

Osservazione. In generale si dimostra che il modello (4.1) appartiene
ad un §, con

48) N=0+D{(p+g+1) +Up+q+2) +EBW—1)}—1,

ed ha ordine

(4.4) d = 21(21* + 3lp + 3lg + 3pq) -
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5. - La varietd degli F, c Q) come varietd subordinata della varietd
degli E, c §,.

Ricordiamo che, indicati con @ = (z%) e con % = (u'*) rispettivamente le
coordinate del centro e della tangente di un B, di S;, soddisfacenti quindi alle
condizioni di appartenenza [z, «] = 0, le varietd V, rappresentanti 'insieme
dei detti F, sono date da

(5.1) E = (@)™ (u)n, [@, u] = 0.
La base di dimensione 3 della precedente varietd & costituita dalle tre va-
I
rietdh [6, p. 933]:
- a * .
1) varietdh ViV = ([1’ 3];); degli E, con centro su una data retta;
2) varietd VY = ([0, 3].), degli B, con tangente per un dato punto;
3) varieta V' = ([1, 2],), degli ¥, di un dato piano.
Per la varieth V¥ C? 5i ha quindi Pequivalenza lineare
'[7;31 cw = q, V;i),

. N * » -
dalla quale, intersecando con le varietdy ([0, 2],), (¥, con centro su un pianc e

tangente per un suo punto), ([6, 3s)e (B, con dato centro), ([i‘, 21,), (B, con
centri su una data retta ed appartenenti ad un dato piano), duali rispettiva-
mente delle varietd Vi” (e costituenti la base di dimensione & = 2), si ottiene
a =2, a, =0, a; = 2 e percid

(5.2) vECo — o1, 31 + 2([1, 2L)s,

la quale ci afferma che se @ degenera in due piani la V{C? degenera nelle
due varietd degli I, dei due piani e nella varietd, contata due volte, degli E,
con centro sulla retta comune ai due piani.

Osservato che, considerato il modello (5.1), lIe due variety V" e V& hanno
rispettivamente gli ordini d¥ = #33m + 22) e d® = 3mn(m + n), dalla (5.2)
segue per Pordine d della VG 9,

d = 2n(2n* 4+ 3m* -+ 6mn),

che si ottiene dalla (4.4) per I =n, p = q = m .
Quindi, 1 modelli (5.2) che si ottengono dalla varietd (5.1) non esauriscono
i modelli (4.1). ’
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6. - Coordinate degli F,c Q.

Ricordiamo anzitutto le coordinate di un E, di 8, .
Ho dimostrato [5, p. 361] che

Un B, di S, ¢ determinato dal sistema di coordinate
6.1) z7; Wi, X, U, (i, k=0, 1, 2, 3),
insieme alle condizioni di appartenenza: 1) [@, u] = 0 del punto @ alla retle u;

2) [u, U] della retia w al piano di coordinate U; ove il gruppo (6.1) st ritenga equi-
valente al gruppo

) ) 0t . a®
(6.1 ox’, ou'r, v = X, v U,

_con o, o, v fattori arbitrari indipendenti non nulli .

Te @' sono le coordinate del centro a dell’f,, le u™ quelle della tangente,
X ha Vespressione (3.3); inoltre, rappresentato I'elemento con le (2.5) e posto
dak A2zt

ar di?

(6.2) T == @7,
(con 4, , k, 1 permutazione della stessa classe di 0, 1, 2, 3), si ha

(6.3) m= X2 U,

Si verifica facilmente che, posto

) o 428 .
{6.4) Pt =z jl I (4, & =1, 2, 3, 4; A3 = pt, At == p?),
apea ape
= = 9 pr2 . P34
(6.5) i (‘P TR )

per un H,C @, rappresentato quindi dalle (2.4), si ha

[ 5Ty = A* p H — P P34 P2
7, = — A u? H— P12 P pi
(6.6)
TTy == — }\’2 'lel H — 1)12 P34 P32

= M ut H . Ptz psa pi3
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Si osservi che le P, potendo essere considerate come coordinate di una
retta per il punto (1) (7 =1, 2, 3, 4), soddisfano le condizioni

o TN

(6.7) Al PRI == (), P12 p3too
Tenute presenti le (3.4), in generale si ha
(6.8) Pt X Li* (L =4, L* = M).

Inoltre per le (6.3), posto

(6.9) H = X*T,
segue:
- ,’/ l?o = 8 ‘LLQ U .1 MX-Les
\ Uy == 22 U—AMX L1
(6.10)
/ Uy =— 22 U—AMX L
\ Uy =2t U— AMX I,
ove le L'* = — L* soddisfano, per le (6.7), alle condizioni:
g AV 4 Q2L = i A, AVLAR 4 2 LY =
(6.11)
2 PP LY b T = 31 M ut L - I8 = )0 M,

le quali implicano la condizione quadratica
(6.11") A DM - LB T T s

Qa quanto ricordato all’inizio e da quanto successivamente esposto segue
che

Un B, appartenente alle quadrica Q, (1.2), ammette le coordinate
(6.12) ALy A% JIEANTEH A, M X, U,

ove le U, sono determinate dalle (6.10), eon le L™ soddisfacenti le condizions (6.11) .
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Sia dall’equivalenza tra i due gruppi di coordinate (3.6), (3.10) ed i gruppi

(6.1), (6.1"), sia con calcolo diretto, si dimostra che il gruppo di coordinate

(6.12) & equivalente al gruppo

(6.12") @25 gep;  ogtA, o7t My wottoi oy X, wet ot oSt Uy

od anche

(6.12") o2 0 M a0l A, ool M; vol o5 X, va® o} 0. U, .

Inoltre per cambiamenti del tipo (2.3) segue che il gruppo (6.12) & equiva-
lente anche al gruppo

(6.12") a’y s b u’s AA, BM; X, &, U;
con
2 38 2 p2 2 32 2 32
Uy U ay by @y b.1 ay by
; “.12 b 22 (”.11 b?z “’.12 b :21 “.11 b ?1
(6.13) (a)) = s 11 - s 13 s 11
(L.‘Z [)2 a’”l b 2 (L‘_‘.“ bl a/:‘l bl
(".12 b.la ‘Ql b lz a’.lz b.ll a,ll b .11,

Per V'E, individuato dalle coordinate (6.12) il centro ha le coordinate (2.1),
la tangewt> ha le coordinate (3.5) ed il piano dell’E, ha l'equazione

(6.14) U (A2 p2a®— 2t p? ot — A% pt 2% - At pt @®) —
~=2AMX (Lo + Lt g + L a? 4 LB a?) =0,

appartenendo, quindi, al fascio determinato dal piano tangente a ¢ nel
centro dell’E, e dal piano

L2t gt - L gt L LR + LB p? = 0,
il quale, in conseguenza delle (6.11), passa per la tangente all’F, ma & distinio
dal detto piano tangente a (.

Osservazione. Si verifiea che per i cambiamenti ammissibili il para-
metro U che compare nelle (6.9) e (6.10) si trasforma secondo la seguente legge:

(6.15) U = vo® ;2 o7 > AB (U -+ vAM).
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Da questa, od anche direttamente, si potrebbe dedurre la legge di trasforma-
zione delle singole L. ’

La (6.127) e la (6.15) pongono in evidenza i seguenti sottoinsiemi (di IZ,)
nvariantt :

1) Sottoinsieme degli co® B, non regolari, caratterizzati da X == 0: per
questi si pud prendere U =1, ed inoltre tale sottoinsieme si pud identificare
con l'insieme degli £, C Q.

2) Sottoinsieme degli co® I, asintotici {ossia con B, asintotico): si dividono
in due schiere caratterizzate rispettivamente da 4 == 0, ovvero 3 = 0. Un
tale B, ¢ individuato dalle coordinate

23 i X, U.

3) Ciascuna schiera di 7, asintotici comprende infine un sottoinsieme co?
di B, inflessionali caratterizzati rispettivamente da /A = U == 0, ovvero M -—

=U =0 Ciaseunodi questi sottoinsiemi si pud identificare con ghi H, di

una schiera di generatrici.

7. - F,c ) e di dato ceniro.

Ha particolare interesse la totalitd degli oo® H, C @ e di dato centro, poiché
essa coincide con la totalitd degli B, appartenenti ad una data calotta del secondo
ordine, o5, di 8;.

Con le notazioni introdotte, supposto che il centro sia il punto O,(1, 0, 0, 0),
i detti B, si ottengono per 22 = u? == 0 (A = u! = 1) e quindi per essi dalle
(6.11) e (6.10) si otftiene rispettivamente

L =0, I3 :A’ I = M,
Uy =0, U, = AM?* X, Uy =—A* M X, Uy = U—AMX L®,
Considerate le proiettivitd

(7.1) A= adf(1—0,4), 0= Puf(l— Ouu)

che mutano la o in 8¢, e posto U, = U, per i detti B, sipud assumere il gruppo
di coordinate

(7.2) A, M; X, 9,
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equivalente al gruppo
(7.2 o'o(/l, gﬁﬂ[; X, vo® o([f{ W 24 M X (0,4 — 053) } .

Alle stesse coordinate (7.2) si puod pervenire con gli stessi metodi gia ado-
perati nel caso di E, aventi lo stesso centro ed appartenenti ad un piano.

Per questo basta osservare che, considerato un piano affine di coordinate
(affini) A == A4, p = w*/ut, un H,CcQ e di centro O, ¢ individuato da una
curva :

(7.3) 1y 1) = @ully ) + @oldy 1) + o =0,

con le ¢, forme di grado h.
Quindi, posto

S A apy A = el @sy gy
si possono assumere [2, pp. 82-90] come coordinate dell’k,
(7.4) Ay, A} A od anche Gy, Gy} o*4d .

Mentre, pero, nel caso del piano gli B, (7.2), vanno considerati rispetto al
gruppo delle trasformazioni '

7= i(}-; #) ,Zl. == IZZ(Z, ©)

centro-affini, nel caso attuale le precedenti trasformazioni appartengono al
gruppo pit ampio delle trasformazioni puntuali per le quali ¢ unito il punto
J = =0 ed inoltre sono unite le direzioni (per esso) 2 =0 e pu=0. Ed ¢
appunto la considerazione di questo gruppo che implica la trasformazione

A= ot/)’c"{A +a, a, (0;a, + 0, avﬁ)}

del parametro A4, mentre nel piano ¢ invariante la condizione 4 = 0, rappre-
sentante elementi di flesso.

La (7.3) rappresenta una corrispondenza tra le due rette { 2} ¢ {u} nel-
Pintorno dei punti corrispondenti O(4 = 0) e 0" (u = 0): poiché le coordinate
(7.4) hanno senso solo per a;, ¢, non ambedue nulli, si vengono cosi a conside-

3

rare corrispondenze nelle quali almeno uno dei due punti O ed 0’ ¢ semplice .

6. — Riviste di Maiematica.



80 C. LONGO [14]

Se si vogliono considerare anche corrispondenze nelle quali ambedue i punti
(0 ed O’ sono doppi (o di diramazione) e si vogliono escludere le corrispondenze
localmente degeneri, conviene rappresentare la corrispondenza (7.3) nella forma
parametrica

(7.5) A = Alt), W= u(t),
con t parametro uniformizzante [A(0) = u(0) == 0].
Posto
(7.6) dijdt = XA, dpfdt = X 3,
o LA @ dp @2\ 1 & & A ’
(1.6 ) H = 5 (‘—d‘; H[—g — a (1{2) = é X n'B ( ~C == A am — M (1/1),,

sulla. quadrica @ (o calotta)

20 =1, el=1, at=p, %=y
la»eorrispondenzn‘ (7.5) ha come immagine una curva avente (in Oy) la tangente
(7.7) Mo — A 2 =0, a® =0

ed appartenente al piano

(7.8) AMX (Ma*— Az?) + Ux® = 0.

Osservato che: 1) posto A = o/d, M = oM, dalle (7.6) segue X = X/o
e dalle (7.6") o (7.8) segue & == g2 9; 2) posto t =1(t), segue che
di  az dt dg  dp at — di\s . L o
b T FrATE = (ﬁ) H; si ha che alle coordinate

(7.2) si possono sostituire le coordinate equivalenti
od, ol; vor X, vo? QL.

Congsiderati, infine, i cambiamenti proiettivi (7.1) rispettivamente su 1 e
su u, si riottiene il gruppo di coordinate (7.2').

Per A MX % 0 la corrispondenza (7.5) e rappresentata su ¢ da un F, rego-
lave, ed & percio approssimabile da una proiettivita, non degenere; per A =0
si ha approssimazione mediante proiettivitd degeneri; infine per X = 0 la cor-
rispondenza & rappresentata da un elemento non regolare.

Si osservi ancora che per X == 0, posto X =1, da (7.6) e (7.6') segue A = a,,
ﬂ[ 2~—d1, B = A/Z .
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8. -~ Rappresentazione degli F,c ¢ e di dato centro.

Tenuta presente 'equivalenza tra i due gruppi di coordinate (7.2) e (7.2")
segue che gli co® K, C @ e di dato centro, o F, di una calotta del 20 ordine, o,
si rappresentano biunivocamente nei punti della rigata R di S;:

& =AY, & = XA M, & = XA M2, & = XAM3, &= XM,
(8.1)
7 = W4, Ny = UM,

che, in forma abbreviata, scriveremo anche
(8.2) &= X(A, M) 7 = (A, M),

luogo delle rette congiungenti punti corrispondenti in una data proiettivita
~tra-la-divettrice rettilinea @1 (&; = 0) ed una direttrice Ct (5 = 0)
La dirvettrice C! rappresenta T, non regolari. ILe due generatrici

91(111205 = =§ =0, 772:0)7 -(/.IL(A:O; §1=---z§4203 771:0)

rappresentano rispettivamente i due pennelli di ¥, asintotici; i punti O, (M =
= A =0), 2 (4 = 2l = 0) appartenenti rispettivamente a g, e a g, rap-
presentano i due F, intlessionali. _

La direttrice Ct si pud sostituire con un’alfra qualsiasi direttrice Ct per
i punti Q,, Q,.

Si ha:

La geometria degli B, di una calotte di o} di S5, rispetto al gruppo delle pro-
iettivita di S, che mutano in $¢ la of, equivale alla geometria di une R di S, vi-
spetto al gruppo proiettivo (i 8;) che muta in sé la R lasciando invarianti la di-
retirice vettilinea, due generatrici, e due punti rispeilivamente su gueste.

9. — Varieta rappresentativa degli B, c (.

Tenute presenti le coordinate (6.12) di un K, appartenente alla quadrica
Q, (2.2), segue che le equazioni parametriche di una varietd V<@, rap-
presentante mediante 1 suoi punti l'insieme oo! degli B, c @, debbono essere
del tipo

9.1) o= X2 (U A% Mo ()" ().
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Queste, per Vequivalenza tra i gruppi (6.12) e (6.12') o (6.12"), debbono

soddisfare le seguenti condizioni di omogeneitd nei prametri (arbitrari e non
nulli) ., o, »:

1) omogeneitd di grado = in v, da cul
Py A P =10
2) omogeneita di grado s in ¢, da cui
1 + g2 1 3Py == 8;
3) omogeneitd di gradi r, 7, rispettivamente nei parametri p;, 0,, da cu,
3py + 6p. 4+ 20 + Iy =1y, 3py -+ 6pp A+ 2qp Iy =0
Inoltre le coordinate £, (9.1), non possono essere tutte indipendenti dovendo
tra esse sussistere relazioni derivanti dalle relazioni (6.11). T
Per la biunivocitd tra I'insieme degli 7, ed i punti della V,, si deve avere

n>1, G+ =1, hyy By =1,

p =1, 8 =4, o=y == 12,
Per esso si hanno percio le equazioni parametriche
IR R s o/ Rl T A S S T N
(9.2) ! 7751; Ny eee Sggap Byees Bomapy (Uz) /11—11 ﬂ[’l A% AV ,uﬂ‘ ‘u,';ﬁ__gh
{T=0,1,..4; L=0,1; o, fr=1, 2).

Determiniamo ora le relazioni alle quali debbono soddisfare le coordinate
(9.2) come conseguenza delle relazioni (6.11).

Moltiplicando, per esempio, le prime due relazioni (6.11) per A™ 1™ A% uh
..y’ X A2 M, tenuto conto delle (6.10) e delle (9.2), si hannole relazioni lineari:

05 1xyXggi By v o _j_ 008 241%a%g) By oo B 15 Ay e gy 28y e B
g "o oy = ¢

(9.3)

( 77(;; Logagxgt £y eee Bs + ,),]gv 2ay8eng fyeee Bo 51; Ny e gy 18y e, B .
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In modo del tutto analogo si ottengono i seguenti gruppi di relazion
lineari:

03y ... X3 18g 0 B 05 ¥y eee 33 284 e By 25 23X ... Ng3 By Bs
S 7, 1 1 1 -+ 1, 3 1 1 oree ______5 1 6 Py d
(9.3") )
03 &g ... ¥gy 13y o s 05 &y v vy BBy eee S5 27 1y e 23 fy oo By
{ 771 3 K] 1 + 773 1 1 1 — § 1 1 1 R
13 1%y een 55 By een T; 2%y eae 53 7 e . 23 Xy .e g 23 . fB
S s 1 251 Ba + 7 1 1 Bs —_ 6 1 1 4
(9.4)
13 1xg .. ovgd By e B 1 2y eee &gy By oees . 25 Ay e X5 1fg oue
z 772 1 1 Ba _%_4773 1 1 Isam__(:(: 1 3 16, (34’
773; Xy e g3 1515,8s _;_ n;, TP %4 2./9,/33_83 — 53; 27y v gt F18e8s
(9.4")
15 ¥y eee gt 15,828 15 &y -e g 201325 __ 35 1xy oo gl B
.}71 1 Yot 1010203 +773 1 s 23123 _— 5 1 agy P20y .

Sostituendo nelle precedenti relazioni le (9.2), si verifica, viceversa, che
“esse implicano le (6.11), ¢ per questo, anzi, basta che siano soddistatte e (9.3)
e (9.3"), ovvero (9.4) e (9.4') .

Le precedenti relazioni lineari non sono pero tutte indipendenti. Si verifica
infatti facilmente che gli spazi determinati rispettivamente dalle relazioni
(9.3) e (9.3") s’intersecano nello spazio determinato dalle relazioni :

(95) 773; 133 Yag3 18y ne ,"]5_1__ ,}72, LETCORICHE ¥ A ﬁ5+ ,'72; 10y «ee 835 284 o ﬁ5+ 772; 230383 2 o Bo 0.

Ed analogamente gli spazi determinati dalla relazione (9.4) o (9.4') s’intersecano
nello spazio determinato dalle relazioni

(9.6) ,)7;, 1y oee %55 15,828, _'_ 771, 253 wee 53 171 vee fs +

+ n;v 1, oo, &y 2817280 -+ 77;; LETEPETH T TR 0.

B subito visto, infine, che le relazioni (9.3) e (9.6) sono indipendenti e che
all’infuori di esse non si hanno altre relazioni comuni a due qualsiasi dei gruppi
(9.3), (9.3"), (9.4), (9.4).

Siamo ora in grado di determinare la dimensione § dello spazio di apparte-
penza della varietd (9.2).

Per questo si osservi che: 1) il numero delle coordinate &
2+(2+10 - 4-8) 4 6-6 =140; 2) quello delle & dato da 2-4-5-T=280; 3) il
numero delle relazioni (9.3) o (9.4') & dato da 2-4-7 =56; 4) quello delle
relazioni (9.3’) o (9.4) & dato da 2:5-6 = 60; 5) quello delle relazioni (9.5) o
(9.6) & dato da 4.6 =24. Ne segue:

¢ dato da

0 =140 + 280 — 2-(56 + 60— 24) —1 = 235.
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Determiniamo ora l'ordine del modello minimo (9.2). Per questo comin-
ciamo con il determinare i caratteri proiettivi di alecune varietd subordinate .

1) Varietd V., degli I, cuspidali con centro su una data generatrice.
Posto, per esempio, u*= X =0 (U = 1), si ha una V, le cui equazioni para-
metriche sono date da:

mo=A(QF, g =IO

e si ha percid una rigata V}*c 8y, .

2) Varietd V, degli B, con centro su una generatrice g e tangente le ge-
neratrici dell’altra schiera.
Posto, per esempio, =/ =0 (M =1), si ha una ¥, di equazioni para-
metriche

E=X0 n=UQ0)

e percid una rigata V;*c 8, .

3) Varietd V, degli B, con centro su una generatrice. Posto, per esempio,
#% =0 (u* =1) la V; ha le equazioni parametriche

§ = X A% D (A, 7 = (U A1=4 BLb (2)2n

Intersecando con I'iperpiano &% * = XA44(1%) = 0, e tenuto conto delle varietd
precedentemente determinate, segue che si ha una V' c S, .

4) Varietd V, degli B, cuspidali X = 0 (U =1).
Si ha il modello degli B, C Q rappresentato da

mo=A (AP (@), me =M (D)7 (up
e percio (n. 4) una V¥ CS,;.
5) Varietd V; degli B, asintotici di una schiera. Posto A4 = 0 (M = 1),
si ha una V, di equazioni parametriche

E=X (A (), n=U@) (up

e percid una V;*c S, .
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S’intersechi ora la V%C@® con liperpiano &% **~*=0. Ne segue
che per l'ordine d della V; si ha:

d =214 + 4-140 + 10 81 = 1584 .

Quindi: Il modello minimo della varieta degli B, CQ ¢ wna varietd Vit
C Sass
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