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Nives Maria FerLax (%) e Funvia SKoOF (%)

Sulla permanenza della struttura lacunare

attraverso il prolungamento analitico. (*%)

~Y—-Introduzione. ..

Consideriamo la serie di potenze

f2) = D ap2* (lim sup | @ |¥*=1/R > 0)

[} k—r o

e la successione {f.(2)} di polinomi
fal2) = a; 2"
0

Seguendo 1'uso diremo che:

la serie & lacunare (lacunare pura) con la successione {p,,, q,,} di lacune
(H. 0.) quando

DE OGS P = G (=1, 2, 3, ..), lim inf (g/ps) > 1,
h—>t o

=0 per pEMZ (h =1, 2, 3, ...);

(*) Indirizzo: Istituto Matematico F. ENRIQUES, Universith, Via C. Saldini 50,
Milano, Italia. ‘
(**) Rieevuto il 25-VII-1957.

24. ~ Rivista di Matematica.
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la serie ¢ a strutfura lacunare con la successione { Py qh} di lacune (H. O.)
quando :

Iim sup | a, |¥* > lim sup | a,, |*™ m=m= g h=1,2, 3, ..).

B> 0 Meerfe O

Ogni serie a struttura lacunare ammette evidentemente delle partiziont re-
lative alla successione {p,,, q,,} del tipo seguente

&) = f*(2) + f**(=),

dove:

ar = a + a, a, =0 per k=m m=Em=q; h=1,2 3, ..),

lim sup | a; |** <1/R,

14(2) = 3 ay 2%, f¥(e) = 3 ay 2~

La serie f*(z) risulta la. componenie lacunare pura della partizione lungo
{p,,, q,,} ed ha raggio di convergenza I, mentre la serie f**(2) (componente residua)
ha raggio di convergenza maggiore di E.

G. BoURION () ha studiato 1'ultraconvergenza delle serie di potenze ed ha
osservato, tra I’altro, che la struttura lacunare si conserva, per continuita, in
un intorno dell’origine della serie stessa quando se ne ricava il prolungamento
analitico.

In questo nostro lavoro ci poniamo il seguente problema:

Consideriamo la funzione analitica f(z) generata dalla serie di potenze

Y
f(z; 0) = z ay 2*
0
avente struttura lacunare con la successione di lacune {p,,, q,,} ; sia

flz; ) = z by (z—)* [bk == by(C, 2)}1

(1) G. BOURION, Recherches sur Uuliraconvergence, Ann. Sci. Kcole Norm. Sup. (3)
50 (1933), 245-318 (cfr., in particolare, pp. 291-298).
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lo sviluppo di f(z) col centro in ¢ ottenuto per prolungamento lungo una linea
2=, O): ‘

10) la serie f(z; {) ha ancora struttura lacunare?

20) in caso affermativo, quale ¢ una successione {7),1, qh J di ldoune per
questa serie?

Oggetto di questo primo studio & il caso dell’ordine di lacunarita infinito, ciod
il caso in cui g/pr — + co. Questa ipotesi porta come conseguenza che la
componente f*(z; 0) lacunare pura genera una funzione uniforme [A. Osrro-
WSKI (%)] e Pevéntuale polidromia ¢ dovuta alla componente residua f*%(z; 0).

Supponiamo, senza alterare la generalitd, che il raggio di convergenza della
serie

sia 1 e consideriamo dapprima (nn. 2-6) il caso delle serie lacunari pure.

Nei nn. 2 e 3 viene stabilito il Teorema I, secondo il quale la struttura la-
cunare di ordine infinito della serie (lacunare pura) f(z; 0) si conserva quando
si passa alla serie f(z; £) eon { interno al cerchio di convergenza, lungo un cam-
mino interno a questo eerehlo, e si danno informazioni sulla successione delle
nuove lacune.

Nel Teorema II (nn. 4 e 3) si garantisce la struttura lacunare in tutto il
campo di esistenza della funzione f(z), precisando anche una successione di la-
cune per 'elemento dedotto f(z; £) .

Nel n. 6 (Teorema ITT) si danno informazioni su una successione di lacune
presente in ogni elemento analitico f(z; {) dedotto da f(z; 0

Passando a considerare la serie f(z; 0) a stlutturl lacunare, nei riguardi delle
tre funzioni f(z), f¥(z), f*¥(2), generate rispettivamente da f(z; 0), f*(z; 0),

f#%(2; 0, denotiamo con
), B, fes 0, R(),
B(f), B, 3 0), R*(),
B, B, e 0, RO

(%) A. OstrOWSsKI, Uber vollstindige Gebiele gleichmdéssiger Konvergenz von Folgen ana-
lytischer l’unl.tumen, Abh. Math. Sem. Umv Hamburg 1 (1922), 281-350. Vedere anche
loc. cit. in () (cfr. pag. 262).
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rispettivamente il campo di esistenza (eventualmente su una superficie di
RI1eMANN), la sua chiusura, ’elemento analitico di centro { dedotto lungo un
cammino OjE precisato, e il raggio di convergenza dell’elemento stesso.

I evidente che R(0) == R*(0) ==1, R**(0) > 1 e inoltre B(f), B{f*) conten-
gono il cerchio |z|<<1 e E(f**) contiene il cerchio |z|<<R**0). Di pin &
evidente che

R(Z) = Min (R*({), R**({))

e vale il segno > eventualmente soltanto quando sia R*({) — R**(({).

Fra tutte le serie di potenze f(z; {) che si possono dedurre per prolungamento
da f(z; 0), consideriamo quelle f(z; £) a struttura lacunare (almeno) lungo una
successione {7;,", q,'L} contenuta in {ph, q,,} nel senso che

e = 7);,,< (j;,, =@ (=1, 2,3, ...), lim inf ((b,z/pll;) >1.

Jr—r-i- 0

Consideriamo 1’insieme dei centri { di queste serie, necessariamente contenuto
nel campo IE(f) sulla relativa superficie di RiEMANN: questo insieme si dird
il campo di permanenza della struttwra lacunare di f(z) relativo all’elemento ana-
litico f(=; 0) ¢ alla successione di lacune { Drs Gn } . Questo campo si denoterd con

Ty0) = I'(f(z; 0)) = I'(f(z; 0): { P, @ })-

I Teoremi I e II ci dicono che per le serie lacunari pure E(f) coincide con
I';(0): che cosa si pud dire su questo campo I',(0) per le serie a struttura la-
cunare?

Al n. 7 si indica un campo

G =G(f(z; 0); { P )3 e 0); f¥H; 0)),

relativo alla successione {p,,, q,,} e alla partizione f(z; 0) = f*(z; 0) +
+ [*¥(z; 0), tale che, per ogni { € @, 'elemento f(z; {) abbia struttura lacunare
con una successione di lacune {p,',, q,'L} legate alle {p,,, qh} da una legge
che viene assegnata. Si dd poi una costruzione geometrica di tale campo.
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2. _ Permanenza della struttura lacunare all’interno del cerchio di
convergenza.

©
Teorema I. ILa seric f(z; 0) = 2 a,2* abbia raggio di convergenze 1 e
sta lacunare pura, ¢ioé o '

Ay == per mEm=q (h=1,2,3,..), QP = + 0.
Sia
fle; £) = 2 be (z—O)F (C=]0]e7= 0", 0<o<1)
0

la serie dedotia da f(z; 0) col eentro in § e diciamo R(L) il suo raggio di convergenza

BO=1—0). L
Per ogni T>1— p, denotiamo con p = u(o, T) la radice dellequazione

p(u) = ple, T) = (¢ + p) logle + ) + p log(T/n) =0
(radice appartenente all’intervallo 0 <<u <1 —p).
Allora, se T > R(Z), la serie f(z; ) ha struttura lacunare con le lacune { p,’b , q,'1 }
(h =1, 2, 3, ....) date da

D = iy ¢, = [ pite + ] (= ple, 1))
¢ inoltre la sua componente residua
3 b (2 —0)" (mE=m=q; h=1,23, ..
Osservazioni. 1°) La serie f(z; {) & ultraconvergente lungo la succes-

sione {m} tutte le volte che il campo di esistenza E(f) della funzione f(z) de-
borda dal cerchio |z—{|= R().

90) Nel caso T >1-— p equazione p(u) == 0 ammette una sola radice
u == u(g, T) sul semiasse reale positivo, e questa risulta compresa fra i valori
0 el—p. Infattieé p(0) <0, p(l — p) > 0, op(u)/ou > 0. Fissato g, il rapporto
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210

o 4 u) decresce al crescere di 7T (I'>1-—p). Per T — 1— o risulta
/(e

i —1—p.

I3
A
L

39) I da notare che il Teorema garantisce I'immobilitd dell’estremo in-
feriore di ogni lacuna della successione. Per 7' = ROt & u— ulo, R(O) =
= wo(£), e pertanto u/(o + u) — {uo/(o + o) }~. Il nostro procedimento dimo-
strativo non consente di garantire per la f(z; {) una successione di lacune piu

ampie di {7)11’ Dt/ (0 -+ o) }’

3. - Dimostrazione del Teorema I.

La dimostrazione si basa sui due seguenti lemmi fondamentali, validi per
ogni f(z) avente raggio di convergenza 1 e largamente usati da G. BOURION (3):

) dog| 1) — fu(a) | <log e

(R
)\ 2| =r<1, eqx(r) = 0 per » fisso e n-—> - oo,
‘ (I/n) log|fa(2)| <logr -+ e.(r) .
(1)
% 2] =r>1, e (r) >0 per » fisso e n— 4+ oo.

Nelle ipotesi fatte (¢,=0 per p, < m=gq,) & fﬂh(z) = f,.(2) = fa,(2), ed 1 due
lemmi, in queste ipotesi, si possono scrivere nella forma seguente, dove in
(I*) si provvede ad una ulteriore precisazione del termine complementare al
secondo membro:

s log | f(z) — fu(e) | < qa{ log 7 + &, (1) }
(I=) ;
? 2] =r <1, ;=< m<q, &, (1) = log Aqh 4 o(f; ¥)/gn — 0 per h = - co

(si & posto Ay = Sup{ | @ [Y*FY, | ary, [V4F2, 1Y),

5 log | fu(2) | <pu{logr + &, () }
(Ir#) { ,
( 2] =r>1, m=m=<aq, 8”:;("') ~>0 per » fisso e b — 4 oo.

(®) Vedasi loc. cit. in (1) (efr. pp. 248-259).
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Incominciamo col dimostrare (I*) con Iopportuna maggiorazione di g,(r). B

I f(z) '“‘fm(z) l § z I ay t | z ’k - z{ I [427 Il/k 7.}16 g. z (Am 7‘)k = z (flthr)k ==
m41 m-1 m-1 (723!

== (A,,h 7)o A,,h /(1 — A,,hfr).

Ora, per 7 >h, (abbastanza grande) & A,,h7‘<1, poicheé » ¢ fisso <1 e
Lim sup | a, [** =1; per h> h, (opportunamente grande) risulta

A,,h /(1 — A,,hr) <1/ —7).
Allora per -k > Max(h,, h,) si ha

log| /() —fu(x) | < gu logr +gu log 4, +log{1/1 —n},

da cui si deduce la (I*), dove si ¢ posto &q,(1) = log Aqh A+elf; )gn .
Consideriamo ora i due cerchi

) r—l=uw (I !zfélzﬂy

col centro in [, il primo (y) interno a |z | <1, e il secondo contenente |z| =1
all’interno, cioé

0 <pu<<1l—yp, H>1 + p,

e veniamo a stabilire una maggiorazione per b.., servendoci della formula fonda-
mentale di CAvcny . Intanto osserviamo che &

| | S 1057 | + ] b — B [ < 2 Max (|05 ], | b— b7 ),
[ birl.m l < 21/m{ Max ([ bem l’ ] b,, — ™ l) }llm < 21m Max (l b ll/m’ l by — bﬁ;") lllm)'
Valutiamo |by"]. B

1 ) dz

2mi | (2 —gymi?
7

(m) ___
b =



352 N. M. FERLAN € F. SKOF (81
ed essendo |2— (| =H, |2|=p + H, applicando la (II*) otteniamo

log| 03" < —m log H + p{log (H + o) + &, (H +0) }

L — Pr P 0 P, ,
— m) [ —_ o bk . AN ] N
m log] b [ = (1 7)!) log H + 0 log {1 H] ' m S‘I’h(H o) S
R log (1 -+ g/n\ 1 .
— 21 A e 4 P o)
I ne ( ' log I /| log H m &, (H + o)

Fissato 6 > 0 arbitrario, si scelga H abbastanza grande in modo che sia
log (1 + o/H) < (8/2) log H, e sia inoltre p, (1 + §) = m = ¢, . Risulta allora:

" (m) B ] . ! ! o
(1/m) log | b5 | < —{ 0/(2(L + 8)) }log H + &, (H + o) .
‘Poicht &, 0 per I — + oo, ofteniamo

lim sup{ (1/m) log| b0 |} < —{ 8/(2 )}log H (a1 + )= m=Z q),

m—>+ o
e, tenendo conto dell’arbitrarietd di H,

(A/m) log| by | —— oo,
e quindi

(3.1) { ])("'l") }llm —0.

Valutiamo ora |b,— b2 |. I

m f - jm(~ dz
bm___ b(m) o j { } ,

({_‘ — )- m1

ed essendo |¢— (| =pu, |2|= o0 + u, applicando la (I*) abbiamo
log | b, — b | = —mlog u + g{10g (0 + p) + eq (0 -+ 1) },

(A/m)log | bu— b3’ | = —1log u -+ (q/m)log (o + p) + (qa/m) &40 + ) -

Osserviamo che log u << 0 e si tratta di scegliere convenientemente p al fine
di ottenere un favorevole (piccolo) valore di g,/m.
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L’equazione
—logu -+ log (¢ +p) =—1log T
conduce al rapporto positivo
v = log (1/T)log (¢ + 1),

che assume il valore minimo per il valore p = u(p, T'), radice dell’equazione
plu, T) = (o +p) log(o + p) +p log (T/u) =0. Per tale valore risulta

v={0 +ule, T)}/ulo, T) =1 + ofule, T).

Otteniamo dunque, per p.=m= g, u/(¢ + 1) (r = ulo, T)),
(1/m) log | b, — b0 | = —log T' + (qa/m) &q,(0 + ) =

sl T+ {Gogd)m}e ton  (o—de+ ).

Poicheé log A, — 0 per k — -+ oo, si pud scegliere una successione di interi i,
tali che

o (1 4 0) = mu <, n/ M, —> + o0, { (log A, ) Y0
e quindi risulta anche

log A,
__‘_i_.l!’ an —> \]

(3.2)

m

per m —> + oo lungo la successione M=M= { ulle + u) } 0 (h = he,
B +1, ...). Si pud scegliere, per esempio,

my, = Max{ g~ (log 4,)"%, (L +9)}.
Consideriamo la successione degli interi m che verificano la condizione
M= m= g p1flo + u) (= he, Ro+1, ...}
Per la scelta cosi fatta di m, vale (3.2) e quindi
(3.3)  limsup{ (1/m) log| bn— 5" | < —log T.

25. — Rivista di Matematica
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Tenendo presente che

| by |10 < 230 Max { | 057 |27, | b, — B0 [Um )

in forza delle maggiorazioni (3.1) e (3.3) si otfiene

lim sup | b, V" £ 1/T per m,=m={p/(o + u Y, m—> 4 oo,
Dimostriamo ora che &
lim sup | b, |Mm=1/T anche per p, < m<< My, Mm-> 4 co.

10) Ricordiamo che & g,/my, — + co.

20) Determiniamo V cosi grande da avere
(3.4) eV || <1, V> 2/log (1/] )

(il che & possibile, essendo || <1).

30) Per h=h, risulta m, V 4+ 1= ¢.. Allora per p,=m<my, ¢

ppVA1E=mV +1<mV +1=a.
Veniamo a stabilire una maggiorazione per |b, | =b.()|. Essendo
log| a,| < slog A.y=5 &(s) (e(s) — 0, non crescente), a, = 0, per m= s = mV,

otteniamo

©

La successione dei termini di questa serie & decrescente (almeno) per s =z mV 41,
¢ quindi

©
1 u!l

—_— P eu)-u u
[on| = [C{'"fm!(u—m)‘e | i dus

my

=@/ elm Texp{ T(7)-u— (1/2) log w — (1/2) log { t(1—7) } — (1/2) log (27) +

+ 0,. + s(u)-u}l ¢ | du,
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dove 7 = mju ed &
w - T( r) = u{r log A/7) +7 (T }< m log u — m log m -+ m (p(r)= 1),

— (1/2) log{ 7(1 —7) } < (1/2) log u— (1/2) log m — (1/2) log (1 —1/V'),

Oype = Ou= Oyap— Oy << &(M) per m>=>mg .
Allora risulta
. expm
[0.]= YA fexp{ m log w + ¢, + e(u)-u— u log (1/[ ¢ }au.
my

Per m=m, & {e + e(u)-u }flog (1/] Cbl) < u/2, e quindi

b .

fexp{——(u/.?) log (1/|]¢]) Jumdu  (m=my). |

my

e‘xpkm‘ ‘
mmti2 I C im

IA

, l‘bml

Posto v = (u/2) log (1/| £ |), si ottiene

©

enl
‘ m I = vz | ¢ | £ (1/2) log (1/] £]) 3t fl? ™ do,

my

essendo U = (V/2)log (1/|C]).
La funzione e¢—* v™ & decrescente per » > m e risulta

{e=* (v 4+ 1) Y(emo vm) = e { e(1 + K o) }riv=e ™ { (1 + K )" }F" <
Se V{1 4 o(1) } per m —> + oo, uniformemente rispetto a v.

Ne segue

mU+1 mo+2
fe-wm Qo= [ + [+ S ™™ (U {1 —e™ %" V9 (1 4 o(1)) 1,

my my my-+1

da cui
I b, I < Q¢m Ym m=e l I [—m{ log (1/‘ ¢ ‘) }_1 g~ m{wlogafiLhy,

. {1 — e~ {1-2/r logtfIL )} 1 + o(1)) }—1
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e quindi
[ by [t — eV | Z]™=1 per m — co lungo i tratti p, < m << m,.

In base alla (3.4) si conclude che il raggio di convergenza R**({) della compo-
nente residua b, (2— 0" (m=m=Zqou/lo +u); b =1, 2,3, ..) risulta
maggiore di 7. Il Teorema & cosi dimostrato .

4. - Permanenza della struttura lacunare all’interno del campo di
esistenza.

@
Teorema II. Sia f(z; 0) = D a.2* una serie lacunare con la successione
(1}

delle lacune {j)h, ‘q_‘,,}‘ (h': 1, 2, 3, ) . Fzssato 'CkéE(f), eszste uom costante o

() :w(E(f)’ 0, C)’

dipendente soltanto dalla geometria dell’insieme (B(f), 0, Z), tale che lo sviluppo
nel punto &

fz; &) = 3 b (2 —0)%,

dedotto da f(z; 0) ha struttura lacunare con la successione di lacune { p,',, q,'L},
dove

7

Dr = Py @ = [w(@) ) -

Osservazioni. 19 Essendo g/p, = -+ oo, in forza di un classico teo-
rema di A. OSTROWSKI, f(z) & uniforme ed E(f) & contenuto in un piano. - L’in-
sieme complementare di E(f) si compone di un continuo, o pitt continui privi
di punti comuni, ciascuno dei quali ¢ illimitato (%). '

(*) Vedere: 5. MANDELBROJT, Sur les séries de Taylor qui présentent des lacunes, .
Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (3) 40 (1923), 413-462 (cfr., in particolare, pag. 430).
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20) Sia ¢ e E(f) e consideriamo una catena di elementi analitici ciascuno

col centro interno al precedente, di cui il primo sia f(z; 0) e Vultimo f(z; {), e
la successione dei centri e quella dei rispettivi raggi siano

0, Ly by e b L=
1, | B, R, ey Ry, R;
accanto a queste consideriamo la successione dei rapporti
9 = l@l 2151—0{/1, Ql“:];z—é} [/Rn o0y Ql‘;lziél—cl—li/Rl—l-

La costante w(f) dipende soltanto dalla doppia l-upla di numeri reali non
negativi

3 (97 917 e ‘Ql‘—l)y‘ ‘ (17 Rl: ceey -Rl—l) .

5. - Dimostrazione del Teorema Il.

Riferiamoci alle notazioni dell’Osservazione 29) alla fine del n. precedente,
e diciamo f(z; &) (i =1, 2,..,1) gli elementi analitici via via dedotti per
prolungamento . '

Poniamo

f(z5 0) = @o(2; 0)
e indichiamo con

(75 &) +aulzs &)

la serie dedotta da ¢y(z; 0), con la successione di lacune {p,',, q,',}, essendo
@:(#; &) la componente lacunare pura e gi(2; {) la componente residua.

Sia 7' il diametro dell’insieme, necessariamente piano (A. OSTROWSKI), dei
punti di E(f) ricoperti dalla catena degli I -1 elementi analitici.

Fissato T, = T, si determini la radice u, = p{g;, T,) dell’equazione y(u) =
=y, T1) =0. ‘

Allora, per il Teorema I, ¢, (#; (;) & lacunare con la successione di lacune
{p;'n Q;}y dove

pl’t =Pny QJ’; = g paf(0r T+ 1)
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inoltre g,(z; {;) ha raggio di convergenza almeno T e quindi il suo cerchio di
convergenza contiene tutta la catensa.

Adesso operiamo su ¢,(z; {;) per ottenere gy(2; &) -+ ¢(2; £,) come abbiamo
operato precedentemente su ¢,(2; 0): fissato 7,= T/R,, si determina Uy ==
= u(g,, T,) e si assume

P = Dny @ = gy ol (02 + p12);

cosi la componente residua g(z; ¢,) ha raggio di convergenza almeno T .
Cosi continuando perverremo a

oz, C) + gulz; £)

e risulterd

J&5 O) =wuz; &) + 3 g4(z;5 &),
=1

1

dove ;(#; C;) € olomorfa nell’insieme ricoperto dai cerchi della catena, mentre
? ?
j=1
i2; £:) & lacunare pura con la successione di lacune { 7", ¢} :

= ¢» =g M._‘.)_.
" i * (=1, 0 + ulg;, T/R))

()

Pn = w(f) ¢ .

I1 Teorema II & cosi dimostrato.

6. — Ancora nelle ipotesi formulate per il Teorema IT, & possibile indicare una
successione di lacune {p,, ¢, } che si presentano nello sviluppo di f(2) nell’in-
torno di qualunque punto {e B(f). Infatti sussiste il

o©

Teorema III. Sia f(z; 0) = Ya,2* una serie lacunare con la succes-

0
stone delle lacune { Drs q,,} (h =1, 2, 3, ...). Fissata arbitrariamente una suc-
cessione { Wy }, con w, —> 0 lentamente quanto st vuole, lo sviluppo

fz; &) = 2bu (2 — ()

di f(2) col centro in un qualunque punio { € B(f) ha strutiura lacunare con la suc-
cessione di lacune {p,, q,} dove

Py = Pay 4 = [on @]
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Dimostrazione. Questo Teorema & immediata conseguenza del Teo-
rema IT; infatti per ogni { & stata costruita la serie f(z; {) a struttura lacunare
con le lacune {ph, w(é‘)qh}; essendo w, — 0, risulta, per h= hy(l), w, g <
< w(l) g e pertanto {p,‘, wy, q,,} ¢ una successione di lacune per la serie

1z 0).

7. - Caso delle serie a struttura lacunare.

«©
Sia f(z; 0) = Ya, 2* una serie a struttura lacunare con la successione delle

o
lacune { ps, ¢ } (h =1, 2, 3, ...) e sia f(2; 0) = f*(z; 0) + f**(2; 0) una sua par-
tizione in componente lacunare pura e componente residuna, relativa a { Dny G }
Per ogni punto { di D = E(f*) n E(f+*) indichiamo con R({), RB*({), R¥*({)
iraggi degli elementi analitici dedotti rispettivamente da f(z; 0), f%(=; 0), f*%(z; 0)
lungo una linea fissata.
' Fra i raggi sussiste la relazione

R({) = Min (R*(g)7 R**(C))

e il segno > vale eventualmente quando R*({) = R**({).
Per ogni { di D consideriamo la terna () di cerchi

0O [a—C|<RE@),  CXO): |z—CL|<BH), C*(0): |2—] <R¥*(Q),

dove C(£) 2 O%(&) n C**(). Ogni terna (L), per € D, appartiene ad uno
dei seguenti tre tipi:

10 tipo: 0 < R(() = R¥({) < R¥*(L),
20 tipo: 0 < R({) = R**() < R*({),
30 tipo: 0 <R¥({) = R**() < R(C).

Si osservi che se la terna G(¢), e D, & del 1° tipo, ’elemento analitico
f(z; £) presenta struttura lacunare e pertanto il campo @ di permanenza della
struttura lacunare, relativo alla successione {ph, qh} e alla-partizione f(z; 0) =
= f*(z; 0) + f**(2; 0) & quel campo (contenuto in D) che contiene ogni punto ¢
per il quale la terna ({) risulta del 1° tipo. B da notare che il campo @ ri-
sulta contenuto nel campo I7(0).
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T risultati stabiliti nei Teoremi IT e IT1, e riguardanti ’ampiezza delle lacune
dell’elemento analitico dedotto f(z; {), rimangono validi anche nel caso delle
serie a struttura lacunare purché sia Je G . Infatti, fissati un punto ¢ di G ed
una linea &, interamente contenuta in D e congiungente 0 con &, si consideri
una catena di terne B di cerchi (contenente eventualmente anche terne del
20 ¢ del 30 tipo) i cui centri {; sono punti di £ cosi scelti:

Cig € C(C) 0 CF(E) N OFH(EY) (t=0,1, ., k; L=0,0=0.

Per il Teorema IT l’elemento analitico f¥(z; {) dedotto dalla componente
lacunare pura f*(z; 0) ha struttura lacunare con le lacune {ph, w(l) qx } ; Vele-
mento analitico f**(z; {), dedotto dalla parte residua f*#(z; 0) ha raggio di con-
vergenza R¥**(Z) > R¥({) = R(), essendo ¢ in G: pertanto Pelemento f(z; )
& scomponibile nella somma di una serie lacunare pura con la successione di
lacune {ph, w(&) qh} e di una parte residua, avente raggio di convergenza
maggiore .

Osservazioni. 1°) I da notare che il campo G di permanenza della
struttura lacunare non e necessariamente connesso.

20) J1 campo @ si costruisce geometricamente nel seguente modo: Si
consideri un punto z* [singolare per la funzione f*(z)] non coincidente con alcun

contenente z* e limitato dall’asse del segmento rettilineo z* z**. Indichiamo
con A(z*) l’insieme aperto, intersezione dei semipiani P(z*, 2*¥*), dove =% ¢
fisso e #¥* descrive Vinsieme dei punti singolari della funzione 7*%¥(2):

Costruito I’analogo campo A4(2*) per ogni z*z£ 2*%, il campo G di permanenza
della struttura lacunare si ottiene come riunione degli A(z*):

G=U { nPeE e}
*_7—_—,.f_—:**

Z*¥

&

30) Nel caso in cui sia B(f*) c E(f**) la struttura lacunare permane in
tutto il campo di esistenza E(f) (= E(f*)) della funzione f(z).



