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Luter Taxzi CATTABIANCHI (%)

Su le costanti pluriderivazionali

e su le variabili pluriderivazionali indipendenti. (*¥)

1. — Introduzione. e

Nella presente Nota stabilisco alecune proprietd delle « costanti plurideri-
vazionali» e delle « variabili pluriderivazionali indipendenti» (), enti che
sono stati cosi definiti (?):

Dato un pluriderivatore

D = Xy(®q, oovy Ty) Py A Xy, oy @) 7,
1

1 cui coefficienti X, (2, .oey @)y ory Xy (@, ..oy @,) siano definiti in un

certo campo R,
si chiamano costanti pluriderivazionali per ©, nel campo R, (), le fun-
zioni z(%y, ..., x,) tali che sia

DBy, ..ny L) = 0, (Tyy «ovy n) € Ry

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.

(**) Ricevuto il 10-1I-19a7.

(1) Tali proprieta costituiranno poi una naturale premessa per I'estensione alle plu-
riderivate di noti teoremi sulle derivate, argomento di cui mi oceuperd in prossimi lavori.

(®) A. MayBrIiaNI, La pluriderivazione ¢ una classificazione delle equazioni diffe-
renziali, Riv. Mat. Univ. Parma 6 (1955), 321-348. Cfr., in particolare, pp. 332-335.

(3) Od anche costanti D-pluriderivazionali nel campo R,, od ancora costanili per il

pluriderivatore D nel campo R, .
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si chiamano variabili pluriderivazionali indipendenti per ®, nel campo
R, (*), le funzioni z(w, ..., @,) tali che sia

D@y, oeey 2y) =1, (@, ooy ) ER,.
Queste ultime funzioni saranno indicate brevemente eol simbolo
(1) (#yy «ony Za)y -
Mi limito qui a considerare il caso della biderivazione, ma risul-

terd chiaramente che.le considerazioni fatte valgono in generale per la pluri-
derivazione.

2. - Considerazioni preliminari.

Si dird che un biderivatore

A 3
D = X(w, ¥) — -+ Yz, y)-—
D @ ¥ g, + Yl pg
con i coefficienti X(x, y) e Y(2, y) reali ed univoci in un certo campo I¢ chinso
e ad interno non vuoto, ¢ un biderivatore regolare nel campo R, quando sono
verificate le seguenti ipotesi:

10) 1 coefficienti X(x, y) e ¥(z, y) sono continui in R, con X(z, y) = 0
in R (%);

20) il rapporto ¥(z, %)/ X(x, y) soddisfa in R alla condizione di Lir-

bR T s h N

SCHITZ rispetto ad y, uniformemente rispetto ad w. '

Sotto tali ipotesi 'equazione differenziale ordinaria

- (%) 0d anche variabili D-pluriderivazionali indipendenti- nel campo R, -od ancora
variabili indipendenti per il pluriderivatore ® nel campo R, . '
(%) Oppure con Y(x, ¥) 550 in R. 1’ipotesi che uno dei coefficienti sia diverso da
zero in R si pud sostituire, manifestamente, con I’altra, meno restrittiva,

| X, )|+ V(@ 9)i>0 in R
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soddisfa, in R, al teorema di esistenza ed unicitd: le linee integrali y = y(z, ¢)
della (2) solcano allora tutto il campo R in guisa che per ogni punto di R ne
passa una ed una sola. ' : -

Sia poi ¢ = w(x, ¥) V'ugnaglianza ottenuta risolvendo rispetto a ¢ la ¥ =
= y(@, 0) ().

Per comoditd le linee integrali della (2) si diranno anche linee caratieristiche
del biderivatore regolave © considerato (o, brevemente, caratieristiche di D).

3. — Le costanti biderivazionali.

3.1. — Consideriamo un biderivatore © vregolare in un campo R (cfr.
n. 2). Sappiamo (7) che Uespressione generale delle costanti ®-biderivazionali

\

¢ data da

dove 2(t) ¢ una funzione derivabile arbitravia di ¢ e w(», ¥) & la funzione intro-
dotta nel n. precedente.

Ogni costante per un biderivatore regolare D assume lungo ciascuna carat-
teristica di © un valore costante. Infatti, se Q = D(w(w, ¥)) ¢ una di queste
costanti biderivazionali, poich¢ w(z, %) assume un valore costante lungo ogni
linea caratteristica di ®© (efr. n. 2), anche 0 assumerd un valore costante
lungo ciascuna di tali linee.

lsistono infinite costanti, per wn biderivalore regolare B, che lungo una pre-
fissata caratieristica di < assumono wn prefissato valore. Infatti, se ¢ = o, y)
¢ T'equazione di una caratteristica e k & una data costante, le dette infinite
costanti biderivazionali sono  individuate dalle infinite funzioni Q) tali
che sia Q(c) =k (®).

3.2. — Teorema I. Dato in un campo R un biderivatore regolare D,
se x, ¢ ascissa di punti interni ad R, esiste sempre una ed una sola costante -
biderivazionale che per x = x, sia eyuale ad una prefissata funzione derivabile

-

() Conviene tenere presente per il seguito che, in R, si ha y = y(=, o=, ¥)), ¢ =
= w(m, p(x, ¢)) ed anche, scrivendo y al posto di ¢, ¥ = w(x, y(=, y)).

(") Cfr. loc. eit. in (?), p. 332, nel caso n = 2. )

(8) Ad esempio, nel caso semplicissimo Q(#) = Al -+ u, con i e u indeterminate, ri-
sulta Ze 4+ p == k, equazione soddisfatta da infinite coppie 7 e p.
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Infatti, supponiamo che Q(w (@, y)) verifichi Daffermazione del teorema,
cio¢ si abbia Q(w(w,, ¥)) = f(y), ed anche Qo(wy, P(@o, ¥))) = iy (@, ),
ossia [efr. annotazione (°)] Q(y) = f(y (zo, ¥)). Pertanto, se esiste una
costante P-biderivazionale soddisfacente al teorema, ne esiste una sola
data da

(+) Qe (2, ¥)) =y (%, o (x, y))).

Daltra parte la funzione che figura al secondo membro di (4) soddisfa proprio
il teorema in quanto ¢ esattamente y(x,, w (%, ¥)) = y [cfr. annotazione (%] .
Ad esempio, consideriamo, nel semipiano x>0, il biderivatore (regolare)

Qui ¢ w(z, y) = y/a e, fissata una funzione derivabile f(y),

T Y
ar TV %y
la costante, per tale biderivatore, che per @ ==, ¢ eguale a f(y) ¢ data da

Q) = fwey/z) .

4. ~ Le variabili biderivazionali indipendenti.

4.1. — Sappiamo (*°) che per un biderivatore

o - ]
D = X(e, ) — + Y@, ) —
ox oy

regolare in un campo R (cfr. n. 2), I'espressione generale delle variabili ©-bi-
derivazionali indipendenti [che, in conformitd di (1), indicheremo col simbolo
(@, y)m] ¢ data da

= ‘ dit )
(5) ‘ (%, y)@ :fﬁf([, y(t o, 1) + .Q((,O((L‘, ), (=, ¥) ER:

dove z, ¢ Pascissa di un punto di R e Q(w (#, y)) ¢ Uespressione generale (3)
delle costanti biderivazionali per ®. \

Al variare della funzione Q(2) la (5) ¢i da le infinite funzioni che si possono
assumere come variabili biderivazionali indipendenti per ©: in particolare,
per £2(t) = 0 si ha la variabile biderivazionale indipendente per © annullan-
tesi per @ = @, . o

(?) Cir. loc. cit. in (%), pp. 333-334, nel caso n = 2.
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4.2. — Dal Teorema I (n. 3.2) discende il seguente .

Corollario. Dafo in un ecampo R wun biderivatore regolare ®, se x,
¢ ascissa di punti interni ad R, esiste sempre una ed wne sole variabile -bide-
rivazionale indipendente che per @ = 2, sia eguale ad wna prefissata funzione
derivabile f(y). ‘

Tale variabile ®©-biderivazionale indipendente ha 'espressione

@

di
[ = My, o, 1))

X(t, y(t, wlz, ¥y
ia quale per # =, ¢ uguale a f(y(x,, wlz, ) = f(y). ,
Facendo seguito all’esempio indicato nel n. 3.2, la wvariabile biderivazio-

oo T 0 2 .
nale indipendente, per il biderivatore @ Ew -y 5 che per » =&, ¢ nguale
r -

—-ad-una-prefissata-funzione-derivabile - f(y)-¢é--data-da -

log | wjxy | 4+ flo, yjw).

4.3. — Facciamo ora alcune osservazioni.

a) Ogni variabile biderivazionale indipendente per un biderivatore regolare
D, lungo ciascuna lineca I' caratieristica di ©, ¢ una funzione continua e deri-
vabile della x, con derivata continua ¢ sempre diversa da zéro, ¢ pertanto ¢
sempre erescente oppure sempre decrescente lungo ciascuna linea T Infatti,
essendo una linea I" individuata da un’equazione y = y(@, ¢), con ¢ costante
conveniente, da (5) si ha

x

( ' . a o
(6) (;'17, ’y(’r, O))g = / m T.Q((}).

Ty

\

tale funzione ¢ continua e derivabile e la sua derivata

d - 1
() dx (@, i, C))’D - X(x, y(x, ¢))

¢ continua e sempre diversa da zero su I

b) Se (my, ¥1) € (2s, y,) sono due punti di una linea I’ caratteristica di un
biderivatore regolare o, la differenza

@2y Yo)p — (@1, Y1)
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Y

[sempre diversa da zero per quanto si ¢ osservato in a)] ¢ indipendente dalla
particolare variabile ©-biderivazionale scelta, Infatti, essendo I individuata
come in precedenza, si ha

(25 ;’/1) == 0(ys Ya) :,Ev onde Qo (21, 1)) — Qw (025 ) =0,
e da (5) risulta

dt
(20 Yo)p — (215 Pi)p = [*‘:*W

il che prova Vasserto.

44. - Teorema II. Dato, in un campo R, un biderivatore regolare ®

- una-funzione-f(a;-y)-differenziabile~in-un-punto-(a;-by-interno ad-R;-si~ha

. jla, y) — fa, b)
8 1 =D, ,
(8) . y)lglm Y DD — (@ D [Df(, ‘!/)]m, "

dove I' ¢ la linea caratteristica di D passante per il punto (a, b) e (x, Y)g ¢
une  qualsiasi variabile biderivazionale indipendente per D [la  serittura
(@, ¥) ¥ (a, b) esprime che il punto (@, y) tende, muovendosi su I, al punto

(a, D)].

Dimostrazione. Sia y = v(z, ¢) Vequazione di I La funzione com-
posta

p(@) = f(x, y(®, ¢))
risulta derivabile e, essen_do y(@, ¢) = b, si ha
9'(a) = f.(a, b) + 7yla, ) fyla, D),
da cui, avendosi, per la (2),
y'(@) = 7.(a, 0) = ¥(a, b)/X(a, D),

risulta

©)  X(a, b)-¢'(a) = X(a, b)-ia, b) + ¥(a, D)F,(a, b) = [D(&, 9], » -
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Ne segue, tenuto conto di (7) e di (9),

. flz, y) —fla, )
lim —
(@, y);m, w (@ N — (¢,

T G LG e (NP COD) v—a

2—>a l r—a '(‘": ylz, é‘))‘@ — (@, yla, 6))53

= ¢'(a)- X{(a, b) = [@f("vy ?/)](a, b

}

221







