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Marco CUGIAXNI (%)

Variazioni di segno condizionate,

tratto ridotto e teorema di Fabry-Pdélya. (*9

§ 1. - Introduzione.

11 nostro lavoro ¢ rivolto allo studio delle singolarita di una funzione ana-
litica w == w(z), rappresentata, per |z| <1, dalla serie di potenze

(1) 2 @y 2
n=Q

il cui raggio di convergenza supporremo uguale ad 1, ipotesi quest’ultima equi-
valente alla condizione '

(2) fim V| @, | = 1.

n—c

I ben noto come questa condizione sia sufficiente a garantire esistenza

di una singolarita della w sulla circonferenza |z| = 1.
Pitt precise informazioni cirea la posizione di una singolaritd della w
si possono eventualmente dedurre da un pill accurato esame dei coefficienti
della (1). B superfluo ricordare classiche proposizioni, dal teorema di VIVANTI-

(*) Indirizzo: Istituto Matematico F. ExriQues, Universita, Via C. Saldini 50,
Milano, Italia.
(**) Ricevuto il 22-5-1957.



100 M. CUGIANI 2]

PRINGSHEIM al primo teorema di FaBry (1) che forniscono condizioni sufficienti,
pitt 0 meno restriftive, per esistenza di una singolarity in 2 = 1.

Accanto a queste esistono altre proposizioni tendenti pit in generale a ga-
rantire l'esistenza di una singolaritd della w sopra un arco della circonferenza
|2]| == 1, simmetrico rispetto al punto z = 1, di ampiezza opportunamente
limitata, e fra esse ricordiamo in primo luogo quello che chiameremo il secondo
teorema di FABry (2).

Fondamentale in questo ordine d’idee ¢ il teorema di Porya (3), di cui ri-
teniamo di dovere riportare per esteso I'enunciato, visto Pimportanza che
€830 riveste ai fini della nostra esposizione.

Crediamo opportuno richiamare previamente, in modo succinto, una certa
terminoiogia relativa alla densitd delle successioni, che c¢i servirid anche nel
seguito e che ricorre gid nell’enunciato di questo teorema. Data una Sucees-
sione crescente di numeri positivi

tali che s, —s,-, >1 (I fisso, > 0), indichiamo con N(r) il numero dei termini
della {sk} che non superano un assegnato numero reale ». Se esiste finito il
limite

. N(n)

lim s

r—o T

ed ¢ uguale a D, diremo che {sk} & misurabile di densita D.
In ogni caso esisterd lim{ N(?‘)/‘r} = D* che chiameremo la densitd supe-
r—rw

>

riore di {s,;}, e pit in generale esisterd, per ogni numero fisso £ reale e con
0<E<T,

im N(r) — N(r§) — D).

r—>co 7‘(] — &)

(*) Per una veduta globale su questo ordine di questioni si rinvia il lettore a
« L. BreperBacl, Analytische Fortsetzung, Ergebn. d. Math., Bd. 3, J. Springer,
Berlin 1955 », opera che si presta inoltre per una ampia informaszione bibliografica. Inte-
ressano piu specialmente la nostra questione i §§ 1, 2. Quello che noi abbiamo chiamato
il primo teorema di FaBry figura in tale opera sotto la sigla (2, 1, I1), pag. 44.

(*) Si veda: L. BieBERBACH, op. cit. in (1), teorema (2, 1, I), pag. 43.

(®) 8i veda: L. BIesErBACH, op. cit. in (1), teorema (2, 1, III), pag. 51.
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Si pud inoltre dimostrare che esiste il limite

im D(&) = D(1);

F—1—

ed al valore D(1) si attribuisce il nome di densitd massimale della{ 8§ } Risulta:
0 < D* = D(0) < D(&) < D(1),

relazioni dalle quali non si deve perd dedurre Perronea impressione che D(£)
sia in generale una funzione monotona di £ .
T chiaro poi che se esiste il limite D risulterd:

D = D(0) = D+ == D(&) = D(1) .

Chiudiamo questo breve cenno ricordando che la densith massimale si pud
anche identificare con la densith di quelle successioni misurabili che hanno
la minima densitd possibile e che ammettono la;{s,c } come sotto successione (4).

Passiamo dunque a enunciare il

Teorema di POrva. «Data la funzione w e la relativa serie (1) colla
condizione (2), se ¢ possibile determinare:

10) una successione crescente {'n,/,,} di indiei,
20) una successione {ﬂh} di numeri reali,

30) un numero reale 0> 0,

tali che siano soddisfatte le condizioni:
(a) Re (a,, ¢ >0, { Re (a, -¢'™) M1 per ko> oo;

(b) considerata, per ciascun intervallo I, = (#,-(1 —0), m,-(1 5-0)), la
successione (finita) di numeri reali

(3) Re (a,-e'n), m eI,

() Sulle densitd delle successioni si veda: G. Pérya, Untersuchungen iiber Liicken
‘wnd Singularititen von Potenzreihen, Math. Z. 29 (1929), 549-640 (cfr. Capitolo I).
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la totalith degli interi m (appartenenti ai vari I,), tali che i corrispondenti
Re {(a,,- ("51‘) introducano variazioni di segno (%) della relativa successione (3),
costituisca una successione di densith massimale A:

allora la w ammette una singolarita sull’arco:

2] =1, —ad<argz<{ad.

Desideriamo far rilevare dall’enunciato di questo teorema la circostanza,
presentata in generale dalle proposizioni di questo t‘ipog le quali impegnano
nelle ipotesi il comportamento della successione {a - in tratti di ampiezza
relativa non infinitesima; tale circostanza si 11p1esent~;{ in modo perfettamente
analogo nei ricordati teoremi di FABRY, che del resto possono essere riguardati
come casi particolari del teorema di POLYA. Verd & che Pampiezza dei tratti
Iy su cui si fanno ipotesi ¢ misurata da un numero reale 0, il quale pud essere
impicciolito a piacer nostro, nel senso che se le ipotesi valgono per un certo 0,

valgono atiche (e a maggior ragione) per ogni 0 pin piccolo del precedente; ¢
tuttavia essenziale che il numero 0 sia una costante prefissata.

Recentemente 3. RIcct () ha mostrato come si possa modificare il primo
teorema di FABRY e giungere a garantire l'esistenza di una singolavita della
win z = 1 sulla base di condizioni che interessano, per quanto si rifevisce alle
variazioni di segno, solo tratti di ampiezza relativa infinitesima degli intervalli
I,; per i tratti rimanenti di tali intervalli si pongono delle condizioni di tipo
diverso che interessano invece I moduli dei coefficienti i cui indici dpp‘ut/moono
a tali tratti (7).

Noi ¢i siamo ploposto come scopo di fare qualcosa di analogo nei riguardi
del teorema di PoOLY:

Per dare subito un’ 1(10:\ del tipo di risultati a cui siamo per venuti, antici-
peremo qui due teorum di formulazione abbastanza semplice ed espressiva,
che otterremo poi come corollari di risultati pin generali esposti nel § successivo,

(3) Diremo, qui e nel seguito, che un elemento s; i una successione { ¢, } introduce
una variazione di segno di { s, } quando ¢ il primo termine di una variazione di segno
in {s }; quando ciod esiste un Spm (M 2> 1) tale che s, = 0 (1 =1, 2, ..., m —1),
S Spam <0

(%) 8i veda: G. Riccl, Variazioni di seyno condizionate e teorema di Faby 1/, Ann.
Mat. Pura Appl. (4) 38 (1955), 1-31.

(") Su tale questione converrd vedere pure: G. Riccr, Emisimmelria di {ratli e
teovema di Vivanti-Pringsheim-Hadamar d-Fabry relativo ai punti eritie,
Boll. Un. Mat. Ttal. (3) 9 (1954), 126-135, ove si troveranno anche riferimenti ai lavori
di F. Loscw e H. CLaus che precedentemente affrontarono il problema del tratto udotto
nella questione affine della non ])I‘Ollll]"’ﬂblh[ul delle serie di potenze.
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dai quali ultimi, come vedremo, si potra dedurre in particolare anche il teorema
di PoLya. .
T veniamo cosi a formulare i seguenti teoremi:

Teorema A. Datala w e la relativa (1), colla condizione (2), se ¢ possibile
Ia ?

determinare due successioni {'n,t } ¢ {[)‘h} tali da soddisfare alla (a), ed wun nu-

mero 0> 0 in modo che inoltre:

. .. e 4 4/ . . A
19) ricoperto Uintervallo I, = (ny — 13%-10g*® nyy  my 4+ 58 -log™ w,)  con
. . /; . - alt et ; .
trati J, = (1 + 07" log )" my, (1 -+ m, *-log )" my), essendo v intero
< - . . 4 -3/ ) . [ . - g .
Z 0, di ampiczza j, = (1 + ny Solog ny)" 0t -log my, 4l nuwmero N, degli
interi me.J,, tali che il corrispondenic termine della successione

I

(3" Re (a,-ePr), - mel,

introduce una rvariazione di segno delle (3'), soddisfi alla limitazione N, <

<{4 + (7 log )" }j,;

. g . . . I
20) per 4 valori di m che cadono nei tratti laterali I, = {(1 — Oyny, 9y —
‘ j 13 ! 1 b
— w2t log*® ), I, = (n, -- 2 log™ n,, (1 & O)n,) risulii

X g . P
| Re (@, ") | < exp{ n)%- (log™* n,),2 }-Re (tg, €M)
allora la w(z) possiede un punto singolare sull’arco:
2] =1, —ad < argz <md.

Teorema B. Data la 1w e la relativa (1), colla condizione (2), st possano
? ?

determinare le suceessiond {‘n,,} e {v/},,} wn modo da soddisfare la (a) ¢ un nnero
0> 0 tali che inoltre:

10) ricoperto Vintervallo I == (ny, — n7®-10g™ n,, ny -+ n®-1og™ a,) con

h h B = ) h 3 =
. — v . — 1/ T .
tratti  J, = ((1 -+ a7 %% -log )" n 1 - 7% Jog n,) ), essendo v intero
1 h o I Ty i 3 > h H

4. . . A . / . .
Z 0, di ampiczza j, = (1 4 n;**-log n,) ;" -log ny, il numero delle varia-
ziont di segno della successione

(3" Re (a, ™), mel,,

introdotte  da termini corvispondenti a wvalori med,, non superi {/J -+

IO VI PN Y4y .
+ O og m) i,
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. . . . . . !
20) per i valori di m che cadono nei iratti latereli I, = ((1 — 0yny, ny, —

-1 1 n 7, 4/ N .
710" my), I, = (w4 07 log™ m, (1 -+ O)ny) risulti:

—1 I’h h

i . 3/4 8 o T 0
| Re (@ ¢) | <exp{ m"-(log™ n,);2 } - Re (@, ¢""m);
allore la w(z) possiede una singolarite sull’arco:

ad .

A

zl =1 —ad <argz
’

Si osservi in questi due teoremi una sorta di complementaritd di condizioni.
Nel primo il tratto I, ¢ notevolmente pitt ristretto (ha Pampiezza 2n3H-

t . 7/ 3y . .
“log™ 7,) che nel secondo (dove ha l’ampiezza 217-1og*® n,), in compenso il

Teorema A presenta condizioni molto pit restrittive per quanto si riferisce:

all’ampiezza dei tratti parziali J, da «esplorare», che ¢ dell’ordine di
2 -log n, nel primo caso e dell’ordine di 23 -1og m, nel secondo caso

alla limitazione del rapporto tra numero di variazioni di segno in ogni
tratto J, e ampiezza j, del tratto stesso, che non deve superave 4 -+ n; ¥ .1og?# 5,
nel primo caso e pud spingersi fino a 4 4 n"-log** n, nel secondo €as0;

o
o

. . . . . . . . 7 " . T en
alla limitazione dei moduli nei tratti laterali I,, I,, evidentemente pilt
vantaggiosa nel secondo caso che nel primo.

§ 2. - Risultati.

Nel seguito ci serviremo largamente del concetto di variazioni di segno con-
dizionate, che noi desumiamo dal Riccl (]) e che richiamiamo qui brevemente
per comodith del lettore. :

Data una successione {s,,. } , finita o infinita, di numeri reali e una funzione
y(k), definita e non negativa per valori interi positivi di k, diremo che l'cle-
mento s, della successione introduce una variazione di segno della {sk }, con-
dizionata dalla v, o pitt brevemente una y-variazione di segno, se esiste un
successivo elemento Srtm (M >=1) per cui risulti:

]8" l = 1/)(7.)7 N ‘ ISH‘Z' l < p(r 1) (¢ =1, 27' ey M—1),

[ 'St | > 900+ m), 81" Spim <O .

(%) Si veda: G. Rices, op. cit. in (5), cfr. pag. 2.



[7] VARIAZIONI DI SEGNO COXNDIZIONATE, TRATTO RIDOTTO E ... 105

B chiaro che le variazioni di segno ordinarie si possono riguardare come
p-variazioni, essendo p la funzione identicamente nulla, ed & chiaro inoltre che:
se (k) < (k) per ogni k, allora il numero delle p,-variazioni non ¢ maggiore
di quello delle y,-variazioni.

Cid premesso, passiamo ad enunciare un lomnm la cui dimostrazione costi-
tuird il principale scopo del presente lavoro e da cui dedurremo come corollari
varie proposizioni di pitt semplice formulazione e di pitt perspicuo contenuto,
tra cui 1 teoremi A e B enunciati nel § precedente.

Lemma A. Sia assegnata una funzione w(z), col relativo sviluppo (1), soddi-

sfacente alla (2).
La w(z) ha un punto singolare sull’arco

2] =1, —ad <Largz < ad

se ¢ possibile determinare:

19) una successione crescente {-nh} di numeri inderi positivi e una succes-
stone { ﬁ,,} di numeri reali in modo che riswlti

(a) Re (a-,,h-c"ﬁh) > 0, { Re (@, -¢'h) }J/nh -1 per h - co;
' .

20} due successiont {y,,} ed {sh}, di numeri reali positivi decrescenti e
tendenti a zero, ¢ due costanti reali 0 >0 ¢ K in modo che

4/
(a') Mgy — 00 per I~ oo

(b) ricoperto Vintervallo I, = (1 — 0)y, (14 0)n) con tratti J,= (1 + yu)" 1,
(L 4+ 9" n,) (essendo » intero Z0) di ampiczza §, = (1 + y2) v M, ¢ detto

Nww il numero delle w, variazioni della successione

(3) Re (a,,-¢'™), m eI,
introdotie da elementi corrispondenti a valori m €dJ,, risulti

Noypr <4+ &1)jis

Yy v
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dove la funzione y,(w) condizionatrice delle variazioni di segno ¢ definita, per ogni
wCon Moo= 0 = w (e intero, 0 < u << Ony) e in ciascun intervallo T »e dalle velaziond
(dove st ¢ posto 1 = wing):

S ) =0 _ \ per <Yy,
: IU-Re (ay, - ') ., -
( i) = anZW.exp{ g (® - (-b(,”'s 43 61:))} per l/Vhr
13
essendo
B = o5 0 10} o

Osserviamo subito che b(‘ le ipotesi del lemma sono soddisfatte per
una  certa successione f Py, J esse sono certo soddisfatte per ogni sot-
tosuccessione della {«n,,,}. Sard dunque lecito, come ci occorrerd di fare nella
dimostrazione, e come noi faremo senz’altro tacitamente, sopprimere un nu-
mero finito di termini, od anche un numero infinito di essi (si parlerd allora di

diradamento della suecessione) purehé naturalmente la sottosuccessione residua
sie ancora infinita.

Cid premesso, passiamo ad illustrare alcuni corollari attraverso i quali riesca
meglio chiarito il significato del nostro lemma.

In primo Inogo vogliamo far vedere come da esso si deduca quasi imme-
diatamente il teorema di PoLyA.

Mettendoci nelle ipotesi di quest’ultimo possiamo senz’altro supporre fis-
sata la successione degli I, in modo che sia soddisfatta la (a).

Fissato un numero y (0 <y < ) e un indice &, possiamo ad essi associare
Pestremo inferiore &,(y) dei numeri ¢ tali che il numero N, (). delle variazioni
di segno ordinarie in ogni intervallo J= (y, (1-+ y)y) non superi (4 -+ &)y .

Inoltre, per I'ipotesi che 4 sia la densitd massimale delle variazioni, avremo:

lim &,(y) <0, essendo y fisso.
Jpr g0

Fissata una qualunque successione decresccnte (yb} con y, — 0 per s —oco,
consideriamo la doppia successione

/ &y (')/1),- &1 (')/2)7 & (?’3);
S € (7’1)3 € (72): €3 (V:;):
/ €3 (')/1)9 & (7/2)7 €3 (73):

dove porremo &, (y;) = max (2¢, (y,), 1/h).
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Sia &, il minimo intero positivo per cui ;> 1/n, e sia in generale h, il
minimo intero positivo per cui risultino soddisfatte le condizioni:

) . 373 Vi
Iy = Dy &, (ys) < min{ e, (Vsa)y Vs }, Ve 8/, .

Diradiamo la successione {«n.h } fino a ridurla alla saccessione {n, f ¢ as-
\o(mmo ad ogni m,_il relativo y, e il re lativo &, . Chiamiamo poi { Ny, } s UV },
1 :,,} le suc(mbsmm cosi ottenute ed av l'cmo. & < &1y &0 <V, y oy > Dy
¢ qmu(h sara la 1 s,, L deme%cemo et ondente a Zero e sary soddlsfatta 1a (" Y.

p-variaziont SOddlbel'd‘ a magglm 1‘1};10110 L\~ (,ondmonc (b); il teorema (h
Porva ¢ cosi dimostrato.

Volendo passare adesso ad altre conseguenze del Lemma A, cominceremo
coll’osservare c¢he il lemma stesso assume una forma pitt espressiva se ¢ pos-
sibile scegliere le successioni {y,, e { L& | 1 in guisa che risulti soddisfatta una

~relazione-del-tipo— ~ - e

N . 3
() . &y = 0(7”7; )s
in tal caso infatti risulta:

B, yi, &) <O [logy [¥) + (1/3) (n

\)
\.,_.

- [log yu )

e percid il fattore esponenziale della (1) assume valori dellordine di exp (en?/ny)
quando w sin abbastanza grande, per esempio quando g = u/n, soddisfi alla
disngnaglianza

(3) | ’ w =y tog |yl -

A conclusioni analoghe si potrebbe ovviamente anche giungere imponendo
alla successione { a,,} e alla variabile w di soddisfare condizioni meno restrit-
tive delle (4) ¢ (3). Tuttavia noi qui, uniformandoci ad un principio che abbiamo
seguito anche altrove nel presente lavoro, ci riferiremo a gueste ultime come a
condizioni semplici e dotate tuttavia di una generalitd sufficiente ad illustrare
casi particolari di un certo interesse.

Passiamo, su queste basi, a esporre un corollario del Lemma A, che fornisce
appunto un eriterio per esistenza di una singolarith su un certo arco, criterio
che, secondo gli scopi dichiarati dalla nostra ricerca, impegna la distribuzione
delle variazioni di segno solo in tratti di ampiezza 1eht1va infinitesima, sosti-
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tuendo nei tratti laterali vesidui, altre condizioni che riguardanoe invece i moduli
dei coefficienti della (1). Si tratta precisamente del seguente

Teorema C. Sia w(z) una funzioné analitica che ammette lo sviluppo
(1) colla condizione (2).
L w(z) avea un punto singolare sull’arco

2] =1, —xd L arg 2 < 7

93

se ¢ possibile trovare le successioni { -ﬂ,,} crescente e { [‘)’h} in modo da soddisfare
alla (a), ed in pit due successioni {y,, }, { £ } decrescenti ¢ tendenti a zero per
I — oo, per cut risulli

(a') Yy, = oo, (4) & =0 (),

ed_infine un_ numero reale 0> 0, tali che inoltre:

. . ye : , [
10 ricoperto Pintervallo I, = (n,-(1 + p2%1og yu), - (1 — 2102 1))

con tratti  parziali  J, = ((1 =) m, (1 4+ 90" w)  di ampiezea j, =

y

, . = . - - . . . g . .
= (L4 )" yu (v intero = 0), il numero Ny . delle variazioni di segno ordinaric
della successione

(3" Re (@, ¢'™), mel,,

introdotte da elementi corvispondentt a valori m € J,, soddisfi alla limitazione
l\rﬂ,y< (A + E(l)jv;

20) 4 termint di indice m, con
mel, = ((1—0n, (1 +0)n,), mé I,
stano tali da soddisfare alla limitazione
Re (@, ¢') < Re (@, - ¢’y -exp{ (1/2)y2* n,-log? Va}-

Questo teorema & una conseguenza immediata del Lemma A e delle consi-
derazioni precedentemente svolte a proposito della (4) e della (3). Per chiarire
meglio la cosa osserviamo che per la (a’) risulterd y,> n;%* e quindi, posto

1/3 . >y,
pn = —y®-log y,, avremo

pn > — (3/4)n; ¥ log (1fn) = (3/4)n; ™ -log m,  (almeno  per h > ly) .
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Sard dunque:
py (1) 20 per < i,
p (1) = (K[m)-Re (an, -c"ﬁh)~exp{ iy [u? — yi’“- | 1og ) [""'“ — (6, -+
+ (/4P| log yu |1 } = exp{ (1/2);12 n, }oRe (a, ~¢r)  per  w

infatti, come abbiamo gid notato, 1’esp1'esswnc sotto il segno di esponenziale
nella p & almeno

{2+ 063" [log yu ") + (1/3)yy* log y }

{u2 4 0() — By = g~ (e — puaf3) + olug) Yy >

V

It
L :”71 (”Ix _“}Llllg) AL(’L } nh “h nll; 2= ( / )y;s nh '1Og2 /n/h{

x.\

dove nel termine o(y; 1,), essendo u; 1, > Yy, pud essere assorbito anclie un
termine — log #, proveniente dal coefficiente 1/n, che precede P'esponenziale,
mentre si pud sempre supporre K > 1.

Dungue il numero delle w,-variazioni che non supera quello delle variazioni
ordinarie per p << u,, si riduce a zero per p > u,, ed il Teorema C ¢ ricondotto
al Lemm‘t A

B ehiaro poi ehe il Teorema C é ancora valido se Uintervallo I, wiene scelto
pitt ampio, cioé se pith in generale esso viene definito come intervallo

* . ' .,
Ih = ((1 — ;u’h)‘n’h, (1 1T /U'h)‘nh)
con un qualunque yy, > — y,‘,’s -log yu, ed in tal caso si potrd anche sostituire, nella
condizione 20), la espressione sotte segno di esponenziale con la sequente: (1/2 )iy M, <
Allora se noi scegliamo:

~3f4, )1/4

v = 0y *log my, Un = Ty . 10g*? n,, & = (n;*-log
tutte le ipotesi del Teorema C sono soddisfatte e quest’ultimo assume esat-
tamente 1la forma del Teorema A.

Se invece scegliamo:

-3 —1/8 —1 L
Y= ¥.1log g, =y ® log*® ny, & =M 5.10g™ n,,

allora otteniamo immediatamente il Teorema B.
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A complemento delle considerazioni sulla complementaritd delle ipotesi
fatte alla fine del § precedente, vogliamo qui ancora esaminare il caso segnente
(con I, molto ampio):

Vu == (IOQ '7L11)_37 Mn == 3 10.2' ]()g iy, '(Iog '”‘h)_]y &y = (10.2 ‘)l’h'log 109, ‘”h)ml?

che ¢i porta a formulare il

Teorema D. Data al solito la w e la relativa (1) con la condizione (2),
st possano determinare {nh} e {/3,,,} in modo da soddisfare alla (a), ed un nu-
mero 0> 0, tali che inolire:
3n,,-log log n,

. . : 3n,-log log n,
19) ricoperto Vintervallo I, == |n, — ) My A 2 o
' fog n, log n,
tratti J, = (1 -+ log=®n,)" %, (1 = log=%m,)" 1 n,) di ampiczza j, == (1 -

4 1og=? ny,)" 0, -log 3wy, il numero delle variazioni di segno della successione

(3" Re (a,,- ™), mel,,

introdotte da elementi corrispondenti « valori med,, non superi {A e
+ (log n,-log log n,)* }4,; | |

20) per @ valort di m che cadono nei tratti laterali di I, = (1 — )y,
(1 + B)n,) esterni ad I,, si abbia:

2 log n,,

&

5 . 9n, {log log u,\2
Re (a,,-¢) < Re (a,, ¢’ -exp { : (-b’—') };

allora la w possiede una singolaritd sull’arco
lz] =1, —=ad<agz<ad.

I superfluo sottolineare ancora come i fenomeni gid rilevati alla fine del
§ precedente si presentino qui anche piu accentuati e riteniamo inutile illu-
strare altri esempi che si potrebbero ovviamente costruire scegliendo il y, di
ordine ancora pitt basso [per esempio y, = (log log #,)*] e definendo in con-
seguenza u; ed ¢, . :

Vogliamo infine osservare che, benché nella dimostrazione del Lemma A
noi supporremo 4 > 0, tuttavia esso vale anche per 4 = 0. Infatti & chiaro
che se vale la limitazione N,.< &, vale a maggior ragione ogni limita-
o < (A" + &), con 4’ >0 arbitrario.

zione del tipo N,
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Percio un punto singolare della w dovra trovarsi su ogni arco {iz} =1,
—ad' <argz<ad'l, con A' arbitrario, e quindi necessariamente in z == 1
essendo l'insieme dei punti singolari un insieme chiuso.

Analoga conclusione vale naturalmente anche per i teoremi che abbiamo
dedotto dal Lemma A.

§ 3. - La funzione g¢(2).

Divideremo la dimostrazione del Lemma A in quattro parti.

Questa prima parte sard dedicata soprattutto alla costruzione di una fun-
zione intera g(z) di uso classico in questioni di questo genere, e successivamente
ad un rapido studio della distribuzione degli zeri della g(z) entro intervalli pift
ampi degli J,in modo da poter assorbire le eventuali irregolarita di distribuzione.

In corrispondenza ad ogni numero m/, tale che il termine Re (a,, -¢*?) in-
troduca. nna.y,-variazione . di.segno della relativa.successione (3),-fissiamo.un.
punto g’ = m' -+ (1/2). B

La successione dei p’ cosi fissata avrd una densitd massimale uguale (al pin)
a 4. Completiamo la successione dei o’ con altri punti ¢” in modo che la sue-
cessione di tutti i p sia misurabile ed abbia densitd 4 .

Consideriamo 'intervailo I, e la sua copertura mediante g¢li J,. Prolun-
ghiamo anzi la successione dei » a destra di #, fino al minimo intero v, per cui
risulti

L0 = (1 +9)*>1+0 +|p
scegliamo un altro intero », in modo da aversi
(1 +y)™ <L =0, < (1 4 )7

Siamo cosi condotti a considerare anziche gli intervalli I, degli intervalli am-
pliati I, di estremi (1 — 6,)n, ed (1 = O))n, .

Operiamo ora il nostro completamento.

Negli intervalli esterni agli I, aggiungiamo numeri ¢” corrispondenti a ciaseun

valore s/4, con s intero per cui risulti " = s/4 ¢ U I, .

h
- Consideriamo adesso le parti interne agli I,; e in ciascun I;, operiamo come
segue. - ‘
Nell’eventuale intervallo ((1 — 0,'L)An,l, (L 4 9,)7 " n,) non introduciame aleun
punto p”. Notiamo che questo intervallo non contiene nemmeno punti o
poiché & tutto esterno a I,. Si ha infatti
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(1= 0)ny, — (1 — O,)yny == (0, — Oy, > 0y Vo,
mentre, essendo
My (1 )™ (1 — 0,1)71»,, (L A4 )™ 1y,
sard
(00 <( + m““‘% < <yv-

E . P L .
Per gli J, completamente contenuti in I, ci regoleremo come segue. Se il tratto

3
J, considerato contiene punti ¢’ in numero almeno uguale a { 4—1 /48)Vyh } G
non vi aggiungiamo aleun punto o”. Se invece esso contiene punti ¢’ in quantita
inferiore a questa quota, aggiungeremo coppie di punti ¢, ciascuna in un in-
tervallo, vuoto di punti ¢, che abbia per estremi due interi consecutivi, collo-

cando un punto-ad-1/4 e Valtro-a-3/4 di-tale intervallino unitario; finead ele—

vare il numero complessivo dei punti g, contenuti nel tratto J, considerato,
al di sopra di {4 —(1 J48)p28 }7,, superando questo numero del minimo pos-
gibile. Ne segue che, poiché yj‘/“ n;, — oo, risultera in ognunoc degli intervalli
J,, anche dopo il riempimento, un numero di punti ¢ inferiore a Aj, .

Nel compiere tale riempimento terremo presenti due avvertenze.

Avvertenza 1*. Non introdurremo mai coppie di punti ¢” nei due
eventuali tratti di intervalli unitari, che possono presentarsi al principio e alla
“fine di J, se gli estremi di questo ultimo non sono numeri interi. Questa esclu-
sione sard sempre possibile poiche, essendo A4 <1 e Aj, — co, il numero di
intervalli unitari in cui introdurre una coppia di ¢” ¢ minore della meta del
numero degli intervalli vooti di punti o, anzi differisce da tale metd di una
quantitad maggiore di una costante prefissata.

Avvertenza 22  L’operazione di riempimento in ciascun intervallo
J, si penserda effettuata mediante successive aggiunte di coppie di punti "
in intervallini unitari, scegliendo ogni volta quell’intervallino, che risulterd piltt
lontano da #,, fra quelli naturalmente che non contengono ancora alcun
punto ¢. A causa della osservazione posta alla fine della precedente avver-
tenza, possiamo assicurare, grazie a questa seconda avvertenza, che ad ogni
intervallo unitario che contiene una coppia di punti ¢’ si pud associare un
altro intervallo unital’io, pitt vicino al punto n,, e vuoto di punti p.

Risulta cosi fissato un insieme di numeri g che differiscono fra loro a due a
due almeno di 1/4 e la cui successione { Qi } , quando si pensi ordinata per valori
crescenti ¢ misurabile e di densitdh 4, e naturalmente si pud supporre 4 <<1.
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Allora la funzione (*)

: i 2%

(6) ge) = I (.1 —)

¢ intera e al massimo del tipo medio di ordine 1, ed ha come diagramma indi-

catore il segmento di estremi — iz, imd; percid la funzione @(z) definita dal-
1’elemento analitico

w
P(e) = 2, g(n)-2"
n=0
ammette punti singolari solo sull’arco {] 2zl =1, |argz|<Adzn}.

La g(z) soddisfa inoltre alla relazione

@ am Eeglgml) =0,

r—>0

quando 7 tende a infinito per valori reali, stando discosto dai numeri g, in
modo da differive da ciascuno di essi per pit di una quantitd fissa.

Vediamo ora quello che accade quando si passi a considerare la distri-
buzione dei numeri g entro tratti la cui ampiezza relativa é misurata dalla nuova
successione {o-,,} in luogo della precedente {y,,}.

TFissiamo una successione crescente di numeri positivi {(u,,‘ }, tale .che
Wy, — co per h — oo, 4y, w, < 0,',, ¢ poniamo o’,’z = dy, oy, .

Osserviamo che in ogni intervallo J' = (y, (1 + ,)y), che supporremo tutto
contenuto in I,, cadrd un certo numero di intervalli J, completamente conte-
nuti in J' ed al pit due tratti parziali di intervalli J, alle estremitd di J', e che
quindi ’ampiezza complessiva degli intervalli J, contenuti completamente
in J' non é inferiore a

’ '
oY 2(1 + Oh))"h Ny
e I'am piezza complessiva degli J, che ricoprono interamente J' non supera

0'1,; y -+ 2(1 + G,IL))/,L Ny, .

(°) Per le affermazioni che seguono si veda: L. BIEBERBACH, op. cit. in ('), rispet-
tivamente i teoremi (1, 3, VII), (1, 3, VI), (1, 3, VIII), pp. 12-13.

8. — Rivista di Matematica.
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()sselvmmo inoltre che il numero dei o in ogni J, (¢ quindi in ogni loro riu-
nione) & compreso fra A -— 48— 1% e A + & per ampiezza dellintervallo
J, (0 della loro riunione). Percid, detto N il numero dei o€dJ’, avremo

13 Lo !

(4—48719") { oy — 201 + Oy }< N < (4 + e{ oy + 201 + O, w }.
; ! ; . .
Potremo supporre 1 - 0, <<3/2, e quindi

0 1 A — 2 748) 1 — Bys ) /(43 wn YI<N<

< Gl?/ ( -+ &) {] 4 ”/h ”’h) (an Wy, ?/)}

e poiche n,ly < nh/{ 1— 0,)n, } =1/(1 —0,) < 4/3, avremo:
1/3 1 , 1
az.y-{ 4 ~—(Z"~ + -—)} <N ahZ/'(A + &+ -—)

48 wy, Wy

{(per la seconda dlsug,uar)hanaa 5i osseru che A + g <1, come si pud sempre
supporre) e, posto J, = g, -+ 48-1 1 -+ w, ', potremo secrivere:

(A— 8o, y < N < (4 + 8)o, y .

Questo ragionamento vale per ogni {w,,} soddisfacente alle condizioni
poste. In particolare, per

!
wy > 48[y, 448y < 5, < 0,
possiamo affermare:

. . i3 2 . . . . 7
La successione des numeri o cosi costruila in ognt wntervallo I, gode della
sequente proprieta: il numero N dei punti o in ogni intervallo

J=(y, 1 +a)ycl, (1929, < 0}, < 0y)
soddisfa alla limitazione

(A — 8o,y < N < (4 + ). ¥,

1/3 —1.,/3 q—1 A,178
con Oy = &, + 487193 L 481918 — ¢, 4 2471 Va
D’ora in poi porremo sempre:

O = & + 2471 1P ed inoltre o = 192928
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§ 4. - Un nuovo lemma.

Per intraprendere la dimostrazione del Lemma A abbiamo ancora bisogno
di un altro elemento, che ci viene fornito dal seguente lemma, la cui dimo-
strazione occuperiv da sola tutto il presente § ed il successivo.

Lemma B. PFissato un numero m intero positivo, appartenente « uho
dei due intérvalli

((1 - 0)’;@;,, ) (l - 30—)!)”‘]1)3 ((] “l“ SGII)H‘M (] + 0)71’)1)

e considerata Uespressione

Lgtm)fg(m) | =TT | (m*— ad)ftm; —o}) | =T »
i=1
risultera (ricordando che ¢ p = |m—n,| [ n,):

].—_[.11<‘~ GXp {[72/3 I 1O<9~ “/n |4/3 + ,LL ' (6‘9h7L 41 '}}}L/S) l 10?“)3 Vh H nh}: GXP {(p (,“‘7 '}Iha gh) ’ nh}'

Divideremo la dimostrazione di questo lemma in due parti, di cui la
prima, che verrd svolta in questo §, consisterd nel costruire una nuova succes-
sione di numeri p, dipendente dall’m prefissato, scelta in modo che risulti

Il =111 m*—e/(n*— 3 | =TI Xo) > I -
e 2

D’ora in poi porremo sempre A(w) == | (m*— a?)/(n*— 22) | ed ometteremo
generalmente l'indice £, e quindi seriveremo n, o, J, ... invece di ny, o4, O, ... .

Ta distribuzione dei numeri o verrd effettuata in due modi analoghi e in
certo senso simmeftrici (rispetto a n) a seconda che m < n oppure m > n.

Per comoditd ci riferiremo al caso m < #n e accenneremo alla fine alle modi-
ficazioni, del resto ovvie, da introdurre nel caso m > n.

In primo luogo in tutto ’intervallo (0, (1 - 0;_1) Ny-1) non collocheremo
aleun punto o. Osserviamo che in tale intervallo si ha sempre A(z) <<1.

Nei due intervalli

(14 0p_y) My, (1 —07) ), (1 + 0 m, (1—0p) M)

N

sceglieremo i g coincidenti coi ¢ gid ivi esistenti.
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Nellintervallo ((1 — 0,'1 +1) M1y -+ o00) penseremo collocati due punti o
in clascun intervallo unitario, rispettivamente all’inizio e a meta di ogui inter-
rallino, lasciando vuoto Veventuale intervallo compreso fra il punto
(1 — 0; +1) M1 € il primo intero che non & superato da tale valore.

Ad ogni numero p dellintervallo ((1 — 0; +1) My, -+ oo) viene cosi ad esser
coordinato almeno un numero o che non lo supera e pel quale pertanto si ha
Mo) < Ag) .

La cosa ¢ ovvia perché in nessun intervallo unitario possono esistere pm di
due punti g, a distanza 1/2 fra loro.

Dentro Vintervallo I, la distribuzione dei punti g verriy effettuata nel modo
seguente.

Osserviamo preliminarmente che, detto 7 il punto in cui A(l) = 1, risultera:

m(l +o)<<l<<n-(1-—q) (m<<m, pu>30),

infatti avremo

(8) I =V(m* 4+ n2)/2 = nl { (I—u)2+1 }/3 =nl1 oo (u?)2) =

2 ue 1
(—/L+!t>—£<~—/l + ; ) L O(®) } (1_%#_;_5‘“2 -%----),

DO -

e quindi

(I 4+om=(1-—u)(l + og)n<< n-(l e % w4 > <n-(1—g),

dlsunuanhmnae certo soddisfatte se § ¢ abbastanza piccolo (si ricordi che u < 0).
Cid premesso, noi disporremo i numeri ¢ nel modo seguente:

— 1 . -
10) ¢ =5 + 5, per ogni s intero se ¢ €J, = (1 —ojn, (1 + o)n);

— s .
20) o g Der ognis intero se p cade in uno dei due intervalli

(1, (1-—o0)n), ((1—1—0)1 1 4+ 0)n);

S . . - » > . 3
30) o = T Per ogni s intero se g cade in uno dei due intervalli

(T—0)n, (1 —o)m), (1 + o)m, 1);
si osservi che nessan punto g cade all’interno dell’intervallo

I = ((1;0) my, (1 + o) m).
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Per dimostrare ora che H) 0) << H/.E cominciamo a ordinare per livello
o€y, o€y,

decrescente dei corrispondenti fattori A(p) e (o) i puntip e o o che stanno a destra
di n. e facciamo vadere che a ogni fattore A(o) si pud associare almeno un Mo)
che lo supera.

Consideriamo un qualunque x> n. Tutto si riduce a far vedere che il nu-
mero dei o contenmti in J, = (n, #) non supera mai il numerc dei o in J.

Ta cosa & ovvia se #<<ax < (1 -+ g)n. poicheé i numeri p sono tali che ogni
intervallo unitario ne contiene uno sole (al centro dell’intervalle) o se ne con-
tiene due (a 1/4 o a 3/4 dell’intervailino), sia preceduto da almeno un inter-
vallo che non ne contiene affatto, quindi il numero dei ¢ in J, non supera
[—mn + (1/2)], che & appunto il numero dei g in J,.

<

Se poi > (1 4+ ¢) n il numero dei p in J, non ¢ inferjore a
[on 4 (1/2)] + (4 + 0) (x—n—on)—1.
‘ Infattl, ses,, ed S, ’sono <iLV1tel'i'tnli ohe |
(80— DHA + 8) < (1 + oy < sf(d + 0) < s, /(4 + )< &< (s, + 1)J(4 + 0),
sard ($,— sy + 2)/(4 4+ 0) > & —n—on e quindi
$p— 8 1> (x—n—on)(d + ) —1,
e il primo membro di questa disuguaglianza rappresenta appunto il numero

dei o nellintervallo ((1 + o) n, ).
‘altra parte il numero dei ¢ dell’intervallo J,, per quanto osservato alla

w

fine del § precedente, essendo 'ampiezza di J, non inferiore a on, non supera
(@ —mn) (4 + 8),
ed abbiamo:
[on + (1/2)] + (4 + ) (z—n—on) —1— (z—n) (4 + 0) >
>on—1—on (4 + a)_-Vi = a;z{ 1—(4 + 9 }—2>0,
poiche si pud supporre 4 -+ 6<T1.- i
Analogo ragionamento vale per i g e i g compresi fra { ed ».

Ordiniamo ora per livello crescente dei Cornspondcntl fattori }(g) Mo) i
numeri g e ¢ compresi fra m ed [.
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Figsiamo un = (m <2 <1); dobbiamo adesso far vedere che il numero dei

¢ contenuti nell’intervallo J,, = (m, @) ¢ maggiore o uguale al numero dei E,
nello stesso intervallo. ‘

La cosa & ovvia se @ appartiene allintervallo (m, (1 4 ¢) m), che non con-

ticne aleun punto 9. Se & w>> (1 + o) m, il numero dei ¢ in J' ¢ almeno

m— om)-

\

uguale a  (4- 0) (¥ — m), mentre il numero dei p ¢ al pit (@
(4 — 8) -+ 1, d’onde segue l'asseito.

Analogo ragionamento vale nell'intervallo ((1 — 0') n, m) .

Se pol fosse m > n, la distribuzione dei p andrebbe fatia, per giungere alle
stesse conclusioni, nel seguente modo, come ¢ facile intuire:

nell’intervallo (0, (1 - 0, ) m—,) punti o in ‘tutti i multipli di 1/2;

negli inter f*alli'((l -+ 0,';_1) Mgy (1 -—0)n), (1 + 0)n, (1 — O,I,H) Wjtr)
punti p coincidenti coi preesistenti 03

nell'intervallo (1 —o)n, (1 + o) n) punti p di aseissa semiintera;

negli intervalli ((1—0')n, (1—a)n), (1 -+ ) n, 1) punti p di ascissa

s/(A + 0);

neghi intervalli (I, (1 —o)m), (1 + o) m, (1 + 0') n) punti o di ascissa
s/(4— 0);

nessun punto 5 negli altri intervalli.

§ 5. ~ Dimostrazione del Lemma B.

La dimostrazione del Lemma B & cosi ricondotta a quella della disugua-
glianza ' .

]i[; == ].:.[;“(E) < exp {d)(/c, y, &)1 }:
o della equivalente [qui poniamo A(z) = log A(z)]

) S=34@<0 p on.

Decomporremo adesso la S in sommatorie parziali. - Indicheremo con:
» cs ' !
¥, VPintervallo (0, (1 + 0,_;) m~1):

Y, Pintervallo ((1 — 0,,,) %41, =+ o0);
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Y, la riunione dei due intervalli
(1 =+ 0,_) gy (1—0m)y, (1 +0) 0, (1—0,.1) M)
Y, Vintervallo I, privato dei due intervalli
J, = ((1-—o)n, (L + o)n), Ip= (1 —0o)m, (14 o) m);
e porremo | EAE =3, (i=0,1, 2, 3), . Alg) = 3. 1
PEx; 2€J,
©) 3 =3 Ae) + 3 Ale) + T Ae) + X Ale) + X Ale) =
o€r, eEr, oET, oETs o€,

CoreN ol maggioveremo 1 termini - della sommatoria singolarmente; o opportu-
namente raggruppati, servendoci essenzialmente di integrali del tipo

8

f/l(m) dz = I(e, fB)

23

il ‘cui valore ¢ fornito dalla relazione, verificabile con calcoli ovvii,

. m4+f om—a n—pf n+ o
1 e, B) = m-log|—— n-log
(10) (o ) Slm—p m 4+« + Sln+pf n—a
TRy m?— 2 1 n? — o?
og | ——— o loo | ——
22— B i 2 e o?

5.A. - Maggiorazione di >, + ,.

>, ¢ nullo per m <n. In questo caso bastera dunque maggiorare »,, ed
avremo [posto a = (1— 0,,+1 Y Mg ] :

Si<2I(e, + co) + Ala) =

m — , n o nE— o

— 99 -loo 9m 1o 2 Rl

= 2m-log 2n-log 4 (20c~-1) - log —
Flmotoa = l ) m? — o®

— (m2fe?)

2m, o, 2n K . 1 — (n?/a?)
= 2m - log|{1 — e + 2n-logil + 4+ (2a—1)- log—l———————

o — N
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= m-0<T> e vn~0(ﬁ> — (20 —1)-log I (1 — Ll;) (1 e ': -0 (11))} =
74 74 1 o \ o o4
m? n? ) 02 n?
X o o o

possiamo supporre sempre, grazie a un eventuale di radamento, che risulti
Ny, = 0{0;, My4), € quindi avremo

S =o(on) .
Tn quanto a 3, che si presenta nel caso m > n, avremo [f =0 —:~0,:;1) g ] 2
S0 <2100, f) + A(f) =

=N ()(E,)'—ﬁ n 0(5)‘%‘” (25 ~-1) loh# sy :

[

m* 1 —(f2/m?)

EER Ry O(B) + B-0(1) == 0(B) = O(iy—y) -

=0(f) + (28 + 1)-log

Ora noi possiamo anche supporre #,—, = o(;/ﬁ;), ed essendo

o =192 Py ooy

e quindi
o> 1/fn, on > |n, My = 0(oN),
abbiamo ancora
>0 == o{on) .

Possiamo dunque concludere:

(11) | S+ 3= olon) .

5.B. — Maggiorazione di >, + >;.

Qui svolgeremo compiutamente il caso m <<n. Per il caso m > n baste-
ranno lievi modificazioni per lo pitt ovvie. Noi tratteggeremo rapidamente
tali modificazioni, nei loro aspetti essenziali, nel corso della nostra trattazione.
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Consideriamo dungue 'ipotesi m < n e poniamo:

(1 + 0,_,) gy == f, (1 — 0,40 Moy = 2,

(1—0)n == gy 1 --0)n = Iy,
I—o)n == 0y, 1 +on = B,
(1—0)m = Oy (1 +c)m = fa,

e ricordiamo che 1 =V(m* + n2)/2, A() =0.
Ci capiterd talvolta di considerare anziche i punti «, e p, i punti

M — ON = 0Ly, m = o =[5,

e vogliamo subito maggiorare I’alterazione che verri apportata negli integrali
a causa di tale sostituzione. Tale alterazione 7 non supera la somma delle
ampiezze dei due tratti moltiplicate rispettivamente per il massimno modulo
della /A(») in ciascuno di essi. Ora nel caso in esame (m << n) abbiamo oy << oy,
B, < P, ed inoltre oy — o, = B, — fs == oun e i massimi moduli sono rispettiva-
mente — A(o) e —A(B.), e percid:

T =—{ Iy, o) + 1By B)}<

< 1 i~ (1 — o) m? ) nE— (1 -+ )% 2
oun 10 | — g3 ; 0109 |~ |
‘ Slmi— (1 —o)Emz| ok 21 e (1 - 0)2 m?
1—(1—0o)2 (1 —p)2 1— (1 + a2 (1l —p)p
= oun-log 5 = - 2 3 s | =
, (1—p)?2— (1 =02 (1 —p)? (I —p)?— (14 0)* (1L —pu)?
g+ o—pt2 4+ p o) p-—o—pf2 + p-0(o)
== gun-log - - -~ p
o-(1 —p)?* + 0(d%) o (1 —pu)* 4 O(c%)
2 2 ‘
| 2p2p
< gun -log
SOERTOS G Gz |

e quindi V’alterazione considerata é maggiorata cosi:

< - A
(12) 1< 20;4-11,-109,_‘% 4 4-log 2-gun .
; p 1
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Un risultato del tutto uguale vale nel easo m > 2, che si ottiene con pro-
cedimento analogo osservando che adesso i massimi moduli sono dati da
— Alay) e — A (Bs), essendo ancora opn Pampiezza di ciascun tratto, mentre
m= (1 -4 ujn.
Cid premesso passiamo a scriv ere una pr ima maggiorazione della nostra
somma, nella forma seguente:

(139 Se - Sy < AT, o) — Ataa) +
A= 0) Loy ata) — Aory) + (A —0)-1(B, 1) — A(By)+
A4+ 0) I, o) + Aloy) + (4 + 8)- Iy, fo) + ABy) +
1By, o) + A(B,) .

Cominciamo col maggiorare i valori A(z) che si presentano in questa espres-
sione. Per ogni a (con 0’ >|a| > o) abbiamo

—2a —2u 4+ p? —a®

#-%—

log

zllog

,u—}—a2+a—~/,¢l

a 2 40

| +-ou

—2a — a?

Poiche¢ noi dobbiamo maggiorare valori di A(z) per i quali | z—m| > om,
avremo in ogni caso | a -+ p | >0(1 —p) e quindi:

log | o (1 —w)/0' | <log| (u + a)/a|<log (20'/)
e percio
[Tog | (1 + a)/u < 1og{ (20'n)/(on) }< log o(n) < log 1 = o(gn),
poiche, come abbiamo gid rilevato on > Jn. Potremo dunque scri;fere:

(14) A(x) — o(om), velX,.

Questo risultato ¢ indipendente dal segno di (& vale quindi anche per m > n .
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Possiamo allora scrivere:
(13) DIREDIES
< 410, o0)—A-{ 10, f) + (e, 00) }—A-{ Ity ) + o, fu) }—
— 0 { Loy, o) -+ I(Bay 1) —1(l, o) — I(p,, /90)}-% o(on),

relazione che varrebbe evidentemente anche nel caso m > n, colla sola variante
che il guarto termine del secondo membro assumercbbe la forma

(5-{1(050, o) + Iy, 1) — Il o) — L{fBs, fo) }
Si constata immediatamente che il primo termine del secondo membro &
_nullo_ed abbiamo viste, dimostrando. la (11), che il secondo termine ¢ maggio-
rato da nna espressione del tipo o{on) e pertanto puod essere assorbito nell’ultimo.

(4 resta da maggiorare il terzo e il gquarto termine. Poniamoli rispettiva-
mente uguali ad H, e H,, ed avremo intanto:

(13) 22 + 23<H1 + H, + o(on).

5.B,. — Maggiorazione di H,.
Ricordando la (12) possiamo scrivere:
[Hy | =4 | Lo, o) + I(ow, f1)| <
<4 I(ety, Bo) + Lo, Bu)] + 20dun-log (ujo) + 44 -log 2-uon .
Caleoliamo a parte [ricordando la (10)]:

' —

H, = I{a,, B:) 4+ Iy, /91) ==

m 4 /_33 m o~ oty M+ Py M — N—Pan oyt — 04«
= m- log = = ! 2| 4 n-log - _ ! LY
m— Bym + wym— fyom ooy B —ayn By —oy
— m* —pLl . mt — B} nE—of
+ pi-log oyrlog | ——— log | ——= o log| ——= |
+ pi-log —ﬁ2 |+ 2108 e 2 + By E— + o l0g e —ot |
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ricordando che

CUGIANT

[26]

otteniamo:

15 T 7 100_! e R AT N A N
B} [ { == U 10§ = = -

(157 t B "’[ nmo oy Mmooy -y n o By

4 pn-log

ot (o o \2m - By ]
w4 By 2

ne = oy

i B E ; L

‘ e B\ - BN ey o
+ on-log = ; . —
w4 By w By moAowgom - o

Ora abbiamo:
m ) 20 1 . 2po -+ o? 1 4 0
-+ =l +0c+———=1+0 -+ 00
m - 2u—a ) — 2y -G ! (@),
m -+ fq 2¢ . (
—— =1 4 e =1 + ¢ + 4 0(0),
m o~ oy 2—pu—¢o !
N o, 1 26 n -+ o 1 25
T P T
=1—0 -+ 1 0(o), =1~0 -+ 0(c?),
m -+ B, “ m - B
e =1 4 O{y), — =1 4+ 0(w),
n 4+ B, 2—pu-tg n By
w4+ oy . n -k o ’
— =1 4 O(u), — =1 4+ O(u),
w4 oy M Oy

e quindi:
<mf’_/j2>~: 1 4 206 + u-0(o),
1 o

=1—20 4 1 0{0),

- 0(0),

i

i 2
(M>ZJ,+20 -+

=1 —2¢ 1 -+ O(a),
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onde potremo scrivere:
{H;] = 0, w0(e) 4 pn-0(o) 4+ on-O{u),
e quindi
| H, | = un-0(0) .

Se indichiamo con » una quantitd positiva, dipendente da 0 e tendente a

zero per 0 tendente a zero
7 == n(0) -0 per 0 — 0, % == 0(0),

ricordando che si ha sempre u<C0, potremo scrivere IH; | <#yon, e quindi

(15) | Hy | < 20dun-log (ufo) + 44 -1og 2 pon + non <<

lo) -+ 2non < mm{ 1 +log (/o) },

i

< non-log (i

dove il valore di » non ¢ naturalmente sempre lo stesso, ma risponde sempre
Talladefinizione data. ‘ e ‘ ‘

Un ragionamento perfettamente analogo pud essere svolto nel caso m > n,
osservando che qui potremo porre

n = o, — (1 — o), oy = o — U,
m = o, + on, Py = ot — (u— 20,

P2 = on + 2o,

e ¢l ritroveremo di fronte alla (15’) colla sola variante del segno di .

5.B,. — Maggiorazione di H.,.

Ricordiamo che

o) + I(, Ba) -+ I(l, o) + I(Byy Bo) } -

Ci converrd dapprima maggiorare

H, = I(l, %) + I, f) =

m+ o m+ Py (m — Z) } 4 n-log n—c n— P ("l' + l>2

m—oay m—Py \m+1 w4 oy n4 By \n—1
| m? — B2 |

m o
,.__0 015 .
| T AI8 | g

{

T

== m-log

9

-+ o+ log
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Essendo

o= Ny,

si pud serivere:

oy == n— 'n,

Po==n -+ 0'n,

; m o4 o\ fm - B\ - 1N —1\2
., 'l )‘I (m + op\2 [m (n ! .
(167) Hy=n Oél o) \n By \m 1 \n—1
m + o) (m + By) (m —1)2

— pn-log |

pv-iog [ (m -+ 1)% (M — ory) {m — By) +
i 0'-’)2,'109,I m B, n 4+ Un} 4 0'n-log — B I )

1 n A+ o moF oo T om— oy !

Ora abbiamo:

m -+ o m -+ fy

—— 1 H A o —_— s
n o + 0w, w4+ By 1+ O, m o4 1
|m—1 |1—p—{1—=p/2+0@}
| n—1] | 1—{1—u2+ 0w}
| et ez 0@ 1+ 0(#)
T m2+O0w) | T 140
ed inoltre
n 4+ I om 4oy m -+ f,
=1+ Z )
n -+ o =1 Oyl 2 m -1 mo+1
G m—1 ’ 6’ o _m—1 < 1"
0 | m— o ? ¢’ 200 "m—pB, 7
e abbiamo poi ancora:
m — fy 0 +p L uft ,
— . —_ (1 - 1 1 K NIy
m — o 01_:“’ 1___#/0/ (1 ){ +lu/0 +(IMIG)

+ .}

[28]



[297 VARIAZIONI DI SEGNO CONDIZIONATE, TRATTO RIDOTTO E ... 12

se 1< 0'/4 potremo scrivere

) 4 g
{nl /90‘<<1 +ﬁ)<1+§.‘i)<1+:&

| m— o l
ed avremo percid, per n << /4,

' m — Py

1 m —

L
O'n-log < 0'n-3 !07 == 3un,

e per x> 0'/4 [essendo | (m-—— Bo)/(m— o) | < 20'/0]:

; e — By

26’
H'n-log < 4‘wn-10g7 < —dun-logo.

m — o

Concludendo avremo:

!

o 20"\2 1
H, < O(un) -+ un-log (7) + 0'n-O(u) + 3un + 4pn-log - =

== —6un-log o + O(un),

e quindi:

(16) | H, | < 0H, < — 6udn-log o + O(udn) .

Questa formula vale identica anche nel caso m > n. Ci si perviene in modo
analogo, anche tenendo conto della diversa espressione che in tal caso assume
H,, essa perd non influisce sulla forma di H,, che cambiata di segno ci
riporta alla (16') colla sola variante del segno di qualche termine.

Possiamo dunque concludere, tenendo conto di (13), (15) e (16), colla se-
guente relazione:

(17) Do+ D < nan-{l -+ log (,u/a)} -+ (5'{—6,un - log o 4 n-O(w) } =
= Hon- { 1 + log (ufo) } 4 on- { Ofu) —6u-log g }<
< non-{1 -+ log (u/o) } 4 won-(c—6-log ) <

< non- { 1 + log (u/o) }- Tudn-logo.



128 . M. CUGIANI [30]

5.C. - Maggiorazione di Y,.

La funzione A(z) = log | (m?—a®)/(n®* —a*) | ¢ crescente e con derivata

crescente nell’intervallo («,, #), ed ¢ decrescente ¢ con derivata decrescente
in valore assoluto nell'intervallo (%, f,). Si osservi che infattl, per o <2< fy,
¢

1 1 ‘ 1 | 1
(m —x)? (m 4+ x) " (e—m)z (n 4 a)2’?

A'(w) ==

, risulta

ed essendo 2| n—a|<|m—u

3 1
A" (@) > L — pRE > 0.

4-(n —ux)? (m 4 x>

Percio, per ogni intero s € J, si ha:
A(s +1/2).< I(s,.s.-=1),
e poicht i g sono i punti medi degli intervalli unitari varrd la limitazione:
Zn < oy, ﬁl) -+ A(%) + /1(/3’)1)
e, ricordando la (14), potremo scrivere:
Sa<I(on, py) + o(om).

Ora, tenendo presente la (10) e ponendo

N o= m -+ un, oy = m - un-— on, pr = m 4+ un + on,
abbiamo: ;
. m 4+ P\ 4 eg\?
I(eq, /))1) = m-log +
SL\m 4/ \n + B
‘ 1 m o By [0+ oa\Em—f L ] m—pm—om -+ fim+ oo
- U 10, g 10
ot 3 m o+ ooy \n 4 By m—oy J n—p n—oy n+ PN ooy

Otteniamo poi subito:

m + B 20 n 4+ oy
—_————— = e -+ . :1———— N M
o 1 Ty T, 1+ o + pu-0(o), Py o + u-0(o),
— 2
ulzﬂ‘j:1+ 7 <1+3?_<2’
m—oy; p—0 u—o u
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m — fiy n-4oc oo M — oty

1< S 1< £ 1,
n—f G G oy — N [

m -+ Py ‘ m -+ oy - I

PR 1+ O, o O(w),

e quindi:
(18) S < pn-0(e) + un-3o/n ~i—~0'n~log{ (u?fo?) —1 } 4+ on-0(u) + olon) <
< O(on) + an-log (o) < on-{e¢ + 2log (u/o) } < — (5/2)on-log o .

La (18) vale anche nel caso m > n, e vi si perviene con calcoli del tutto
analoghi tenendo conto del cambiamento del segno di p.
... Possiamo_ora scrivere, in base alla (9'), alla (11), alla (17) e alla (18),

_S < o{on) — Tudn-log ¢ + non: { 1 + log (}a/a) }— (5/2)on-log o <
< — Tudn-log g — (5/2)on-log o + non- (1 —1log o) <
<L — Tudn-log g — 3on-log ¢ = —3n-log ¢- { o -+ (7[3)ud } =
= — 3, { 19293 4+ (T/3)p- (&, + 2471 93%) } -log (192927) <
<— 3w Ly | Togyu ™ + Bu- (e + 2472 9}7) } log i <
3__________ 3__
e Ry, { Vy,f-l log y, ] 4w (bey, 440 V)/h) }10g‘ Vi «

Con questo la (9) & dimostrata e con essa il Lemma B.

§ 6. - Dimostrazione del Lemma A.

Passiamo adesso alla dimostrazione del Lemma A.

Sappiamo che la serie (1) possiede una successione di indici {nh} tale che,
al variare di m in ciascuno degli intervalli I,, la successione corrispondente
Re (a,,,.-e"ﬂh) presenta variazioni-di segno condiziona,té dalla y,(u), quali sono
fissate dalle ipotesi del Lemma. ”

9. — Rivista di Matemalicd.
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Abbiamo inoltre costruito la funzione intera

(6) gz) =T1

I

e la funzione @(2) ad essa associata, la quale ammette eventuali punti singolari
solo sull’arco C:

2] =1, —ad <argz<zd;

mentre la (6) gode inoltre della proprieta (7).
. Volendo adesso dimostrare che la w(z) ammette un punto singolare sul-
Parco €, basterd far vedere che la funzione

-

Pz) = 2 @y g(n) 2r= 3 A(n)-2

n=0

ha come punto singolare il punto z = 1, e ne seguird senz’altro il nostro as-
serto, per il ben noto teorema di moltiplicazione di HADAMARD (*).
D’altra parte sappiamo che, posto

n!na!

= ——— N . B Y
cn,m - (n -—'lb)! (ﬂ’ s u)! ° bh(a) - mgjhc"h’m ‘1(”?’)7
se
(19) lim | A(n,) U= 1, lim | 8,(0) [¥% > 1,
> Ti—>c0

allora 2z =1 & un punto singolare (1) per la F(2).

(1%) Si veda, ad esempio, L. BIEBERBACIH, op. cit. in (1), teorema (1,4, 1), pag. 21 e
seguenti. - :
(1Y) Poiche, ovviamente, lim | A(n) |[U» < 1, questa asserzione & equivalente al

h—>w . .
teorema (1, 7, II), pag. 38. di op. cit. in (1), ove si noti che il primo membro di
(1. 7. 8) non pud mai essere >1 a causa di (1. 6. 1).



{33] VARIAZIONT DI SEGNO CONDIZIONATE, TRATTO RIDOTTO B ... 131

La prima della (19) segue da (2), (a) e (7); per dimostrarve la seconda
consideriamo la somma

Sh (07 ﬂh) = z Cnh,m'I\)e{ ((’m n’*) ()z?h}

mely,
che si pud serivere
g(n’h) : Re (a'nh ) ()'ifh) "':_ z (')nh,m ) .‘]( “Z) : lj‘e (a'm ‘ c‘iﬂh)y

mely,
m g,

e distribuiamo i termini di quest’ultima sommatoria in due classi a seconda
che

l Re(, ™) | >y (u), | Re (@, ¢™) | < yy (w) .

" Le Pa variazioni di segno possono essere 1ntr0dotte esclusivamente da ter-

mini che presentano la prima (ncoScan/,a, ed eventualmente dal termine di
posto 7, . ’

Possiamo adesso scrivere
8,0, Bu) = g(m)-{ Re ((th'c’ﬁh) 2y [g(m)[g(10)] - Re (@, e ) )} =

= g{a) - { Re (a/, ”Sh z + 2 }

dove abbiamo indicato con Y, e >, rispettivamente le somme dei termini
della prima elasse e della seconda classe. I quindi:

| 810, B) | =1 glm) |- {| Re (an, - ™) + 3i]—| 3.1}
Osservnndo che i termini di zl hanno tutti lo stesso segno positivo di
Re (a, et h), per il modo con cui si é costruita la g(z), potremo anche scrivere:

| 80, 1) | = | gl | { Re (a f'"fh)—wIE» }-

Ora abbiamo:

2:=0 se u< i

A

<Z-c,,h,,,,~]g(:m)/g(nh)|-,1p,,(u) ~ . . in generale,



132 M. CUGIANT |34]
ed inoltre (*2),

o < N 2 < 2o

ng,m T~ ik T TS s

e quindi il termine generale della >, non supera, per il Lemma B (si osservi
) — p 109, 2
che quando ¢ u>Jy, ¢ anche x> 30, = 5-192-92" almeno per % =hy),

24, e (K jny) T L)) ‘Re (a'"h . (,iﬁ;l) < 2(K/n)-Re (a_"h . (,iﬂn) A

Ora, poiché il numero dei termini di 3, non supera evidentemente il numero
complessivo degli interi in 7,, che a sua volta ¢ minore di 20n, + 1, avremo:

[ 3. ] < 2H-Re (anh-eiﬁ") (200, + 1)/n, .

Fissato comunque XK, disponendo dell’arbitrarietd di 0, potremo fare in
modo che risulti: o S ‘

| 2. < Re(a, )2,
e sard. quindi
8u (0, Bi) =] g(m) |- Re (a,,h~ei'3’t),!,2 )
Ora abbiamo, per la (7) e per le ipotesi del Lemma,
[ g(ny) Ve =1, {Re (a,,h-e"‘ih) }l/n’f =1, per b — oo,
¢ quindi:

[ 8, (0) [ = Hm | 3 ¢, - A(m) [ —

h—>c0 > mEr,

=1 | 3 ey Am) e o= Tm | 8, (6, ) [P 1,

h—o mEr, h—>o0

e con cid il Lemma A ¢ completamente dimostrato.

(*?) 8i veda: G. Ricor, op. cit. in (7), pp. 133-134.



