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Santa CALAFIORE (%)

Dipendenza lineare ¢ wronskiani

nell’ ambito della pluriderivazione. (:

B stato notato () che la pluriderivazione generale presenta impor-
tanti parallelismi con il suo caso pil semplice dato dalla derivazione
(rispetto a una determinata variabile). In relazione con cid mi sono domandata
quale generalizzazione abbia, nell’ambito della pluriderivazione, il concetto
di « dipendenza lineare di un numero finito di funzioni di una variabile indi-
pendente » e quali ne sianc le relative conseguenze. Rispondo a questo nella
presente breve Nota: a tale scopo

19) propongo (vedasi n. 2) una definizione per la dipendenza lineare di
un numero findto di funzioni di pit variabili, in un certo campo e secondo un dato
pluriderivatore;

20) provo, su la base della precedente definizione, che le considerazioni
relative a tale dipendenza linearve generalizzata, wnitamente alla  estensione
del concetto di wronskieno, procedono parallelamente al caso delle funzioni di
wna sola variabile indipendente.

L. — Peor le generalith su la pluriderivazione rimando al lavoro richiamato
precedentemente. In particolare, qui ha uno speciale interesse il concetto di
«costante pluriderivazionale », precisamente il concetto di « costante per un
prefissato pluriderivatore

2 ‘ J

Af@yy ooy @) 5= 4 o+ Au(@y, oy @) Pl

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.

(**) Ricevuto il 3-I1-1957. .

() A. MAMBRIANI, La pluriderivazione ¢ una classificazione delle equazioni difjeren-
ziali, Riv. Mat. Univ. Parma 6 (1955), 321-348.
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la quale & una qualungue funzione 2 = 2(x,, ..., ¥, tale che si abbia
3 ¥ ?

Ay oy @) z— o Au@y, o T)

nel eampo di definizione dei coefficienti A(xy, ..., w.), ooy Aulwg, oy i}
del pluriderivatore.
Considerando per semplicith un biderivatore

2

a :
D = Az, y) e -+ Blz, y) 5(} 5

si trova che le costanti per D sono tutte e sole le funzioni della forma

dove k(x, y) ¢ un’opportuna costante per ® e (1) & una funzione derivabile
arbitraria. Ad esempio, le costanti per i biderivatori

0 9 - g 2
&= -+ b= {a, b costanti rispetto ad x e y, e non nulle), Lo Y =
ox ay dx dy

sono date, rispettivamente, da (*)

(3

al variare della funzione derivabile £(¢).
Essendo K(z, y) una costante per ® e f(x, y) una funzione derivabile, si ha

D {If(fv, y) oy ) } = K(x, y) Df(z, y) .
2. - (id premesso, limitandomi — per semplicitah di enunciazione — alle
funzioni di due variabili indipendenti » e y, pongo la seguente

Definizione. Fissato un biderivatore

d 0
) D=A y) 5 + B, y) m

(?) Cfr. loc. ¢it. in (%), pp. 12-13.
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con Alx, y) e Blz, y) definite in un certo campo R del piano (x, y), sianc

(2) fi = fl@, ¥), To = fil®, ¥), ey T = Tal, ¥)

delle funzioni definite in un campo R, € RE. 5i dirdh che le o funzioni (2) sono
linearmente dipendenti nel campo Ry, secondo il biderivatore D, se esistono n
costanti per D (vedasi n. 1)

Kz, v), HKolx, y), cery K, (2, ¥),

mai contemporaneamente nulle in uno stesso punte di R, e
tali che sia

(3) Kz, y) fule, y) + Kalo, y) fol@, y) + o 4 Hulo, y)-faulw, y) =0

per ogni (x, y)e R, .
In caso opposto si dice che le n funzioni (2) sono linearmente indipendents
nel campo Ry, secondo il biderivatore .

HEsempio 10 Le funzioni sen (r -+ 2y), cos (@ -+ 2y) sono linearmente
indipendentt nel quadranie {x> 0, y>0 }, secondo il biderivatore

d
D o=y ey —
Infatti, esistano — se & possibile — due costanti per D (vedasi 1a fine del

n. 1), siano D, (xjy) e y(x/y), mai contemporaneamente nulle in wuno stesso
punto del quadrante {x >0, y>0 }, in modo da aversi

Q(wfy)-sen (@ + 2y) + Qy(afy)-cos (@ + 2y) =0
in tutto il detto quadrante. Allora, detto (z,, %,) un punto di questo quadrante

in cul 24(w/y,) # 0, esisterebbe per tale punto un intorno R, € {x >0, y>0 }
in cui sarebbe

sen (x + 2y) + { Qu(a/y)|Qu(x/y) } -cos (z + 2y) =0
ed anche, in ogni punto (#, y) € R, in cul tg (» + 2y) ¢ definita,
tg ( + 2y) = — Qy(a/y)/Q(x/y) = (costante per D),

¢id che non e.
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Esempio 20. 8i vede subito che le funzioni
sen (@ + 2¥), cos {x -+ 2y, sen (@ + 29y -+ (wjy)-cos (v -+ 2y)

sono linearmente dipendenti nel quadrante {x> 6, y >0 }, secondo il biderl
vatore ¥ dell’esempio precedente.

Esempio 30 Per il seguito & utile notare che le due funzioni

(@ +pr v @+y>0,

hlw, ¥) =

n g 0 per r+y <0,
s 0 per x4y >0,

o, ) =

/ ? (@ 4 y)* per x4y <0,

LA
or | By
Infatti, esistano — se & possibile —— due costanti per tale D (vedasi 1a fine

del n. 1), siano Q,(xz —y) e Qy(x —y), mai contemporaneamente nulle in uno
stesso punto, in modo da aversi

Qua —y) fule, ¥) + D@ —y) fal®, y) =0
per ogni punto (z, y), ossia
Qr—y) (@ +y)?=0 per 2+y>0

Qo —y) (& +y)*=0 per @ +y<0.

Seguirebbe necessariamente
(w—y) = per 2 +y>0, Q@—y) =0 per 4y <0
e, per la continuitd di Q,(t) e 2,(t), si avrebbe

Qe —y) = Qw—y) =0  per o +y=0,

in contrasto con D'ipotesi fatta su 2y(z—y) e Oy(x —y).
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2. — 11 biderivatore D, dato da (1), abbia ora 1 suol cofficienti derivabil
fino all’ordine n — 2 nel campo & del piano (x, y), onde esisteranno in tale campo
le successive potenze d'iterazione T2, D3 .., D=1 Tnoltre le n funzioni (2)
nel campo R, € R siano ora derivabili fine all’ordine »— 1.

In ogni punto (z, y)e R, si pud allora considerare il determinante

fulew, ) falw, ) falz, ¥)
(:Sfl,(x7 %) @7‘2(9"7 W) @fn(m? y)
@ Walf, fo oo Bl = Phin, ) DRz y) o Py,

Dn=ify(z, ) Drtflw, y) D=if (@, y)

che si dird il Wronskiano (biderivazionale), secondo D, delle funzions (2).

Analogamente a quanto si fa per i comuni Wronskiani, si provano facil-
mente le proprietd seguenti:

19) Se ¢ = @, ¥) ¢ una funzione derivabile in Ry fino all’ordine n-—1,
si ha

(5) W@(Wu (p;fzv ey (}9fn] :':(FW‘WY(EUM f27 reey fﬂ}
20) Se le funeioni (2) sono derivabili in R, fino allordine n, la biderivata
@w’@[fn fzw rery fn]

s'ottiene dal secondo membro di (4) sostituendo nella sua ultima rige olle bide-
rivate {(n-—1)-esime le biderivate n-esime.

30) Se o = alz, y) ¢ una funzione derivabile in R, fino all’ordine n—2,
) Y .
st ha
o 7 - g
‘(b) VVQCCPUU f27 ey fn] :“nm " WW'cD[fU f27 A fﬂ]'
o
{16 segue facilmente osservando che risulta

(@D)mf, = 3y Ay DH, m=1,2, ., n—1; 7=1, 2, ..., n),
3

dove («D)m & la iterata d’ordine mdi «® e le 1, = Au(w, y) sono determinate
funzioni indipendenti da f,.

7. — Rivista di Matematica.
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4. — Per il biderivatore D dato da (1) e per le funzioni (2) supponiamo
continuino a valere le ipotesi fatte al principic del n. precedente. Allors,
condizione necessaria per la lineare dipendenza delle funzioni (2} nel campo B,
secondo il biderivatore D, é che sia

,~\
-3
=

'W@[f}, foy ooy fu) =0 per ogni (z, )& Ry

La dimostrazione & in tutto analoga a quella che si fa nel caso in cui D sy
semplicemente un derivatore.

La (1) non & perd condizione sufficienie per concludere la lineare dipendevaa
delle funzioni (2) nel campo Ry, secondo il biderivatore ©. Infatti, riprendiamo
P Esempio 3° del n. 2: il Wronskiano WCD{f,(m, ), falz, )] & uguale a

(@ 4+ 0O

er @ 4+ y>0
soty o] =
0 (z + y)?

per z +y <0
0 4z +y) v

onde tale Wronskiano & sempre nullo, tuttavia abbiamo viste che le funzioni
ful@, ¥) e fo@, ¥) sono linearmente indipendenti in tutto il piano (x, y), per il
biderivatore © considerato. '



