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LvaNA BATTAGLIA (%)

Sul principio

dell’effetto giroscopico nei solidi autoeccitati. (++)

1. — Peri solidi a struttura giroscopica con wun punto fisso, il prineipio
delPeffetto giroscopico si concretizza, come ha fatto rilevare anni fa il Prof.
S16NORINT [1] (1), cul si deve la prima giustificazione teorica del principio stesso,
in una approssimazione non per il momento K della quantitd di moto, ma per
il suo derivato K. Pill precisamente, per un giroscopio @, detto k il versore
dell’asse giroscopico, € il momento d’inerzia rispetto a k, A quello rispetto ad
un asse perpendicolare a k, e subordinatamente alla triplice condizione che:

a) la velocitd 7, iniziale di rotazione intorno all’asse giroscopico sia « molto
grande » in confronto alla velocitd iniziale equatoriale e,

b) il momento delle forze esterne M sia costantemente normale all’asse
giroscopico,

¢) i1 momento delle forze esterne sia inizialmente nullo,
il principio dell’effetto giroscopico consiste nella sostituzione dell’equazione
esatta di moto

(1.1) C Cryk+AEANE=M

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitda, Parma, Ttalia.
(**) Ricevuto il 27-111-1957. :

(1 T numeri in neretto e in parentesi quadre =i riferiscono alla Bibliografia posta
alla fine del lavoro. ‘ g V
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con l'equazione ridotta

(1.2) Cro kb =M.

Pitt di recente F. SToPPELLT [2] ha esteso le considerazioni del Prof. Sigxo-
RINI al caso di un solido R a struttura qualsiasi, e,-ancor piu in generale, al caso
di solidi mutuamente vincolati senza attrito [3].

D’altra parte, quasi contemporaneamente si sviluppava,ad opera di R. Grayr-
MEL [4] e di alcuni collaboratori, la teoria dei moti di R in condizioni di solle-
citazione che non trovano riscontro nella’ teoria classica dei moti di un solido
intorno ad un punto. NelP’ipotesi, precisamente, che il momento delle forze
attive avesse la sua origine in una emissione di particelle da parte di R, che tut-
tavia non alteri sensibilmente la massa ed i momenti principali del solido.
Tale studio, suggerito manifestamente da questioni riguardanti la dinamica
dei _missili, ¢ stato-principalmente -sviluppato nel-caso;~di-notevole interesse;”
in cui il momento M delle forze ha direzione costante nel corpo.

In questa Nota ho cercato di stabilire, adattando opportunamente il proce-
dimento del Prof. SIGNORINT, se la validitd del principio dell’effetto giroscopico,
cosi utile nel caso classico, in cui principalmente la forza agente si riduce al
Peso, potesse estendersi anche al caso di GRAMMEL, in cui il momento ha dire-
zione costante nel corpo. Cio non ¢. Nel caso in esame il principio assume una
forma differente dal caso classico per lintervento nella (1.2), al posto di C,
della differenza ¢ — A tra il momento giroscopico e quello equatoriale. I1 pro-
cedimento dimostrativo mette bene in luce la ragione di questa differenza, per
cul 8i puo tra 'altro concludere che per la validita del principio dell’effetto giro-
scopico nella sua forma (1.2) é necessaria una effettiva variazione di M entro G.

2. — Pensiamo ormai R specializzato nel giroscopio @; indico con O un
punto dell’asse giroscopico, con k il versore dell’asse stesso e con

la velocitd di rotazione di @ in un suo moto attorno ad 0. Indico ancora con ¢
il momento d’inerzia di G rispetto a k; e con 4 il momento d’inerzia rispetto ad
un qualsiasi asse per O normale a k; ed infine con M il momento, rispetto ad 0,
delle forze applicate a @, momento che suppongo di direzione invariabile nel
corpo e sempre normale a k. Assunta come terna solidale una terna principale
di centro 0, senza perdere in generaliti potrd dunque supporre che M abbia
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la direzione di uno degli assi solidali, ad esempio dell’assse x. Nel caso in esame
c si riduce alle prime due equazioni di EULERO:

(A= O = L
(2.1) ) P
| Ag—(C—A)pr =0,

R

la terza equazione non facendo che aggiungere la condizione

[
o
~—

T (1y == cost.).
Inoltre nelle (2.1) 3/, va inteso, al pit, funzione del tempo, che supporrd
continua e limitata almeno con la sua derivata prima.

Ponendo

(2.3) o A =a, A =m,

la (2.2) riduce le (2.1) al sistema di equazioni ordinarie:

S ]3 ANy =M
(2.4) .
? q—argp =0.

Il sistema omogeneo corrispondente ammette la soluzione generale

P =i e gy eV

—_—
[N
(13

=

faryt —iaryt

q =ce —Cy e

Per determinare un integrale particolare di (2.1) applico il metodo di La-
GRANGE, considerando ¢, e ¢, quali funzioni incognite di ¢. Ottengo cosl il sistema

A AL A A L L)
(2.6) S e e
’ 01 6)'u‘r,,l .i_ 62 e——zu st — 0 ,
che da:
t
1 [ . k
. m. L, —inTyr a2
cl.-Zi,m,(r)c dr - 3
0
(2.7)
&
] , i
Co == — W) et dr R =
2 5 I m(7) » T

o
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con ky e k, costanti. La soluzione generale delle (2.1) resta pertanto espressa

da
!
i irgt —feryt : 1 TPy (t—1) =i Tyl =1
p = 5(7\.1 errt Ty e o) 5 m(z) (e e o ) dt
Rk
(2.8)
2
1 i rgt -7 7ot ' 1 i i ry-{i~1) 7 Tyt -n)
q::;(kle ey e “)*_—;i/m(r)-(c o Tt T ) dr .
: ,
Con I'aggiunta delle condizioni iniziali
(2.9) ' P(0) = pq, 90} = ¢o.
le (2.8) diventano
;;;;; e
P o= Po-cos{argt) — g - sen(aryd) - J fm(r)'(-.os{ ary (t — 1) } dr
0
(2.10)
t
q = o cOS(argt) -+ po-sen(aryd) - 'm(r)-senfar(,-(t — 1) Vdr.
q i 1 ] l §
A\ 0

3. — Poniamoci ora in particolari condizioni iniziali; supponiamo cio¢
(3.1) Po =@ =0,
il che, essendo
(3.2) E=ow/k=q—yj,
equivale a supporre ,
Jeo == 0.
In tali ipotesi le (2.10) si l'iducoﬁo a
t

/
'\ P = J m(t) -cos{ arg (t — 1) } de

0

(3.3)
H
q = J m{t) 'Sen{ ary (t — 1) } dr.

0
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Supporrd anche, nel seguito, che M nell’istante iniziale sia nullo:

(3.4) M(C) = 0.

4. — Per arrivare, nel nostro caso, ad una formulazione del principio del-
leffetto giroscopico, ¢i varremo di un lemma dimostrato dal Prof. SIGNORINI [1].
Data una funzione del tipo

(4.1) Ity 7) = [z 2) )-sen { 27-(1 —7)/y }dv,

0

intendendo che f(t, ) sia una funzione di = che in tutto Iintervallo (0, t), al
tendere a zero di z, si conservi limitata insieme alla sua derivata f(t, z)/¢y,
1virtlr-del “detto-lemma-si-pud-stabilire-che~ o

(4.2) lim I(t, 7) =0 .

x>0
T.o stesso manifestamente avviene per un integrale del tipo

(4.3) I, z) = ~"]‘(t, Z)'COS{2"Z'(1-—«T)/Z}C1‘K.

0

5. — Pongo ora
(5.1) ary == 2afy .
Le (3.3) potranno percio sostituirsi con

R P = |m )-cos {27~ (t — 1)y }dv
(]
/

13
q = | m(z)-sen { Zz-(t —1)/y } dv.

[

o —
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Prendo in.esame le due funzioni dit e 7, pert, y >0,

< Aty ) = [ m(t)-cos { 2z (L — 1)/ }dr

[

i o

e, quali funzioni di 7, ne considero per ogni ¢ lo sviluppo in serie di MAc LAURIN:

9.1
g Aty z) = A, 0) +/(57) +
L /=0

oB
Bl ) =B, ©) +7-(2) +
» 7 ! ) A al,zzo

i .

_.Come ora mostrerd, in base al teorema  richiamato..nel.n. precedente...
risulta

im A(t, ) =0,  lLm B, y) =0,

et 72—>0

ed inoltre, ponendo ormai

Alt, 0) =0,  B(t, 0) =0,

anche
. .4 X on m
lim — =0, Hm - == e
z—>e 97 70 aZ 27

Integrando infatti per parti le (5.3) si ottiene, tenendo conto della (3.4),

i

5 il ¢ 27
A, y) :—“:2./:;: / m(r)-é; sen ?v/’[ (t—1) edr =

3 )
0
.
o % ) 27 "“fi(l » .)(2.1 . .
=5 [m(r) sen ;»/— (t—1) % ]qu 271 m(r)-sen i7 (t—1) %dr =
0
12

= 5/:5_/ () - sen 3 2} (t— 1) % dr,
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t % -—*/.m(r cos‘él (sz)§ —
= 5/; [WZA(T)'COS; % g/j—z(t—~r) ”:— Z/}z / n"z(r)-cos} (t—1) %d—; —

ziﬁmr~éfMme§§u~ﬂ§h-

0

Di qui, in base al lemma considerato, si riconosce subito che

(5.8) lim A4(¢, ) =0, lim B(t, y) =

Y d | L=>0

per cui naturalmente assumerd

(5.6) A(t, 0) =0, B, 0) =0.

Dopo di che, tenendo plesentl le (4.1), (4.2), (4.3), si ottiene subito:

_ oA, x) . oB(t, ) m
@G0 [“?”} =9 S B
A P % gm0 27

Almeno fincheé y sia tanto piccolo da poter arrestare lo sviluppo di 4 e B
al termini del primo ordine, si potrd dunque assumere

(5.8) - Aty ) =0, B, 7) = m/(27) .
6. — Dall’espressione di [ [cfr. (3.2)],

(6.1) | b =qi—pj,

si ottiene percid nel caso attuale:

(6.2) . = 'i mi .
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Da questa, tenendo conto delle (2.3) ¢ (5.1), si ottiene
(6.3) (C— Ay k=M,

che ¢ la nuova forma assunta dal principio dell’effetto giroscopico nel caso
giroscopico autoeccitato, almeno subordinatamente alle condizioni iniziali del
n. 3. Confrontando con la formula che ci da il principio dell’effetto giroscopico,

(6.4) Crols =M,

vediamo come al posto del momento rispetto all’asse giroscopico compaia la
differenza tra C e il momento d’inerzia equatoriale A. '

Appare quindi manifesto che per la validitd del principio dell’effetto giro-
scopico nella forma (6.4) é almeno necessaria una effettiva variazione del mo-
mento M entro il corpo.

Osservazione.-La-ragione.del-divario.- constatato-tra-la-{6.3)-e-{1.2)

appare manifesta appena si esamini accuratamente il procedimento dimostra-
tivo del Prof. S1GNoRINI. Accanto ad una terna di riferimento fissa e ad una
solidale, egli infatti prende in considerazione anche una terna 7%, generalmente
rariabile e nel corpo e nello spazio, formata da k, dal versore b di M e dal versore
n formante con b ek una terna trirettangola destrorsa. Detta w* la velocith
di rotazione di T'* rispetto alla terna fissa, in generale & da ritenere che w, si
mantenga limitata al tendere di y a zero (e percid di », all’infinito) di modo che
un termine della forma yw; /(27) che figura nella dimostrazione (e che figure-
rebbe anche nella attuale trattazione se fosse stato esattamente seguito il proce-
dimento del Prof. S1GNORINT) tende a zero al tendere di y a zero. Nel caso esa-
minato, invece, w; coincide con r,, di modo che il termine suddetto risulta
proprio costante. La sua presenza si traduce in quella di — 4 nella (6.3).
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