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TiNO ZEULI (%)

Sforzi e deformazioni in uno strato del suolo, poggiante
su un piano orizzontale rigido e sollecitato superiormente

da un carico distribuito su un’area rettangolare. (%)

1. — Con riferimento ad una terna di assi cartesiani ortogonali O(z, ¥y, ?),
con Dorigine in un punto O della superficie superiore dello strato e l'asse z
diretto normalmente allo strato e verso 'interno, in assenza di forze di massa,
gli sforzi interni nello strato, considerato come un corpo elastico isotropo,
in condizioni di equilibrio, devono soddisfare alle equazioni

ox,  2X, X, 0
9r oy | o=
o oY, oY,
1 R S T . e ¢
( ) o T a_?/ BN -
£ . oY, . 07 . o
o oy E
Lo spostamento s deve verificare l'equazione
(2) wed, s 4+ (A -+ p)-grad div’y = 0,
dove 7 e p sone le costanti di Lass:
ols )
)» =TT T, H = ———"
1+ o) (1l —2qg)° ! 2(1 4+ o)

(¥*) Indirizzo: Corso Regina Margherita 101, ".I'orino, Ttalia.
(*¥) Ricevuto il 9-V-1957.
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[ = (modulo di elasticitd), o == (coefficiente di contrazione di Porssox)].
N - ; .
Ponendo 0 ==divs dalla (2) si ha '

(3) A,0 =0,
ossia il coefficiente di dilatazione cubica § & una funzione armonica. Tndi-
cando poi con w, v, w le componenti cartesiane dello spostamento, dalla (2)
si ha ancora
(4) Ay w == 0, Ay v =0, Ay w =0,
cioc le componenti dello spostamento sono funzioni biarmoniche.
S . hd i N > . ~
Ricordiamo ancora che, essendo o = ds/dP Vomografia di deforma-
zione, Do la sua dilatazione e @ V'omografia degli sforzi (dilatazione), si ha
(B) e 9 D 20
e, se si pone

(6) @ = Ilcb = ;Y::: - T’v ”“:‘ Z::7

si ricava

Q) O = (32 + 2u)0, e quindi () 0 =

T30+ 2u

La (2) porge le equazioni scalari

( 20
\ A['L'A'lu “*:“ (/1\- ""“ ‘l,l,) 5; fsd O
a0
D owede
(8) {pede + (2 + ) 5 0
a0
pedge -+ (4 4+ p) — =0,
e cosi pure dalla (5) si ha
(9> .J.Y;); = ﬂ)‘Lte:cx + AO, :Yy == 2‘LLC’W -+ 10. Z: — 2‘“0:: -+ )Lo’

(9) X, = ueyy, Y. = uey., X, = ue,.,
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AOVe Covy Cpyy €y Coyy €y €4, S0NO0 le componenti della deformazione definite da

du

(10) Co == 5" ’

ou ( ov dwe

o5 Cy: = 77 T T

(107) o’

0
(’ac!/ -

%

Derivando ora la prima delle (8) rispetto ad x,-la seconda rispetto ad y, la
terza rispetto a z e tenendo conto delle (10) e delle (9), nonche della (7'), si

hanno le equazioni

2 + p) 20

A Xo + 57750 o
201+ p) 20
{ A4 Y, +
(11) ST ek LA YRR PR P
A7 2(2 + ) 9*°0
B VIR 2o
dove ¢
a2) 207 + w _ 1 '
= 3.+2u l-+o

Analogamente dalle (8) si ricava
el

/ 2(2 4 p) 0
4. X, - M
\ 3% -+ 2p dxdy
204+ p) 020
4 F o
(13) LAY + 2p Yoz
, 2% + p) 2°0
\ A Xt e

0

Le componenti degli sforzi in un corpo omogeneo isotropo in equilibrio sod-
disfano dunque alle equazioni (11) e (13), e da esse, in virtd della (7) e della
(3), si ha che dette componenti sono funzioni biarmoniche. Questi risultati,

come & noto, risalgono a BELTRAMI.
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2. ~ Cerchiamo intanto per le equazioni (11) e (13) delle soluzioni che
siano il prodotto di una funzione di x, y per una funzione della sola 2.
Per questo poniamo

(14) O = (A e¥ + Be™ ™) Fa, ¥y, ),
con A, B, « costanti arbitrarie ed F funzione di w», y soddistacente all’equa-
zione differenziale

. o°r | r L P 0
(],")) ot i W ot = U,

La O definita dalla (14) risulta cosi, com’® richiesto, una funzione armonica.
Le equazioni (11) diventano allora

oy ! A a3 —az L .
A2 41? -+ 1+ o (fle -+ Be ) FXe »—0,
vV " AL T » Rt —
LY, 4 e e s =0,
a® z —az
AQZ,+1+O_(Ae““+Be‘“) I =0,

dalle quali(*), a meno di funzioni armoniche arbitrarie, si ricava

1 o*r

X, = YT = [(A,— 4z) e + (B, + Bz) e™™] PR
1 Az 1 ] y iy = AT aZ'F

Y, = Y11 o) [(4y— A2) ¥ 4 (B, + Bz)e ] s
% Az ER —az7 ]

Z, :m[(A3—Az)e + (Bs + Bz) e "] F,

con A,, By, A4,, B,, A4,, B, costanti.

) {*) Col metodo della variazione delle costanti arhitrarie, cercando un integrale par-
ticolare del tipo
1
140

[4()-e - B(2)-e=>1-§(a, y),

con F(x, y) eguale a
o2F o2
a2’ oy*

rispettivamente per la 13, 23, 33 equazione. .
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Poiché deve sussistere la (6), tenendo conto della (14) e della (15), si de-
duce che sard : :

4, = 4,, B, = B,, Ay = A4, + 200 + 0)d/e, By = B, +2(1 + 0)B/z.

Possiamo assumere quindi

e 1 4 X2 y ] N3 o°r 1A
;\¢ == m [(4‘11 — ,A..v) e — (Bl -+ Bz) e ]ﬁ -+ ]bIO
1 oxr
o 4. — Az) e™ L 4+ Bz)e | — Lk,
Y, = 5T o) [(4, — Az) e + (B, + Bz) e™*] 5 k.©
(16) ﬂ .
77 . I >L | *% y Y
Z, = 1 A+ 507 o) (A — Az)] e 4
] 1 i ¢ ~ -7 1 T ! .
T [B T 20 & o) (B, 4 Bzle ] f F—(k + k)0,

~con.ky ek, costanti, e si.verifica facilmente.che i secondi-membri-di queste re-..
lazioni sono funzioni biarmoniche di x, ¥, 2, essendo sempre la @ definita dalla
(14) e la F dalla (15).
Osserviamo ora che in virth delle (9) e (10) dovrd essere:

b0 = Buf3 = (X, — 20)/(21) = [X,— AOJ(32 + 2u)]/(2u),
ey == ov/oy = [X,— 20/(3% + 2u)]/(2p),
s, = owjoz =[Z,— A0[(31 + 2u)]/(2u) .

Allora, se si pone k, =k, = Z/(S}L - 2u), si ha

| v 1t ) Sy o OB°F
;' *Xx’ T2 (1 + o) [(4,— 4z) e+ (B, + Be) e™] PR
2 xz Az
™ 31+ 2 (e + Be ™) F
1 o*F
= e— {4, — A1 4+ Bz —az
an . =0+ (s A2) &7 + (By + B o7 35
T, e BT F
7. ={[4+575 9] e
! _Jr_ [B s * (B1 + Bz)] e—\zllﬂm 27 (A e*? + Be““) ¥
\ 21 + ) J 32+ 2u
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e quindi per le componenti dello spostamento si hanno i valori:

! ol
= e [( A, — Az} ™ - (B, -~ a—az] O
YT 1+ o) [(h ) € - (By + Bz e =
! or
PEER e 42) e L (B, - Bz) e~
v w».}c/,lu*(l + g) [(AI* - )e T (Ll : )L ] ay
(%) <
1 2u : 1 A o o] e
w= Dot ‘[[(3/ A2 201 - a)) A A 2(1 = o) (4, J’Ld)} e
| ( 2u e 1 B - o (B i Bz)] SR
‘\\ o { 374 4 2p 2(1 + g)) a 2(1+ o) 177 e

Ne segue ancora, in virtt delle (9') e (10'),

1 Y o ﬁau, E au_
;L/y—“cmy““é.'y'”fa—g;—
. i {(A — A2) ¥ L (B, 4 Be) —«»] o2F
T 2au-(1 + 0) ! ~ ' L ox 0y
1 ou ow 1 j n
— == = — = ! . e o™
It A Caz %z ' ow 2a,u~(l+r7)1 [Z—E—uAT“ (4y Az)]e
(19)
[k g (B —ax | OF
[A+ltBTa(B11Bz)}e }81:
1. ov dw 1 j I .
- Y, =e,, =— 4 — = g (A, — Az A
Mlz T % T oy 2a;t-(1+6)1[7~+ﬂA e A)}e
[ B 1 Bl a0l T
{Z+#B—;—oc (Bl—rBz)}e }ay’

ed i valori delle componenti degli sforzi X,, X,, Y, definiti da queste relazioni
soddisfano identicamente le equazioni (13). Si verifica infine che i valori tro-
vati delle sei componenti degli sforzi soddisfano alle equazioni (1) dell’equi-
librio elastico.

TUna soluzione pilt generale del problema si otterrdh considerando le co-

stanti 4, B, A,, B;, funzioni arbitrarie di «, ponendo ¢ = \/ p* 4+ ¢* e quindi:
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YV e ” I ! 4 L"‘ Nz (] PR 24 AR e e
A —‘ / 3 o AR e B Bae 13"
[ ]
.4 By 7 lapa
_[3/'—‘—‘)#[e T Be I(T) f
o 1 o . F
1, = [ [y W4 0+ (B B e G54
(20) wu ‘
C (4 Be Flapa
*1"37_:~2ﬂ40 T ) J(l’ q
o ’ I {/ e * e ,,] AL
Az == / / 1 A 30+ o) (A-l A’“) e T
0o 0
1B (B, - By)| e 2L (At 4 Be ) P apa
[ L2 o+ ,),,(, L z} ¢ m34+2/4,(f re : - (p(q’
’ . T ‘ #F  dp d
- . Az (] 1 N A ,i_(..q_
AX” == "““2(1 T O')]j [(A1 AZ) € i (Bl T BZ) e ] on ay }p_ + 12
0 0

o wmf Eoa e aa Az)]"‘z»-
BRI YT 1[;.4—;#‘ o (A — ¢
00 .

(207) ¢ . {

} aF dp dg

BB+ BI| o | 5 e

PR

Y, =

f{ 4+ oc-(Al——Az)]e‘—-

N
3
\8

[ : e 1 or dp dg
L [Z+,LLB+OC(B1+BZ)}G Jowyp g’

i

ed analogamente per le componenti u, v, w dello spostamento.

3. - La soluzione ultima ottenuta ci pei‘mette di risolvere il problema della
determinazione degli sforzi in uno strato del suolo, considerato come un corpo
elastico isotropo, nell’ipotesi che esso poggi su un piano orizzontale rigido
e che sulla superficie superiore # =0 sia sollecitato da un carico normale

5. — Rivista di Matemalica.
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statico P(x, y) distribuito su un rettangolo col centro nell’origine e coi lati
2a, 2b paralleli agli assi coordinati =, y.
Indicando con ¢ la profonditd dello strato, si hanno le condizioni

(21) X, =0, X, =0, Y. =70, per 2 =0,
(22) w =0 per z2 ==,
(23) Z, =— Pz, y) | per @ =0,
dove P(x, y) ¢ definita nel rettangolo —a <w< @, —b<<y<h ;d &

nulla all’esterno di questo rettangolo. Sulla superficie inferiore z = ¢ si suppone
che gli sforzi siano equilibrati dalle forze di attrito che si generano sul piano
d’appoggio.

. Lie condizioni (21) e (22) porgono

A, + B, =0, ;"MA~LaA1-(/_“ B+.aBl):o,

2n 1 . o .
— A ' 4 Be)| e =
[(3/: +2u 201 & a)) B+ 2(1 - o) (B, A BC)} ¢ 0
dalla prima delle quali si ricava

— — __‘u..— J—
Ay =— B, = S A B).

Dall’ultima, che si pud scrivere
(A 4 3uw)A + o+ (X + u) (4, — Ade)] e** —
—[(A +3u)B + (L -+ u) (B, + Be)]e™* =0,

si ottiene

[(Z + 2p) — oc- (4 + p)]-Ch (xe) = [(1 + 3u) — ac- (A -+ w)]-Sh («c)
T+ 2p) + o (Z + )] Ch (ee) — [(2 + 3p) + e (2 + )]+ Sh (oc)

(24) A
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e quindi

(25) A, =—B, =

u (A 4 3p) - Sh (a¢) — ze- (3 = g) - Ch (ac)
(A p) [(4 -+ 2p) + oc- (L + p)]-Ch (ae) — [(4 + 3p) + «c-(Z + p)]-Sh («c)

La condizione (23) porge infine

(Az):~o Mj [ 4 -+ - 0_) 1 T B -+ _"2(1 = 4) Bl_“

21
— g A+ B P, g,y ) 4pag = — P, )

./.'T‘-:/L

_ciog, .dopo. facili . semplificazioni,

oo A4 2u rr
(26) Pla, ) =— - . (4 + B) F(, y, p, o) dp dg
con

2(4 4+ 2u)-Ch (ae) — 20e- (% + ) -Sh (oc *)

2
27y A+ B = -
(27) [(Z 4 2u) + ac- (A + 1)]-Ch (¢} — [(A -+ 3p) + e+ (2 + )]+ Sh («e)

A

ed o =[p* 4 ¢2.
La funzione F' dovrd verificare l'equazione (15) con «® = p2 4 g3, cioe
P'equazione ,

*F  °F

28 B Sy
(28) dx2 ' oy*

+ )P =0
che ammette Pintegrale
(29) F = M- cos (pw)-cos {qy) 4 N -cos (pz)-sen (qy) +
+ R-sen (px)-cos (qy) -+ S-sen (pa)-sen (qy),

con M, N, R, S costanti funzioni di p e ¢.
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Ponendo ancora

M = m(p, q)

N = n(p, q)
(30) :

324207 ) B =7(p, q

| S == s(p, 1),

la (26) diventa

(31)  P(w, y) = [ [m(p, q)-cos (px)-cos (qy) + n(p, q)-cos (px)-sen (qy) +

[

TRy gy e (pa) ceos {qy) s (p, ) sen (pa)ysen (qy) dpdy .

Per determinare i coefficienti m, «, #, s supponiamo che la funzione P(z, y)
sia rappresentabile mediante un integrale di FoURIER, sia rispetto ad x che
rispetto ad 4. Avremo allora:

w

(32) Pz, y) = | [pp, y)-cos (p2) + p(p, y)-sen (pxr)] dp,

0

con

- o bl (3

S @(p, ¥) = (1/x) fl’(w, )~ cos (px) d -—~<1/n).a[1’(m, ¥)-cos (px) de

—a

( iy, ) = 1/n) l Pla, y)-sen (px) dz .

Analogamente sara:

(33) g, ) = [ [fp, 9)-cos (qy) + g(p, ¢)+sen (qy)] dg,

4
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¢on
]
1(p, q) = (L) [ @lp, y)-cos (qy) dy =
—b
a
= (1 2 ) J Pz, y)-cos (px)-cos (qy) dr dy
—a -b
(33")
b
g, @ = Afm) [ @lp, y)-sen (qy) dy =
" v
== (1/7%) | JP(.L‘, y)-cos (pr)-sen (qy) dr dy,
—a —b ‘
é
G I () l WPy q)-cos (qy) - R(p, q)-sen (gy)] dy,
con
/ v
- h(py @) = (z) | p(p, y)-cos (qy) dy =
)
e b
= (1/7?) | | Pz, y)-sen (px)-cos (qy) Az dy
—-a b
(347)
‘ b
k(p, @) = (/=) | p(p, y)-sen (qy) dy =
—D
n b

= (1} |

J Pz, y)-sen (px)-sen (qy) dx dy .

—tt —b

Quindi, in virth delle (33) e (34), la (32) si pué serivere

(35) Pla, y) = | [{1(p, 9)-cos (px)-cos (qy) + g(p, @)+ cos (pz)-sen (gy) +
o ¢
+ I(p, g)-sen (p)-cos (qy) + k(p, q)-sen (px)-cos (qy) }dp dg,

dove le funzioni 7(p, ¢), g(p, @), WP, @), k(p, q) sono espresse per mezzo di
Pz, y) dalle (33") e (34'). i
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Confrontando ora la (31) con la (33) si ha
mp, @) =fp. 0, wp, @) =gp, O, 1p, Q) =Mp, @), s(p, ¢ =k(p, q),

o

e quindi, per le (30),

/ ’/ "L ‘)‘“ /(7)9 (I)
; j[ - __:-M $ 3
/4 ~—* _«,LL ‘1 - B
v oo B g )
T i+ 24 AL B
(36)
R o }/' e 7,LL I(p, q)
T I4+2u A+ B
R Bk 2 Tolpy-q)

I+2u i+ BT

- I1 problema nel caso .considerato risulta cosi risoluto.

4, ~ XNel caso particolare in cui il earico Plr, y) ¢ simmetrico rispetto
all’asse o, P(x, —y) = P(z, ), visulta ¢ =0, k =0, e si ha quindi

Pla, ) f fp ¢)-cos (px) + h(p, ¢)-sen (px)]cos (qy) dp dg .
0

- Nel caso invece in cui il carico ¢ simmetrico rispetto all’asse y, si ha h =0,
k=0, e quindi

©

( [f(p, q)-cos (qy) + g(p, q)-sen (qy)] cos (px) dp dq .

Nel caso infine in cui il carico ¢ simmetrico rispetto ad entrambi gli assi,
siha g =0, h =0, k=0 e

= l [fp, q)- €08 (px) - cos (qu) dp dg .
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Come applicazione consideriamo il ecarico « paraboloidale » (simme-

trico rispetto agli assi @ ed y) in cui:

P = Py-[1 — (x*/a?)] per —a<ax<a, |y|<b|z|a,
Po=Py[l— (b)) per —b<y<b, |a|<aly|p
con P, = cost.. In questo caso, essendo y = brja ed y =-—bx/a le equa-

a0l

zioni delle diagonali del rettangolo, la prima delle (33') porge

—brin
= - |- cos (pa) da [cos (qy) dy +
bia
a brla
Py [ a? .
2 iR esomar [cos@ray
2 (L= .
0 ) —:ba‘]n
[} - ayfb
P ,1/2’ -
- / 1— }7)'003 (qy) dy } cos (px) de -
)2
Zp aulb
b avfb
P, ¥
+ = [1— l;;;)w;os (qy) dy | cos (pz) dz
- 2
0 ——:w/b
a brla
QP() " a2 .
=— | |1— —())@o.%(pm) de | cos (qy) dy -+
e 2
0 ’ ~bala
b axly

2

3

2P, [ y
4 — 1— Te)cos (qy) dy | cos (pzx) dx .

2
0 —aylh

11 primo integrale a secondo membro, che indicheremo con f,, si trasforma nel
secondo, che indicheremo con f,, scambiando ordinatamente a con b e p con ¢;
bastera quindi calcolare il primo e da esso dedurre il secondo. Ora essendo

2P f cos (ap + bg)  2sen (ap + bg) 2 cos (ap + bg) 2 X
hi= adq 1 ap -+ by o (ap + bg)? (ap + bgP® Cap + bgp
cos (bg —ap) 2 sen (bg —ap) 2 cos (bg—ap) | 2

bg — ap (bg — ap)? (bg — ap)® Y (bg — apy }



72 } -, ZEULI . [14]

¢ quindi

2Py feos(ap -+ by)  2sen(ap + bg) 2 cos (ap + bg) N 2 N
fo = ap | ap + b o (ap + bg)? (ap + bg)® U ap -+ by
cos (ap —bg) 2 sen (ap —bg) 2 cos (ap — bg) 2 1 .
T Tap—bg | (ap — bg)® {ap — bg) Cap—bgp |’

sard cosi

‘ 2P, 1 I ‘ Zsen (ap -+ bg) 2 eos (ap + bq)
f=h+f= ey »al cos (ap ~+-bq) — @ + by (@p = g [
2 2 sen (ap — bg) 9 cos (ap — bg) 2
e — €08 (ap — bq) + ; L g 3 : _l 2’* — 217
{ap -+ bg) ap — by (ap — byg) (ap — bg)? |

espressione simmetrica, come era da attendersi, rispetto ad « e b e rispetto a

p e q.

Summary.

In this paper is considered the tridimensional determination of the stresses and
strains in an indefinite layer of soil, behaving as an elastic isotropic body and resting
on a rigid level, no subjected to body force, supposing that on the plane higher
surface it is solicited by a static load distributed on a rectangular area; the com-
plete determination of the stresses is obtained by means of a double Fourier

integral. I also take into consideration special cases of symmetric distributions.



