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La formula di Taylor-Cauchy. (*¥)

1. —~ Introduzione.

Ho osservato che la formula di Cavcay su le derivate

fiag + 0+ (w — i,
) o) = fan) + LA E LTI ) e }

T @' (2, (x — )

[valida, sotto note ipotesi, per le funzioni definite in un certo intervallo (a, b)
contenente x,], pud anche scriversi nella forma

i

(19 f(@) = (@) + 1, (@0 = 0 (@ — 25)) -{ pl) — (o) },

indicando con f,'p(a;) la derivata della funzione f(x) rispetto alla funzione p(x)
[vedasi n. 2]. La (1') ha lo stesso aspetto formale del suo caso particolare
[ehe si ottiene facendo ¢(x) = @] dato dalla formula del valor medio.

Mi sembra non privo di interesse il mostrare che, come la formula del valor
medio viene generalizzata dalla formula di TAYLOR, cosi la formula di CAUcHY
(1), od (1), ha una generalizzazione parallela (che chiamo jformula &
TAYLOR-CATCHY), e ciod '

! 1 v a2
@) @) = @) o) { pl@) —glan) 57 foal@e) { @) —gla) i
n-—1)!

1
SR foa o) - { pla) — (o) J'71 = Tolm),

(*) Indirizzo: Istituto di Matematiea, Universitd, Parma, Ttalia.
(**) Ricevuto il 15-XI-1956. -
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dove f &), . f"‘ «(r), ... sono le successive derivate della f(x) rispetto alla
() [Vedam 1. 2], e T'(x), che si dird ancora il termine complementare della
(2), ha le seguenti espressioni:

(3) T,() ":“ f,m("" ) el — ) It {(f’ Y (f('llo) }n

con eglw-—m,) infinitesimo per @ - &,

(4), o) = g [y = 0 (2 )

) {‘77(-'7»’) — @(Z, 4 0(7"‘ ) 1,;_@ {({0 () — (i) }

con § (rea:le) non nullo e tale che abbiano senso reale le potenze
{p(@) — @@, - 0-(@—a) P, {@l@)—p(x) } () e 0=0(s) conveniente
numero 1ntemo all’intervallo (0, 1). TIn particolare da (4), per s == n risulta

; , . .
(4), T, (%) == = fon(wg = 0 (@ —@y)) - { p(@) ~ () i

e per s =1 risulta

. {q)(m) — gy - 0 (@ 2,)) }""1- {(p(:v) — () }

Per g(x) = @ la (2) diventa la formula di TAYLOR, relativa al valore a,,
della f(z), e le varie espressioni precedenti di 7',(x) diventano rispettivamente
i noti termini complementari nelle forme di PEANO, SCHLOMILCH, LLAGRANGE,
CAUCHY.

In prossimi lavori, sostituendo alle derivazioni delle pluriderivazioni,
mostrerd che la (2) risulta poi un caso molto particolare di formule relative a
funzioni di pitt variabili.

(*) Cosi gualora voglia farsi « = z; dovri supporsi s> 0.
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2. — Derivazione di una funzione

rispetto ad un’alira conveniente funzione.

Siano f(w) e p(r) due funzioni continue in un intervallo (a, D) e derivabili
nell’interno di (&, b). Dall’ipotesi che sia ®'() %0 per ogni x interno ad (a, b)
segue, come ¢ ben noto, che ¢ sempre @'(@) >0 o sempre ¢'(x) <0 nell’interno
di (@, b). Pertanto la funzione p(@) in (a, b) sard sempre o crescente o decre-
scente e avrd una determinata inversa (}5(7/). Risnita allora

f(w) == flplp(@)) = Flp(a)),
da cui

df () df() dep(x)

e — (Y 3}
qr dp(r) da @'(x)-L (,j p'(x) - f,,, z),

ciog
D, f(@) = f,(0) = {¢'@) } 7D, f) .
Fra operatori si ‘ ha
D,={¢(®)} ' D,.
Si ha poi (con notazioni ed ipotesi evidenti):
Dy () = fie(@) = ("9’ — ['g") g,

D;‘p f . f,, (i) == (f'// Io____gf// ‘o gf/ e fr(prqj///)/(p:s,

Ad esempio (per m>0) e:
D, f@) =2f(2) = @D)f(w),
D, f(@) = (@D)* f(a) ~ @) (),

Dl (@) = (@D) f(2) = a*1"(2) + Ba*-f"(x) - - f'(2),
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Segue dunque che, s¢ le funzioni f(x) ¢ @(z) sono nell’intervallo (a, b) deriva-
bili fino a un certo ordine k, con (p’(:v) 5= 0 nell’interno di (a, b), esistono in (a, b)
le devivate di f(x) rispetto a @(x) fino allordine k.

3. — La formula di Taylor-Cauchy.
Dal n. precedente risulta che, se f(x) e p(z) sono in (a, b) derivabili fino
all’'ordine » —1, con ¢'(x) 540, vale la formula (2), da cui
: 1 g
To(x) = f(@) — [f(@0) 4 f,(w0) { @l@) — @) } + 57 Frelo) - { pl@)plr— o) Y 4o

1

. T I‘r”" ) - {(p(m — @(25,) }" 1]

Aggiungendo sulle funzioni f(x) e @(«) ulteriori ipotesi, si possono ottenere,

in. parallelismo_a._guanto.si fa per la.comune formula di TAYLOR, delle eSPTeS=nn

sioni di 7,(x) utili per le applicazioni.

10) Tl termine complementare (3). Supponiamo ulteriormente
che esistano le derivate f™(x,), @™ (z,): allora [n. 2] esistera f‘;’l.)(a;o). Ne segue,
in virtha del n. 2 e procedendo con parallelismo a quanto si fa per dedurre il
noto termine complementare nella forma di PEraxo,

e 1
}-——n‘,, { o(x) ——«(p(’l‘o)}" 71 21 ( )

da cui la (3).

20) Il termine complementare (4),. Supponiamo ulteriormente
che le derivate [ P(@), @™ Y(z) siano continue in (a, b) e inoltre che
esistano (finite) le derivate f™(z), ¢"(x) nell’interno di (a, b). Da quest’ultima
ipotesi segue allora [n. 2] che nell’interno di (a, b) esisterd % @) . Posto T,(x)
sotto la forma

('r) . -Tn{w) == ([n {97(’1' ) }s’
tenendo presente il n. 2, appoggiandoci sopra una opportuna funzione ausi-
liaria e procedendo nel resto con buon parallelismo a quanto si fa per dedurre

il noto termine complementare nella forma di ScHLOMILCH, si ottiene

1 (n})
(n—1)t.s°®

() = Wiy 0+ (2 — ) { p(@) — @y + o)) J* "

Da questa e dalla (5) segue lespressione (4), di 7',(x).



