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GIUSEPPE PALAMA (%)

Su alcuni polinomi
che generalizzano quelli di Laguerre
e su aliri che generalizzano quelli di Hermite

ed i loro associati. (v%)

Introduzione.

In lavori precedenti (*) abbiamo studiato dei polinomi, indicati con H™(x),
che per n =0 e m ==1 si riducono, rispettivamente, a quelli di HErMITE ed
ai loro associati, per la prima volta, questi ultimi, studiati dal NiBLSEN.

Dei risultati numerosi da noi stabiliti, deducendoli da altri nostri piu ge-
nerali, riferiamo quii seguenti:

(1) Hos () () — Hotp(#) By (@) = — (10— 1) 1 " H™" (),
(2) H"" Y g) = - H" ™" (@) — (n 4- 1)-H" T2 (g),

(3)  H™*(z) = H™(@)-H"™ " (@) — (n + q)-H™"~ Vo) H*+10-1(g),

(*) Indirizzo: Sogliano Cavour (Lecce), Italia.

(**) Ricevuto il 10-V-1956. ,

(*) Vari polinomi associati ad altri classici o pitt generali sono stati studiati da noi
in aleuni lavori. Cfr. G. PanaMa: (a) Relazioni integrali tra le funzioni &’ Hermite
e di Laguerre di prima e di seconda specie, e su dei polinomi ad esse associati, Riv.
Mat. Univ. Parma 4 (1953), 105-122;  (b) Relazioni ira i polinomi associati alle fun-
gioni di Laguerre e di Hermite, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 9 (1954), 64-66;
(¢) Polinomi pide generali di aliri classici e dei lovo associati e relazioni tra essi.
Punzioni di seconda specie, Riv. Mat. Univ. Parma 4 (1953), 363-386; (d) Sviluppo
di aleuni polinomi che generalizzano allri classici ed i lovo associati e relazioni ira essi,
Boll. Un. Mat. Ital. (3) 10 (1955), 233-238. L
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(“1?) n! ._H’n-}-l'p(a;) == I{n(m) 'Gn+p(m) - Hn-{—p 41 (@)~ Gn*l(m)y
= d n,p—~1 n—1,p Ty
() T H™"" ) = H""""(x) — H""(w),
dr 7 7
. iy 1y fmt Byt
© 2@ = 3 1 () B (),

) (p + m)!

(1) H"UFp) — (—2) s PR (4219 (m = [(n + 1)/2]),

m!

nelle quali H,(x) e h,(«) sono il polinomio di HERMITE, per il quale si ha
(djdx)H (2) = n-H,_,(2), e la corrispondente funzione di HErmire di se-
conda specie; inoltre G.(z) e P*™"(x) sono, rispettivamente, il polinomio di
NIBLSEN associato a quello di HERMITE ed il polinomio che generalizza quello
di LAGUERRE ed il suo associato, definiti da:

Gald) =0, o) =1, Gune) — 2 Gofo) + (0 + 1) Gyalw) = 05
Py g) =0,  PYx) =1,
(n +q+ 1) PY™ Y g) = (o + 20 4 2¢ + 1 — @) P¥™%(x) —
— (& +n 4 ¢ P*™ ().
Ricordiamo infine che
Hor(x) : H,(z), HY?z) = G,x),

come si ¢ gid notato, e che

PNa) = L@,  PYMTTX(w) = PYa),

essendo L\(x) il polinomio di LAGUERRE e P¥"(z) il suo associato.
Ora il ToscANO in un suo recente lavoro (), introducendo il nuovo simbolo

. (®) L. Toscaxo, Formule di riduzione ira funzioni e polinomi classici, Riv. Mat.
“Univ. Parma 6 (1955), 117-140.
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Gy w(@) per i nostri H»»(x), ritrova le nostre formule (1), (2), (4), (5). Egl
inoltre ottiene le due formule seguenti, analoghe alla- (7),

§ 2n,,,(7/) = (— 2):: n!.p;’—-vllm(mz/g)
(8)
E Gonir, () = (—2)" 0! &P (x?]2),

dopo aver introdotto il simbolo ?{/(")(m) per indicare un particolare polinomio,
derivante dalla funzione ipergeometrica confluente (polinomio che, come ve-
dremo, generalizza quello di LAGUERRE, cui si riduce per » = — 1), a due va-
riabili,

Yie; By, 5 @, 9)

di HuMBERT (?), che si ottiene per confluenza della P, di ArPELL, definito dalla
relazione ‘

(o -+ 1, n)

—— W=y v + 1 —a—2n— Yoy o 4+ 15 2, @).

9)  ¥h(x) =

L’interesse della nostra (7) [e delle (8)] deriva dal fatto che la (7) [e le (8)]
oltre a stabilire, se si prescinde da un irrilevante fattore costante, tra il poli-
nomio P¥™"(x) e H»?(x) un legame analogo a quello che intercede, per le for-
mule di Szgad, fra L¥(z) e H,(z), si riferisce altresi ai polinomi P*™7(z)
e H™”(x) che sono rispettivamente una generalizzazione di L™x) e del suo
associato, e di H,(z) e del suo associato: invece i ¥;")(») generalizzano i L"(x)
ma non, sembra, i loro associati.

Ora, poiché noi crediamo che i polinoml Y () sono degni di considerazione,
sia per il fatto che tali polinomi pery = —1 siidentificano con quelli di
LAGUERRE, come si & gid notato, sia per il fatto che per i ¥ () sard
dimostrata una notevole formula di riduzione quando «, » ed n sono qualsiasi,
vogliamo dare qui un contributo allo studio di tali polinomi.

In questo lavoro faremo vedere inolfre che da una nostra formula segue
un risultato del ToscANo e che dei suoi altri invece possono dedursi, quali
casi particolari, da formule piti generali che saranno stabilite. Infine qui sa-
ranno date alcune relazioni integrali per i ¥i")(wx), verra dimostrata la natura
ipergeometrica dei polinomi P™"(z) e saranno aggiunte varie osservazioni.

() P. Humserr, The confluent hypergeometric functions of two wvariables, Proc. Roy.
Ldinburgh 41.
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§ 1. - Varie formule relative ad H"(x) e ¥y (»). Confronti.

1. — Innanzi tutto notiamo che 1. TosSCANO (%) ha stabilito una formula che
tradotta nei nostri simboli & la seguente: ‘

/2] ' 1 '
(1) B(@) = Y (1 (") D) Hpeaile)

1=0

Ora questa formula, stabilita per induzione dal ToscANo, pud dedursi su-
bito dalla nostra seguente (5):

) ] [pje] m m-r, Mo Ty Ty . P —m p— 1
(21) H”J’(w) e Z Z z e z (__l)m Qr-maogpt. ( / ) ( ) . xp~2m,
m=0 r=1 1,=0 rp=0 Lm p—m
in cui @
(31) P e S+, =L

Difatti se poniamo I, in (2,), al posto di », + ... 4 r,, poiché il numero
delle soluzioni intere non negative della (3,) & ‘

n 4+ 1 — 1y
)
la (2,) pud scriversi .
. . [»/2] m n - 1—1 .
/(41)‘; , H ,v-(w)’ — z z (= 1)y 2t- ( . ) .

(p—- D! .mP—ZM/{ 20 (p —2m) ! (m—1)! } o

(o2} [vf2) -4 nA41—1 .
=3 (" T T 0oy {20 — 2 — 2t} -
i=0 1l=0 g
g b l—1, (p—1)1 Dol — ot
= (~--1)1(71 +I )((L__.).__ (— 1)/ P ) -2,
=0 4 =

p—2)! A, 20 j1(p — 20— 2j) 1

Ch,e, essendo l'ultima 3 uguale ad H,_,(x), si riduce appunto alla (1,).

(*) Cir. loe. ecit. in (?). )
(3) Cfr. loe. cit. in (%), lavoro (d).
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2. — Llespressione (4,) di H™"(x) trovata nel n. precedente, cambiando p
in 2p, pud scriversi

Ed ap—-im mo2h(n 41— l)k! (2p —1)!
H”'zﬂ(.’l}‘) = z (_l)m 3 p Z P =
eo me(2p —2m)! =y Ue(n—1)!1-(m —1)!
» p2p—-2m m 21.(”," Z) Py g— m, ])
=@ 3 (s > =
ety e (2p —2m)im! Ly - (— 2p, 11!
z a®n P (—p A+ m, De(n, 1)
= @p)! Y (1) e 21,
m=0 Lo "(27”’)~(?9"‘m)! I=0 - (— 2p’ l)”

e, tenendo presente lidentitd (2p)!=2%-p!-(1/2, p), anche

(1) - H"™a) = (—2)?-(1/2, p)- i =pm)

e (1/2, m)-m!

AN

cFl—p +m, n; —2p; 2) + (—2—) .

Ma la funzione ipergeometrica confluente di HumseErr ¥, ammette lo svi-
luppo

& (¢, M)

Po; By V' @ y) = 2 “Fa +m, B; y; @)y

m=o (", 7"’)'7?1’;
ed il confronto di quest’ultima con la (1,) da subito
(22) H"*(z) = (—2)-(1/2, p)-Pi(—p; n; — 2p, 1/2; 2, #%/2).

Nello stesso modo si stabilisce I’analoga formula relativa ad H™”1(w),
entrambe trovate per altra via dal ToscANo (°). ‘

Servendosi poi della posizione (9), a mezzo della (2;) ed analoga, si ricavano
immediatamente le (8). )

(8) Cfr. loe. eit. in (3).
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3. — Se scriviamo le (7) cosi

() BT () = (- 2)p ws PR (02)2),

g n)!
(.7//) Hzn,2@+1(m) — ('_ 2)1, (]) + )l) ° x ,Pllz,n,ﬂ (9“2/2),

n!

dal confronto di queste con la seconda delle (8) si ricava

» 4+ n ;
(13) T(l/z) 1( ) ( » ) . Pll2yn:])(m)7
(2 e =17 ) pera)
V P
Per =0, n =1 1a (1;), e per » =0, n =—1 la (2;) rispettivamente

danno:

PR @) = L), PL@) = (p + 1) Pre i),
(3q)

Pod@) = (p + 1) Prnifa), PR (a) = L),

la prima delle quali sara subito generalizzata.

4. — Dalla formula di definizione seguente, della ¥,

. . ‘. ) MO...m erys
971(055 ﬂ’ ly’ y? {I/‘, .I/) - gg (,y, ,’.).(yl’s) 1 gl

(o] +}y| <)

ed a mezzo della (9) si ha

(¢ +1, ») B #2r (—n, v+ 8)(v +1,7) 27 8
,Zo L= 2m—a—1,, (e +1, s)rls! T

(1) Pa) =

' (¢ + 1, %) B (—m 1)+ 1, 9220 (—n + 7, 8) a8 -
Y ,;0 (-27L—a_1/2, yort = (£ 1,8 s!
(e« + 1, m) (—n, r)-(v + 1, r)-27 '

M:

G—n 1, 00 +1, x
n! o (— 2 — a1, 7)) ( P -5 ),

ove @(a, B, ) & la funzione di K UMMER.
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Ora se si tiene presente la mnota relazione

o I I I A, o 0]
(21) G( 71’7 & 13 (U) — (O( + 1’ “) Ln ( )
si ha
; (e 4+ 1, n (—mn, 7) -('v-}-l 7)e(n—r)te2r
(x) o ('\> —
Fol) = n! Z — 2 — o — 1y, ) (e - 1, n—)7] Ll () =
= $lerlinon A0 L DED g

si ottiene ciod la intevessante formula di riduzione, dei polinomi ipergeometrici
YNa). ai-polinomi di Laguerre, che segue

(W no(—oe—m, ¥)(y 1, 7)-27 LT
(34) 9711,;: =Z _o:———?fn«—' 1/2, ,'.),7.! Ln ,(1/) ’

dalla quale per » = — 1 si trae

Yo @) = L),

che generalizza appunto la prima delle (3;).

Se nella (3,) poniamo o« = — #u, si ha
()
- ﬂ) (~n) -
@) = Ly ) =
5. — Si noti che la (1) pud scriversi
v+ 1, k—s) Qk—s. g8

(e 41, ) + I, e E
(o) y =
o) = h=z (—n, k) go (—2n—oa—1,, k—s8)(x + 1, s) (k—s)!-s!

— 1
n! o (=20 —a—1,, kB)-E! S ) (—v—Fk, ) (a4 1, 8)-8!

) (¢ +1, n) & (—n, k) (v + 1, Ek)-28 & . 2n 4+ o +3,—k, 8)-(— 1‘7; §) [®ys
2 5)
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e percio si ha Paltro sviluppo di ¥,%(x) che segue

(¢ +1, n) & (—mn, B)-(v + 1, k)-2%
n! = (—m 4+ 1, k)-k!

(15) () =

) x
.2F2(——75, m—k; —v—Fk, a+1; __5),

in culi m =2n -+ o« -+ (3/2).

Dalla (1;), se ¢ per esempio » == 0, m = 0; ciod se & ¥ = 0, & = — 2n — (3/2),
si trae
L ) 2 n, 3.
o) —~(a+ % 2’*G(-7c,oc+1,—-g) (oc—_—._29z—§),

ossia, per la (2,), . .. .

Se invece nella (1;) si fa
- {25) V=—o-—20 —(3/2) = —m
si ha analogamente
e = 3 e (=),

qualora a » si attribuisca il valore dato dalla (2;). Se in quest’ultima si assume,
ad esempio, o« = -—3/2,si ha

n! ( 3/2) ¢ = (~3/2) AW
(— Yy, ) e kg {(— / ) 21 Iy ( 2) )

Un’altra f01mulet}ta paltlcohle, che si ottiene facilmente dalla (3,), ¢ la
seguente

N1

. - x o
Ve = — - L) .
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6. — La (1,) e le (8) sono state da noi stabilite con procedimento indipen-
dente l'uno dall’altro, mentre il Toscano, stabilita per induzione la (1,), ri-
cava poi a mezzo di essa le (8). Perod, poiche la (1) e le (8) le abbiamo deri-
vate da una stessa formula, & ovvio che mediante le (8) si debba poter pervenire
alla (1,). '

Se difatti nella (3,) si fa ¢ ==— 1/2 e si muta » in «?/2, essa pud scriversi

oy (52
(— 2)mn L P (;) =

L 2O ) L (2 e
= (— 2! . A
( yrem ,;0 (—2n, 7)r!(—2)r(n—1)! Lo (2)’

cui, per le (8) e le formule di Szec0, pud darsi la forma

e )0 7)o,

r=o T

H(g) =3 (1)
che, tenendo presente l'identitd
(1)

‘ (fn) (—n + Yy, 7)

ger (2n — 7'>
vl (—2n, 1) ’

7

si riduce appunto alla (1,) quando in essa si muti p in 2n.
In modo analogo si ottiene 1’altra che deriva dalla stessa (1,) cambiandovi
pin 2n -+ 1.

7. — Stabiliamo una formula relativa a
(&Y d [€3)
Po(e) = — ¥ x).
£l dw 1] .
Derivando la (2,) rispetto ad o si ha:

Py = 3 T b E L D

ey S (—a—2n—1, 1) 7!

. L:,—Yj-lli r(w) —

Pl (—a—m, ) (v -+ 1, )27 (—0— 20— 1f, 4+ 1)

— (x+1) o
- Z—:o (—a—2n—1) (—a—2n + Y, 7)-7! no1- (@) =
- = —¥ie) +
1 i l—a—n)(—a—n+ 1, ) (v + D-(v 4 2, )2r

o - 2n - Y, S (—oa—2n 4 ) (— o —2n 4 3/, 7)-7!
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quindi sussiste la formula, se si muta » in v —1,

8p-(a + ) g/(\)’ (1) e l]'/(‘+1) ('l?) = 0.

! 2
gln,:ml( )+4'(d+271,)2 n—1,¥ fn~-J,»—1

8. — Per stabilire una formula di moltiplicazione per i polinomi ¥, )(x) ci

occorre tenere presente la nostra formula (7)
]ﬂ (\) (’B)

(k =+ 1) @ @ ) i
.I’(oc‘-{—'n,-}—l)f (k—{-l z]']’a+n~——)+l)

che, -per &k = (1-—m)/m, pud scriversi

2o 1wy (l —m)emn—d

{a) : N E T s £x) "

L& (e =3 - B A € 1)
(m ~ ]'(0( 1, om .]) n ( )

(x+ 1, n)-(1 ——m)"—ﬁm". .
Gr L —pr @

-3

=0

cio¢ infine, mutando » in #-—7,

) (1 — m)yr—m7 -t

" (et 1, ) (—n 7,
(x) ¢, WY
LAme) = e e L, i1

j=0

'L;L\)(m)-

Questa espressione di LY ,(m») portata nella (3,), dopo avervi muiato .r in:
me, ci da
rorsr2n v+ 1, v)(—n - §, v)omd(Ll— m)"“’“?
(x) — {x}y,
‘F Yma) = (o + 1, n) > z(ma_on__l/ ST Y ‘LM (@) =

r=0 0

Ao {—m g, ) (v 4+ 1, 1;)( 2 )r.

n m (1 — m)r—i
( . I(a)( ), ,
1 —m

— -‘ 4 4
=l 2 e e T A

(*) G. Panami, Sui polinomi di Laguerre, Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend.

Cl. Sei. Mat. Nat. 71 (1938), 441-468. Cfr. p. 448.

i Della generalizzazione della formula del testo si sono occupati L. Toscano ed E.
FELDHEIM, ma ad entrambi & sfuggito il nostro risultato: cfr. L. Toscaxo, I polinomi.
ipergeometrici nel calcolo delle differenze finite, Boll. Un. Mat. Ttal. (3) 4 (1949), 398-409.
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ossia la seguente notevole formula di moltiplicazione per i polinomi (),
dalla quale possono dedursi varie formule particolari interessanti, fra cui una
stabilita di recente:

N, jY(—my-{1 —m)—7
(0 + 1, §)

i i 1 M n —
Yf,ff,),(?mb) — (06 T 4 Il) j;ﬁ (

n!

2 )
'F<-n+j, p +1; - x— 2n— 1,3 ) - L),

che pud anche scriversi

P (— o —m, k) mrEm— 1)F

PN (ma) == Z
k!

X 2 .
_F(_.._k’ P -:—1; ..._05_2%,__. 1/2; 1___,m_) . (\) (’L‘)

Quest’ultima alla sua volta, se applichiamo successivamente le identitd (%)

I
— %y By 1) = 5 7;(—t)’~ F—ky —k—yp +1; —k—f + 1; 1j1),

(3’ ﬁs k) ; ’
i —k—)—~F—~k, B~k +pf—y-+1; 1 —1),.

F(—k B; y; 1) =

da luogo rispettivamente alle

(~—ca—mn, kY- (v 4+ 1, k)-2%-mn—*

/ Ry /4G e
(1) o (ma) = 2 (—a + 1, k) k!
11—
i <~ ky —Fk +a, — k-—»; 2m> - L% (2),
© (—a—mn, k)-(—v—a, k) (—2)F-m"*
2 P mr) =
(Zs) o) ;Zo (—~a- 1, k)k!
1
.p(~ E, —kda; —k v bat1; ,J;m) LI (@),

(8) La prima delle quali & forse di L. Toscaxo: Su ¢ polinomi ch’l geometrici, Boll.
Un. Mat. Ital. (2) 1, 224-229.
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nelle quali ¢

(%) 4 =o -+ 2n -+ (3)2).
Inoltre nella (1;) il numero » & reale qualsiasi, ma non intero negativo.

Le (1), (25) danno molte formule particolari interessanti. Ad esempio, se
nella (24) poniamo m = — 1 si ha
B —n, k) (— v —a, k) 2%

(i 1yr.Yrim —— - };\) —
{ 1) gjn,v(m) - kgo (———-(L + 1’ 7&) k! thk( ‘T.)'

Invece dalla (15) per » = — a segue

n 1
YD (mp) = 3 = (—o—n, k)-mr(1 4+ m)r L2 ()

n RNy
che per m =-—1 diventa
{44g) V pe (1) == (_. ]»)n.L:;*‘)(_” ),

n, —a

essendo @ dato dalla (3,). Se inoltre si fa in quest’ultima o ==— 2» si ha
(—2m (—~2n);
(7) = (—1)»- L™ —a).

n, —3/2

I1 confronto infine fra la (1), ove sia cambiato per un momento v con o,
e la (2,) da la notevole relazione

erf:zf(_ 7'l$) == (“‘" 1)” - T;,“l g—a— 1(771/39)7

essendo a sempre il valore dato dalla (3,), e che pud scriversi

(58) Tr:,\;( [’J) = (_ 1)1: .T;:x)—n—(tvl(m)7

con ¢ numero reale qualsiasi non intero negativo.

Se in essa poniamo ¢ = — ¢ riotteniamo la (4,). Se invece assumiamo
prima o= —1/2 e poi o = 1/2, ed in entrambi i casi mutiamo « in #?/2, con

le (8) abbiamo rispettivamente, essendo 4 =+/——1,

Gzn, - 0—-21)—2(‘,1;) = (— 1)"'G2n;a(i$), Gzn-l.d, ,6__%“3((1}) = (— 1)’”‘%'(’72"_,_1,6(’1::0),
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che, tenendo presente la paritd di G, (), danno lucgo alla formula stabilita
recentemente dal Toscaxo (9):

G

Ty — o'-n-‘).(m) = ~in . Gn;g(_" ’l.’U),

la quale percid & un caso particolare della (5g).

9. - Se nella (1;) mutiamo m in m? ed # in #?/2, ed assumiamo ¢ = —1/2
prima, e pol o = 1/2, a mezzo delle (8) e delle formule di SzrG0 si ha rispet-
tivamente:

22k “m 2p—-2Kk.

«n,) (—n + Y, k) (v —}-Al, k)

Gy, (MB) = _gﬂ (— 1)* (k (— 2n, k)

13

1 —m?

- F (—— by —k +2n+1; —k— »; P )~H2n~2,;(m) ,

. N (—u—1,, E)-(v + 1, k)
Caniap(m®) = 3 (— 1) (k) (—2n—1, k)

k=0

2k, 7n’2n+1—2k .

1 —m?
5 )

T (— by —k 2+ 25 —F—»; enr—ael) -

che, per la (1¢) e la identita

(av (—n—1y, k) ek (2n + 1 —k)
k) (—2n—1, k) I ’

danno luogo a due formule che possono fondersi nell’unica seguente

[n/2] i
Goofma) = 3 (=1 (" 7)1, R

k=0

‘F(— ky —k +n-+1; —k—w»; 1—?)1,3)

n—2k(w)7

la quale & una formula di molfiplicazione analoga ad altra stabilita dal To-
SCANO, che invece & un caso particolare della (2,). Difatti la (2¢), procedendo

®) Cfr. loe. cit. in (3).
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in modo analogo, ci d& invece sia quest’altra formula

n 2n—k 20 - v - Iy
G, = — 1)% ( . ( ! ! o temen—2k,
Gy, (M) Z ( ‘ ) ) I ) kElm

k=0 k

1 4 m?2

! 2

B

Pk —k 2015 — kv 20 )'Hz,,_gk(m),

.che Yanaloga relativa a G, . (mz), ed entrambe danno appunto lnogo. alla
formula di moltiplicazione dei polinomi G, (») del ToscAxo,
Naturalmente tutte le formule che sono gih state stabilite o che lo saranno

in seguito, in cui compaiono i polinomi @, (r) possono subito convertirsi in
altre in cul figurano i nostri H"?(x), tenendo presente la relazione

G, (@) = B ") .

§ 2. - Alcune relazioni integrali dei polimoni ¥)(x).

1. — Si possono stabilire subito delle relazioni integrali [trasformate di
LArrace di particolari funzioni di ¥ (me)] relative ai polinomi ¥ %(w). Dia-
mone due esempi. :

a) Posto

-]

I%%m) = J' e= o™ [P (ma) ] dw (> —1),

ny v
o

2 mezzo della (2;) si ha.

(—o—mn, k)% (—v—a, k)2 2% mn—2%

Iom) = X (—a + 1, k)2 (k)2

k=0

o

1 1
.F<_k, —k+a; —k +a+v+1; sz) .fg—x.ma.[Lgxlk(m)]z dz,

0

.ciod

r ) 2 ‘
];\3 m) = M._). > A% - (“ - n) (n) (e >—1),
k=0

n! k k

(11) .
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in cui ¢

(—a—>» 1)

Ay == PL A (— ky —k +a; —k +a +» 4 1; Tﬂ) .

(—a + 1, k) 2

Dalla precedente (1) seguono varie formule interessanti, quale ad
-esempio (¥):

1 n e BN /]
IP (m) =— T +n-+1) 3 (oc ‘ n) (n) - ek (1 )2k (> —1),

1
n! o

dalla gquale segue

WW—D——IMTnmL ﬁ(*ﬂmwk (2> —1),

=o I N

Per entrambe queste due ultime formule occorre tenere presente che

an(ﬁ‘) @) = LU)(J/)

b) Se si pone

JEm) = fc—’“ @Y (mz) - da,
L]

in modo analogo si ha

Do 4+n+ 1)(v +a+ 1, n) on

n!-(a, n)

o (m) =

-F(—n,——n +a; —n +a -+ v 41 (o0 >—1),

da cui segue ad esempio
1
Iy (m) = = Lo+ 0 4+ 1) (L —m)n,

ﬁliirm+uzl

(«)
(1) = @) XL

ned

per «>—1, il primo dei quali ¢ notissimo.

(1) Dellintegrale I;’_,(m) si & occupato K. MaYr: Integraleigenschaften der
Hermiteschen und Laguwerreschen Polynome, Math. Z. 39 (1935), 597-604. 1II
valore dato dal MAYR & perd softo forma diversa da quella del testo. '

21, — Rivista di Matematica.
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In tutte le formule di questo § si & posto

& =0 + 2n 4 (3/2).

§ 3. - Un nuove sviluppe del polinomio P*"(z) associato a quello

di Laguerre.

1. — Un risultato da cui emerge la natura ipergeometrica dei polinomi as-
sociati a quelli di LAGUERRE, pud subito stabilirvsi.
Se difatti teniamo presente la nota formula (1)

N R I R e I R R RS
w4 1)L P¥ ) = 1) - - o
(1) (=) go zgo( ) Jlrkt-b + 2§ + D1 I(ee 4§ + 1) ’
da essa si ha
, N R IR e IR R R
1, prntl . B
(A D1 P @) = ,ZD 2, =1 Tk + 2 + 1)) v
ki i (h—k) (e +-m—Fk +1, k)
— ! 1 \ym—k s ppPr—k e
,,go " ,go =1 (m—Fk)-kl-@m—k 4 1)! 00
i h! m (—m, k) (—2m—1, k) (~o—m, k)
— —— e Y, S k
wmzso (2m + I)! (=) ,g,, (—1) (—h, k)-k!-ok 4
ossia infine
. ' pratl n Rt
(n +1)LPYH ) = Y o (— )

o (2m 4 1)!

I
N (——m, —2m—1, —o—m; ——-h;—-—;),

nelle quali si & posto

h=mn+m+1.

(1) Cfr. il lavoro (a) citato in (2).
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2. - Una formula particolarmente semplice si ottiene dal risultato prece-
dente nel caso in ecui ¢ o = » 4 1, perche in tal caso si ha

n 1
(’)L + 1)!.Pn+1m+1(m) — z h

o (2m - 1)

1
(—x)m- I, (—— My~ 2m —1; ——) s

@

ma & (12)

1 1ym
Fol—m, g5 =) =B m)- () e my —m—p 415 ),
quindi

- - 1)

+
. . I A R
T Th(—my;m -+ 2; x)

(m + 1)1 Prtnt(g) — ﬁ: (n(
m=0

(m~+-2yn)

"go (m + 2, n)-Gl—m, m + 2; =) 2 m L (),

ossia, se si cambia # in n—1,

n—1 - am)!
n!_Pn,n(w) — z (n ’))1) ‘L(m+1)(ﬂ'/‘) .

mgm 4+ 1L, m 1) "

(**} L. Toscaxo, Osservazioni su particolari fungioni di Kummer, Boll. Un. Mat.
Ttal. (3) 4 (1949), 274-278.






